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2 La méthode des éléments finis et le contréle des calculs

Préambule

Ce document, destiné exclusivement aux étudiants du DEA TACS, correspond au contenu
du cours optionnel "La méthode des éléments finis et le contréle des calculs". Une
présentaton plus compléte peut étre trouvée dans le livre "La maitrise du calcul en
mécanique linéaire et non linéaire - Erreurs a posteriori et contrdéle adaptatif des
parameétres" de Pierre Ladeveze et Jean-Pierre Pelle publié en 2001 aux éditions
HERMES (ou dans sa traduction en anglais : Mastering calculations in linear and non
linear mechanics, 2005, SPRINGER)
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1.1 Introduction

A partir d'un probléme physique, la démarche qui, conduit a effectuer un calcul éléments
finis est généralement complexe. Entre le probleme "réel" et le modele de calcul par
éléments finis, plusieurs étapes de modélisation sont effectuées (Figure 1-1).

Par exemple, pour dimensionner une structure mécanique, on utilise :

e une modélisation de la géométrie,

° une modélisation des charges (ou des différents cas de charges) utiles au
dimensionnement,

e une modélisation des liaisons avec l'extérieur,

e une modélisation du type de comportement du matériau (ou des matériaux).

Suivant les choix faits pour ces différentes modélisations, on est conduit a différents
modéles mécaniques. Les modéles mécaniques ainsi construits reléevent de la mécanique

des milieux continus.
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8 La méthode des éléments finis et le contréle des calculs

|_- -_| Probléme physique

Modéle de référence
solution exacte

- Ay (e, 00

Modele numérique
solution approchée

é . ) é (yh, o)

Figure 1-1 : Du probléme physique au modéle numérique

Comme, excepté dans des situations tres simples, il est impossible de déterminer
explicitement la solution exacte (U, , @,) d'un tel modéle mécanique continu, I'utilisateur
doit se contenter de déterminer des approximations de (U,,, @,). En pratique, cela revient
a remplacer le modele mécanique continu par un modéle approché plus simple dont on sait
déterminer la solution, solution qui est considérée comme une approximation de (U, @) .
La méthode des éléments finis consiste a remplacer le modéle mécanique continu par un
modele approché discret dont la solution (U, o)) constitue une approximation de
(Uex, Oey) -

Le contr6le de la qualité du calcul éléments finis consiste a considérer le modéle

mécanique continu comme modéle de référence et a évaluer la qualité de la solution

calculée (U, @,) en tant qu'approximation de la solution exacte (U,,, @,) de ce modéle de

référence.

1.2 Modeéle de référence

Le milieu étudié occupe a l'instant initial +=0 un domaine Q de frontiere dQ. On se place
en petites déformations et I'évolution du milieu est étudiée sur [0, T].

0,Q efforts surfaciques
/ donnés
/ Eq

efforts volumiques

donnés
fdl

7/

0,Q déplacement imposé U,
Figure 1-2 : Probléme de référence
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1. Qualité d'une solution éléments finis 9

Le milieu est soumis a un environnement qui, a chaque instant t, est schématisé par
(Figure 1-2) :
e un champ surfacique de déplacement U, sur une partie 9,2 de la frontiere 9Q2,
e une densité surfacique d'effort F; sur la partie : 0,Q=0Q2-0,Q,

e une densité volumique d'effort f; sur le domaine Q.
A l'instant t=0, on donne la position U, et la vitesse initiale V, en tout point M de € :

d .
VMeQ Uj-o=Up et (Eg)\t=o:y|t=o=‘_/o

Le probléme qui traduit I'évolution sur [0, 7] du milieu peut étre formulé de la fagon

suivante :
Trouver U(M,t) et o(M,t) définis sur Qx [0, T] tels que :

e équations de liaison et conditions initiales

ueu®”

Vi e[0,T] Ujoe=Us (1.1)

VMeQ Uj-o=Uo g|t=o=l/0 (1.2)
e équations d'équilibre

o es™ ot vt e [0,T] VU*e U,

—fg Trlo s(UP)| d22 + fg forrde+ [P Lras- fg p U urdo (1.3)
e relation de comportement
| vtelor] VM@ o) =Alsl).;Te(04) (1.4)

Dans cette formulation :
e ¢(U) , déformation associée a U en petites perturbations, est définie par :

10U (oU T
oM | oM

e(l)=—
) >
e p désigne la masse volumique qui, ici, est constante par rapport a t,

o u"" désigne I'espace ol est cherché le champ de déplacement,
o sdésigne I'espace ol est cherché le champ de contrainte,

e U, désigne l'espace des champs virtuels choisis ; il est de la forme :

|| U,= {g* "régulier” et tel que : U* |50 = O}

e A est un opérateur qui caractérise le comportement ; la valeur a l'instant t de la

contrainte est une fonction de I'histoire de la vitesse de déformation jusqu'a l'instant t.

Remarques

1. La régularité imposée dépend des problemes étudiés. Elle se traduit dans le choix
des espaces M[O’T], S[O’T] et U,.

On pourra, par exemple, se reporter aux ouvrages [DUVAUT - LIONS, 1972], [BREzIS, 1973],
[EKELAND - TEMAM, 1974], [NECAS - HLAVACEK, 1981], [DAUTRAY - LIONS, 1984], [POGU - TOURNEMINE, 1992].
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10 La méthode des éléments finis et le contréle des calculs

2, Les équations d'équilibre (1.3) sont équivalentes aux équations locales :
div o +fd:pﬁ dans Q
Vtel0, T] {— - (1.5)
on=Fy sur 0,9

ou n désigne le vecteur unité normal et extérieur a la frontiére 0Q.

1.2.1 €Elasticité linéaire

Une forme trés simple du probleme précédent, est celle de la statique linéaire ol les
données Uy, fsetF; et les champs inconnus U et o sont indépendants du temps et ou la
relation de comportement est une relation linéaire entre la contrainte o et la déformation
¢ (élasticité linéaire). Bien s(ir, dans ce cas, il n'y a plus lieu d'écrire les conditions
initiales (1.2) et on s'intéresse a la configuration finale a l'instant T. Le probléme de

référence devient :

Trouver U(M) et o(M) définis sur Qtels que :
e équations de liaison

| Ucu et Upo=U, (1.6)

e équations d'équilibre

o €S et YU U, fTr[m(u*)]dQ:f foeurder [ Fgeurds (1.7)
Q - Q

0982

e relation de comportement

| o=z (1.8)

Dans cette formulation :
e K désigne I'opérateur de Hooke du matériau.
Par exemple, pour un matériau élastique isotrope, on a: Kg =ATr(e)I+2ue, ol I
est I'opérateur identité et A et u sont les deux coefficients de LAME.
e Les espaces U et S sont les analogues des espaces M[O’T] et S[O’T] pour des
champs indépendants du temps.

I1.2.2 Problemes quasi-statiques

Une autre version simplifiée correspond au cas ou l'on peut considérer que les termes

d'accélération sont négligeables. On obtient le probleme :
Trouver U(M,t) et o(M,t) définis sur Qx [0, T] tels que :

e équations de liaison et conditions initiales

_u IS M[O,T]
Vt€[0,T] Ujoe=Uy (1.9)
VMeQ Uj_o=Uy Uj—o=Vo (1.10)

e équations d'équilibre
o sl vt €[0,T] VU*eU,
(1.11)
f Trlo s(U] dQ =f Fie U dg+f Fy- U*dS
Q - Q - 9,2 -

Master MIS - Parcours TACS JPP



1. Qualité d'une solution éléments finis 11

e relation de comportement

|| Vtc[0,T] YMeQ o) =A(sU),;[0t]) (1.12)

Il s'agit alors d'un probléme dit de "quasistatique".

1.3 Probleme approché et erreurs de discrétisation

1.3.1 Problemes linéaires

Actuellement, la méthode la plus utilisée pour obtenir des approximations des équations
[(1.6) - (1.8)] est la méthode des éléments finis en déplacement.

[ | La méthode des éléments finis en déplacement

Cette méthode consiste a formuler le probleme [(1.6) - (1.8)] en utilisant [|'énergie
potentielle :

Ea(l) = [ Te() K s(U)] d2 -

f freudes [ Egeuds
Q

072

En effet, le déplacement U, est solution du probleme de minimisation :

Ep(Uex) = Min Ep(U) (1.13)
UCA

olu les champs "UCA" sont les champs de déplacement Cinématiquement Admissibles

c'est-a-dire les champs qui vérifient les équations de liaison (1.6).

o,, est alors obtenu par :

|| Uy = K g(yw)

La méthode des éléments finis en déplacement consiste a rechercher le minimum de

I'énergie potentielle, non plus sur I'ensemble de tous les champs CA, mais uniquement sur

un sous-espace de dimension finie de champs CA. Le champ approché U, est donc
solution du probléme :

Ep(Up) = Min Ep(U) (1.14)
U CA et de type EX.

ou, sous forme de conditions d'extrémalité :
Trouver un champ de déplacement U, défini sur Q tel que :
UyeUy, et YU, €Uy

fQTr[ﬁ(yh)Kﬁ(_Uﬁ )]dQ=fQ fa- Ui dg“fazg Eq-UjdS (1.15)

ol U, est le sous-espace affine de dimension finie de U choisi et U,, le sous-espace
vectoriel associé qui est un sous-espace vectoriel de U,.
Le champ de contrainte o, est obtenu, élément par élément, par la relation de

comportement :
|| o, =Ke(Uy) (1.16)

En pratique, le probléme (1.15) se traduit par le systéme linéaire :

JpPP Master MIS - Parcours TACS



12 La méthode des éléments finis et le contréle des calculs

| xq=F (1.17)

ou :
e ( désigne le vecteur des déplacements nodaux (degrés de liberté),
e K la matrice de rigidité,
e F le vecteur des charges généralisées.

Par exemple, pour U;=0,0na:

H K{:fBTKBdQ; szNdedQ+f NTE, dr (1.18)
Q Q 2,9 =

avec .

| un=NGOq 2UM))=BM)q (1.19)

ou N est la matrice des fonctions de forme.
Pour la méthode des éléments finis, on pourra consulter, par exemple [BATHE, 1982], [IMBERT,
1984], [HUGHES, 1987], [BATOZ - DHATT, 1990], [ZIENKIEWICZ - TAYLOR, 1988].

| Origine des erreurs d’approximation

O Le non respect des équations d'équilibre

Si I'on compare le probléme de référence et le probléme approché, on constate que
Uy, o) vérifie, comme (U,,, o,,), les équations de liaison et la relation de comportement.

Par contre, le champ ©, ne vérifie pas les équations d'équilibre :

dans la méthode des éléments finis de type déplacement, I'approximation principale

porte sur les équations d'équilibre

De facon précise, la contrainte o) présente trois types de défauts d'équilibre :

e |'équation d'équilibre intérieure n'est pas vérifiée :
| dive,+ fa=0 dans @ (1.20)

e le vecteur contrainte n'équilibre pas les charges données
|| opn=Eq sur 9,Q (1.21)

e le vecteur contrainte est discontinu a l'interface entre deux éléments :

” |@7h’_1|\51+|@h’_1||152=0 sur I'r, g, (1.22)
ou les notations sont précisées sur la Figure 1-3.

FE]EZ

Figure 1-3 : Notations a l'interface entre deux éléments
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1. Qualité d'une solution éléments finis 13

[ | Les autres sources d'erreurs de discrétisation

Selon le modéle mécanique continu qui a été retenu d'autres sources d'erreurs existent :

e erreurs dues au non respect de la géométrie

e erreurs dues a l'approximation des conditions aux limites en déplacement

e erreurs dues a l'approximation des charges appliquées :

e erreurs dues au traitement numérique du probléme approché :
Les trois premiers types d'erreurs peuvent, dans un premier temps, étre laissés de coOté,
ce qui revient a supposer que les approximations correspondantes ont été effectuées au
niveau du modele mécanique continu de référence. Pour plus de détails sur ces types
d'erreur, le lecteur pourra consulter par exemple [STRANG - FIX, 1976], [CIARLET, 1978].
Le dernier type est de nature différente et il ne peut étre évité. Néanmoins, compte tenu de
la précision actuelle des ordinateurs, dans de nombreuses situations courantes ces
erreurs sont tout a fait négligeables devant les erreurs de discrétisation proprement dites
dues au non respect des équations d'équilibre du modéle de référence.
Toutefois, des méthodes d'évaluation, ou tout au moins de détection, de ce type d'erreurs
existent, par exemple la méthode de [LA PORTE -VIGNE, 1974] qui est stochastique.
Pratiquement, il est donc nécessaire d'effectuer plusieurs calculs en propageant

différemment les erreurs d'arrondis [DAUMAS - MULLER, 1997].

|1.3.2 Problemes non linéaires

Nous considérons ici, a titre d'exemple, un probléme non linéaire en quasistatique
[équations (1.9) - (1.12)]. Le traitement classique de ce type de probléme par la méthode
incrémentale nécessite a la fois une discrétisation spatiale et une discrétisation
temporelle.

[ | Discrétisation du probleme
Pour simplifier, nous supposons que les déplacements imposés sont nuls : U;=0.
O Discrétisation en espace
Le champ de déplacement est recherché sous la forme :
| usvie) =N q() (1.23)
ou N est la matrice des fonctions de forme (données) correspondant a une discrétisation

de type éléments finis et q un vecteur de fonctions du temps (inconnues) qui représentent
les déplacements nodaux a chaque instant. On obtient ainsi le probléeme approché :

Trouver U, de type éléments finis et o), tels que :

|| Vte[0, T] U,est CA et vérifie les conditions initiales (1.24)
Vte[0,T] et VUF € Uq
fTr|Uh»’g(g7§)|dQ:f fa-UpdQ+ | FgeUfdS (1.25)
Q Q e

Vie[0,T] VMeQ
=AUy |5 Te[04]) (1.26)

qui est un probléme discrétisé en espace mais continu en temps.

JpPP Master MIS - Parcours TACS



14 La méthode des éléments finis et le contréle des calculs

O Discrétisation en temps

Pour résoudre les équations [(1.24) - (1.26)] de facon approchée, on effectue une
discrétisation de [0, T] en le subdivisant en p sous-intervalles [t,, t,.1] :

” O=t0<t1<t2< <tp=T

La solution est déterminée pas a pas. En supposant la solution approchée connue
jusqu'au temps t,, il s'agit de déterminer le déplacement et la contrainte sur l'incrément
[t t.s1]l - Chaque incrément étant choisi "petit", on fait généralement I'hypothése d'une

variation linéaire de Uu(M, ) sur [t,, t,a] :

-t,

UM, £) = [UnM, 1) = Un(M, t,)]

+ l_lh(M/ tn)

tn+1_ n

c'est-a-dire, en notation éléments finis :

t—t,
q(t) = [q(tun) - q(t)] ——— + q(t,) (1.27)

tn+1_ tn

La seule inconnue est alors le déplacement q(tu+1) a t,.;. Pour déterminer q(t..1), on écrit

I'équilibre (1.25) a t,,1. On obtient ainsi le probleme :

Trouver : qua = q(tw) et : ) 0 =0(tw) tels que :

fg B 0} 1 d2=F,1 et o), 1= A[B q() \rszm] (1.28)

avec
Foa= [ N'filt ) d@+ [ NTEt, 0 dS
Q 2,Q

Comme I'histoire de la vitesse de déformation jusqu'a ft,,; ne dépend que de qu.1, il en est
de méme de la contrainte o, ,,;. (1.28) est donc une équation non linéaire dont I'inconnue
est qu.+1 et ou le temps n'intervient plus.

Cette équation est résolue, de facon approchée, par une méthode itérative, généralement
par une méthode de type NEWTON.

| | Origine des erreurs de discrétisation

La discrétisation en espace entraine que les champs de contrainte calculés ne vérifient
pas les équations d'équilibre du modele de référence mais, au mieux, uniquement les
équations affaiblies au sens des éléments finis. La discrétisation en temps introduit de

nouvelles approximations

e I'hypothése sur la variation en temps du champ de déplacement sur l'incrément
constitue une premiére approximation qui, si les pas de temps sont choisis trop

grands, peut étre une source d'erreur importante ;

° la résolution sur chaque incrément du probléme non linéaire (1.28) par une

méthode itérative introduit aussi des approximations ;

e au cours des itérations précédentes, on est amené a intégrer, par un schéma

numérique, la relation de comportement pour une histoire de déformation donnée ;
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1. Qualité d'une solution éléments finis 15

cette intégration numérique introduit des approximations qui peuvent étre
importantes ;
e le champ de contrainte o), ,,; cherché a la fin d'un incrément n'est connu que

par ses valeurs en un certain nombre de points de Gauss de chaque élément.

1.4 Estimation des erreurs de discrétisation

1.4.1 Les estimations a priori

Dans de nombreuses situations, l'analyse fonctionnelle et I'analyse numérique permettent
d'obtenir, sous certaines hypothéses de régularité, des résultats d'estimation a priori de la

forme :

| [Uee-Us] < E@, D, Ue) (1.29)

ou est une norme sur les champs de déplacement et E une fonction de la taille h des

éléments, des données D du probleme et de la solution exacte U,,.

Si la fonction E est telle que :

alors on obtient la convergence de la méthode d'éléments finis utilisée. Si I'on peut

lim E(h, D, U,,) =0
h—0 -

montrer qu'il existe un réel g > 0 tel que :

| E@ D, U= ED, U.) (1.30)

on a aussi des informations sur la vitesse de convergence en fonction de la taille.
Néanmoins, comme ces estimations font intervenir la solution exacte, elles ne peuvent
étre explicitement calculées et elles ne fournissent donc aucune information sur la valeur

de l'erreur.

1.42 Les estimations a posteriori

[ | Le principe des estimateurs d'erreur classiques

L'idée de base est d'utiliser la solution approchée pour évaluer l'erreur de discrétisation.
Contrairement aux estimations a priori, ces estimations ne peuvent étre utilisées qu'une
fois la solution approchée calculée et sont donc appelées des estimations a posteriori.

Les trés nombreuses propositions qui ont été, et sont encore, faites dans ce domaine
peuvent étre schématiquement classées en trois catégories

° les mesures d'erreurs fondées sur le concept d'erreur en relation de comportement et
sur des techniques adaptées de construction de champs admissibles [LADEVEZE, 1975..];

e les estimateurs d'erreurs fondés sur les défauts d'équilibre de la solution éléments finis
[BABUSKA - RHEINBOLDT, 1978...] ; ces estimateurs, ont fait I'objet de nombreux travaux en
analyse numérique ;

e les indicateurs d'erreurs construits sur les défauts de régularité de la solution éléments
finis [ZIENKIEWICZ - ZHU, 1987...].
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16 La méthode des éléments finis et le contréle des calculs

Toutes ces démarches fournissent a l'utilisateur une évaluation e de l'erreur globale de
discrétisation et une estimation er de la contribution a I'erreur globale de chaque élément

E du maillage utilisé. Généralement, ces deux estimations sont reliées par :

e’=Ye} (1.31)
E

A ces erreurs "absolues", on associe classiqguement des erreurs "relatives" e=e/d et
!

er=er/d ol d est une quantité choisie pour normaliser ces différentes estimations.

1.4.3 Qualités d'un estimateur

Les différentes méthodes développées pour construire des estimations d'erreur a
posteriori se distinguent bien s(r par les techniques employées mais aussi par la qualité
des résultats obtenus. Pour comparer ces différentes méthodes, plusieurs critéres
peuvent étre utilisés

e criteres de qualité intrinséque permettant de comparer l'erreur mesurée avec

I'erreur "vraie" réellement commise,

e critére de fiabilité : I'erreur estimée majore-t-elle I'erreur "vraie" ?

° sensibilité a des situations particulieres de maillages : maillages grossiers,

éléments aplatis, éléments distordus...

e sensibilité a des comportements particuliers : anisotropie des matériaux...

e critéres économiques : simplicité de mise en ceuvre, co(t d'utilisation...

e étendue du domaine d'application.
Nous allons donner ici quelques critéres intrinséques de qualité aujourd'hui communément
admis. Des études trés complétes sur la qualité des estimateurs d'erreurs et sur leur
comportement peuvent étre trouvées dans les références [ODEN - DEMKOWICZ -RACHOWICZ -
WESTERMANN, 1989], [BECKERS - ZHONG, 1991], [STROUBOULIS - HAQUE, 1992], [BABUSKA - STROUBOULIS -

UPADHYAY - GANGARAJ, 1994], [BABUSKA - STROUBOULIS - UPADHYAY - GANGARA] - COPPS, 1994].
| Indice d'efficacité
L'indice d'efficacité est défini par

e  mesure estimée de I'erreur globale (1.32)

Yy=—"= -
€.y mesure de l'erreur vraie globale

En pratique, pour un bon estimateur, l'indice d'efficacité global doit étre proche de 1. Pour
évaluer vy, la méthode la plus slre consiste a utiliser des problemes tests pour lesquels la
solution exacte est connue analytiquement.

Une autre technique, largement répandue, consiste a prendre comme solution "exacte"
une solution éléments finis obtenue sur un maillage trés fin. Pour obtenir des résultats
fiables, il est indispensable que ce maillage soit nettement plus fin que le maillage sur
lequel l'erreur est estimée et il faut prendre quelques précautions pour transférer les
champs d'un maillage a l'autre.

De maniére analogue, on définit un indice local d'efficacité par élément (ou sur un paquet

d'éléments) par :

er mesure estimée de ['erreur sur E

P= = (1.33)
p y
€ex|E mesure de l'erreur vraie sur E

Master MIS - Parcours TACS JPP



1. Qualité d'une solution éléments finis 17

[ ] Comportement asymptotique

Pour certains estimateurs d'erreurs, il existe deux constantes positives C,;, et C,ax,

indépendantes de la taille des éléments, telles que :
|| Cmins)/scmux (134)

Ces inégalités montrent que I'erreur "vraie" et |'estimation d'erreur utilisée tendent vers
zéro simultanément.

De plus, si I'on dispose d'une inégalité du type

(1.30), on obtient :

| escn (1.35)
Cette inégalité, qui renseigne sur la vitesse de convergence de l'estimateur d'erreur en

fonction de la taille, est trés utile pour adapter les maillages.

Remarque
Il est souhaitable que les constantes C,;, et C,.. soient proches de 1. Du point

de vue de la fiabilité, il est évidemment intéressant d'utiliser des estimateurs tels que :
Cmin:1
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