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1 Introduction

Contexte général

La dynamique symbolique s’inscrit dans le domaine plus général des systéemes dynamiques, qui
s’intéresse a 1’évolution d’un systéme dans le temps [ |. Les systémes dynamiques peuvent étre
a temps continu, c’est d’ailleurs le cas de la mécanique Newtonienne a l'origine de ce domaine, ou a
temps discret. Dans ce cas, I’état du systéme est un point x de I’espace des phases X qui évolue selon la
loi F. La trajectoire d'un point est la suite des itérées de F a x : (z, F(z), F?(z) = F(F(z)), F3(x),...).

La dynamique symbolique étudie les trajectoires des systemes apres discrétisation de I'espace des
phases. On effectue une partition finie de X, puis une trajectoire est encodée par la suite des symboles
associés a la partie ol se trouve chacun des éléments de la trajectoire (figure 1). En effectuant la
translation des éléments de la trajectoire d’un point z on obtient celle de son image F'(x).
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FIGURE 1 — Exemple de systéeme dynamique (X, F).
Le mot caabca--- encode la trajectoire (z, F(x), F?(x), F3(z), F4(z), F?(z),...).

Ces suites de symboles sont regroupées dans des ensembles appelés sous-décalages (subshifts), les
objets mathématiques étudiés par la dynamique symbolique | ]. La conjugaison des subshifts est
une relation d’équivalence usuelle qui correspond a 'existence d'un automate cellulaire (homéomor-
phisme qui commute avec la translation) réversible entre deux subshifts.

Probléme de recherche

Le probléme de la conjugaison, qui consiste a déterminer si deux subshifts de type fini sont conjugués
ou non, est décidable dans le cas simplement infini défini ci-dessus | ]. C’est un probleme tres
étudié | ] et toujours ouvert dans le cas des systeémes réversibles (bijectifs), ou 'on travaille avec
des suites bi-infinies qui représentent la trajectoire future et passée d’un point. Le probléeme de la



conjugaison sur les mots bi-infinis a été montré décidable pour certaines classes de subshifts mais n’est
toujours pas résolu dans le cas général.

Un invariant de conjugaison est une qualité mathématique associée a un subshift, partagée par des
subshifts conjugués. C’est un outil pour I’étude de la conjugaison : en effet, si on parvient a montrer
que cette qualité est différente pour deux subshifts, alors ils ne sont pas conjugués.

Votre contribution

A partir de la deuxiéme moitié du 20¢ siécle, une grande variété de notations graphiques est appa-
rue pour décrire des théories mathématiques ou physiques sous forme de diagrammes. On peut citer
en particulier les diagrammes de Feynman en physique des particules, les réseaux de tenseurs [ ],
ou plus récemment, les circuits quantiques | ]. En informatique fondamentale, des diagrammes
similaires sont créés pour représenter les morphismes de catégories monoidales | ]. Cette repré-
sentation visuelle permet de faciliter la compréhension et la manipulation des concepts théoriques, on
parle de langages graphiques.

Le sujet de mon stage est de créer une représentation graphique d’un invariant de conjugaison : le
groupe plein topologique [ ; ; ].

Nous définissons une PROP colorée ! dont les morphismes généralisent les éléments du groupe
plein topologique. Une PROP colorée est naturellement représentée par un langage graphique dont les
diagrammes ont des fils colorés | ]. Cela nous permet de représenter graphiquement les éléments
du groupe plein topologique et de les construire aisément.

Arguments confirmant sa validité

Les catégories ont déja été utilisées en dynamique symbolique | | et pour étudier le probléme
de la conjugaison | ; | La méthode développée est similaire a celle de la représentation des
éléments du groupes des machines de Turing réversibles | .

Le groupe plein topologique associé a un subshift X est ’ensemble des homéomorphismes qui
échangent les préfixes des mots de X. Les groupes pleins topologiques généralisent le groupe V de
Thompson.

La représentation graphique du groupe plein topologique dans le cas du full shift et celle des
groupes de Thompson sont tres proches | ; |. En effet, on sait déja que le groupe plein
topologique généralise les groupes de Thompson.

Résumé et travail futur

Le résultat principal de ce stage est le formalisme de diagrammes qui représente une généralisation
des éléments du groupe plein topologique. Nous montrons que les diagrammes sont générés a partir
de générateurs et relations.

Nous nous sommes focalisés sur une classe particuliére de subshifts induits par des graphes, il serait
intéressant de compléter ce travail avec des classes plus générales de subshifts (SFT, sofiques...).

Un autre axe de généralisation du sujet est le cas réversible, ou les mots d’un subshift sont bi-
infinis. Cela pourrait apporter une représentation visuelle a I'invariant de conjugaison qu’est le groupe
plein topologique et un nouvel outil pour la résolution du probléme de la conjugaison réversible.

1. Une catégorie monoidale stricte dont les objets sont générés librement par un ensemble de couleurs.



2 Dynamique symbolique

Cette partie fournit les définitions nécessaires pour le travail réalisé pendant le stage. Les trois
premieres sous-parties peuvent étre complétées par la lecture des livres de dynamique symbolique
[ et | ]. La partie 2.4 définit le groupe plein topologique puis rappelle des résultats connus.

2.1 Définitions générales

Soit A un alphabet fini, A* est 'ensemble des mots finis sur .A. On note |u| la longueur du mot
u € A* et uy, sa k-¢éme lettre, k € [1, |ul]. La concaténation des mots u et v est notée u-v ou uv. Le
mot vide € est 'unique mot de longueur 0.

A := AN est I’ensemble des mots simplement infinis (ou semi-infinis) sur A. Le mot u € A* est un
facteur de x € A* lorsqu’il existe i € N tel que [; ;4 juj—1] = Ti " Tiy|u|—1 = U. Ly(7) est I'ensemble
de ses facteurs de x de longueur n, et £(z) := [J, ey £n(x) est son langage. Le cylindre induit par un
mot u € A* est 'ensemble des mots semi-infinis dont u est préfixe : [u] := {z € A : z u_1] = u}.

On définit opérateur de translation (shift) o : AY — A% tel que :
Ve e A Vi € Njo(x); = zit1 .
Ezemple 1. Avec A ={0,1}, 0(01001010---) = 1001010 - -. <

On munit A“ de la topologie ou les cylindres B := {[u]|u € A*} forment une base des ouverts.
Cette topologie est aussi induite par la distance de Cantor sur A“, qui indique que deux mots sont
proches s’ils ont un long préfixe commun :

0 six =y,
d(z,y) = {

o—min{i:zi#yi}  ginon,

Ezemple 2. Par exemple, d(10010---,10110---) =272 =1/4. <

Un ensemble X C A“ de mots semi-infinis est un sous-décalage (subshift) lorsque X est fermé
(pour la topologie de Cantor) et shift-invariant (o(X) C X). On lui associe ox, 'action de translation
restreinte & X. Son langage est £(X) := J, ¢ x £(z). La topologie sur X est engendrée par I’ensemble
Bx des [u]y := [u] N X, pour tout u € L(X).

Muni de P’action de translation, un subshift (X, ox) est un systéme dynamique. On écrira souvent
o a la place de ox lorsqu’on manipule un seul subshift X.

On peut définir de fagon équivalente les subshifts comme les ensembles de mots évitant certains
facteurs : Xp :={x € AY :Vu e L(z),u ¢ F}, ou F C A* est appelé ensemble de motifs interdits.

Un subshift X est sofique lorsqu’il existe un langage régulier F' tel que Xp = X. De plus, si F est
fini, X est un subshift de type fini (SFT).

Ezemple 3. Exemples de subshifts :
— AY = X est le full shift.
— Avec F = {11}, Xp C {0,1}"* est le golden mean shift. C’est un SFT qui contient tous les mots
qui ne possedent pas 11 comme facteur. C’est le cas du mot de Fibonacci | ]:01001010--- €
<

Pour u € A* et un subshift X, on note u=!X := {z € A¥ : ur € X} C X. Cest 'ensemble des
mots semi-infinis qui appartiennent a X apres concaténation avec le préfixe u. En général, ce n’est
pas un subshift.



2.2 Graphes et edge shifts

Dans ce stage, on considere une classe particuliere de subshifts générés par des graphes.

Un graphe orienté G est un quadruplet (Q, A, s,t) ou @ est 'ensemble des sommets et A I’ensemble
des arétes. Les fonctions source et target : s,t : A — @ associent a chaque aréte ses sommets initial et
final. Pour a € A, on notera p % ¢ lorsque s(a) = p et t(a) = q. Cette définition autorise les boucles
(t(a) = s(a)) et les arétes multiples (a # b telles que s(a) = s(b) et t(a) = t(b)).

Le edge shift généré par G est donné par X¢g := {x € A : Vn € N, t(x,) = s(xn+1)}. Clest l'en-
semble des mots simplement infinis lus sur les arétes du graphe. En particulier, c’est un SFT :
Xa = X{abea2:1(a)£5(b)}-

Soient G = (@, A, s,t), X = X¢. L’ensemble des mots lus sur G qui commencent au sommet ¢ € @
est Xg = {x € A¥ :Vn € N,t(zy,) = s(zn+1) A s(z0) = ¢}. Ainsi, X =4 o X
Exemple 4. Avec le graphe G de la figure 2, X = X est une variante du golden mean shift. On verra
par la suite qu’ils sont conjugués.

b
a
c
FIGURE 2 — Graphe G.

On a : abcaabc--- € X, Xo = (a+bc)* et X; = c(a+ bc)?. <

Ces graphes rappellent les automates de la théorie des langages formels, ou toutes les transitions
sont étiquetées par des lettres différentes. Si on utilise plusieurs fois la méme lettre, on définit les
subshifts sofiques.

2.3 Conjugaison

Afin de comparer les subshifts, on utilise la notion de conjugaison. C’est la définition la plus
naturelle d’isomorphisme entre les subshifts vus comme des systémes dynamiques.

Le probléeme de déterminer si deux SFTs sont conjugués est décidable dans le cas semi-infini | ].

Définition 1. Un homéomorphisme est une application continue bijective dont la réciproque est
continue. On note Homeo(X,Y) 'ensemble des homéomorphismes de X vers Y et Homeo(X) ceux de
X dans lui-méme.

Rappelons que la fonction réciproque d’une fonction continue et bijective entre espaces compacts
est elle-méme continue. Puisque les subshifts sont des compacts, il suffit de montrer qu’une fonction
entre subshifts est continue et bijective pour qu’elle soit un homéomorphisme.

Définition 2. Deux subshifts X et Y sont conjugués (noté X = Y') s’il existe un homéomorphisme
¢ € Homeo(X,Y') qui commute avec le shift : poox = oy op. C’est une relation d’équivalence appelée
CONjugaison.

Ezemple 5. Le subshift X¢ de 'exemple 4 est conjugué au golden mean shift Xy4,.

La substitution s : a,b + 0,c + 1 induit 'application ¢ : X¢ — X441y tel que p(z); = s(zi),
z € Xg, 1 € N. Soit z € X¢, ¢(x) ne contient pas le facteur 11 car si ¢’était le cas, cc serait un facteur
de z. Ainsi, p(x) € X{43.

La substitution s est lettre a lettre donc ¢ est continue et commute avec le shift.



De plus, ¢ est inversible. Il faut regarder des facteurs de deux lettres pour définir son inverse :
Y(z)i = t(wiwiy1) o t: 00 — 2,01+ b, 10 = ¢ (z € Xq4}).
0 xT; si TiTi4+1 = 00
Ona: (pot(x)); = s(¥(x);) = s(t(zixit1)) = § s(b) =0=ax; siz;wi; =01
1 €T; si TiTi+1 = 10,

t(00) =a=ux; sixxi4] =aa
t(00) =a=uz; sixxi4] =ab
et 1 (Yop(x))i =t(p(x)ip()it1) = t(s(xi)s(zit1)) =  £(01) =b =z; si 22441 = be
t(10) =c=ux; sixx;41 =ca
(1(10) = c =x; sizzi41 = cb.

D’olt ¢ o ¢(x) = @, pour tout x € X¢ et 1 o p(r) =z, pour tout x € X443

Ainsi, ¢ est un homéomorphisme, X = Xyq4). <

Des homéomorphismes qui commutent avec le shift peuvent étre définis localement (c’est ce qu’on
a fait dans exemple précédent). Ils sont appelés block shift maps ou automates cellulaires.

Pour étudier la conjugaison des subshifts, on peut utiliser les invariants de conjugaison : des objets
associés aux subshifts qui sont communs pour les subshifts conjugués.

Définition 3. Un invariant de conjugaison est un objet P(X) associé & un subshift X, tel que pour
tous subshifts X et Y, X =Y — P(X)=P(Y).

Lorsque la réciproque est aussi vraie, P est un invariant complet.

Ezemple 6. Un mot x € X est périodique de période p € N* lorsque z; = x;4, pour tout < € N. Le
nombre de points z € X de période p fixée d’un subshift X est un invariant de conjugaison [ ].

Ainsi, on peut déterminer que Y = {0,1}*) le full shift sur deux lettres, et X ne sont pas
conjugués : 0¥ et 1¥ € Y sont les mots de période 1 de Y, tandis que X n’a qu'un seul mot de
période 1 : a“. <

2.4 Groupe plein topologique

Le groupe plein topologique d’un subshift | ] est ensemble des applications cylindres sur le
subshift. Les applications cylindres sont des homéomorphismes qui modifient les préfixes des éléments
d’un subshift. Ainsi, un mot et son image sont asymptotiquement égaux (ils ont un suffixe infini
commun). Les préfixes remplacés peuvent étre de longueur différente.

On commence par donner une définition combinatoire des applications cylindres (définition 4).
Une définition topologique équivalente sera donnée ensuite par la proposition 2.

Définition 4. Soit X un subshift. Une application 7 : X — X est une application cylindre lorsqu’il
existe deux familles finies (u);cr,, (v0)cr, € (A*)E de facteurs de X telles que :

1. {[u(l)]X‘l € L} est une partition de X,

2. {[v(l)]X‘l € L} est une partition de X,

3. (U)X = (vD)=1X, pour tout I € L,

4. 7(u® - 2) = v . 2 pour tous I € L et z € (u)~1X.

On dira que 7 est définie par L, (u(l))le L et (V(l))le 1, lorsque les quatre points sont vérifiés.

Le point 4 définit 7 : elle remplace le préfixe u® de z = u® - z € X par le préfixe v\, comme
indiqué par la figure 3.



Le point 1 permet de s’assurer que 7 définie par 4 est déterministe et totale X : tous les u® doivent
étre des préfixes de mots de X, et pour tout mot de X, il y a un unique ul¥) qui est son préfixe. Le
point 3 vérifie que 'image v(D . 2 est bien dans X. Le point 2 impose que 7 soit bijective : surjective
car tout mot de X a un préfixe v\, et injective car il est unique.

u(l) z

l
) FE S L

FIGURE 3 — z et son image 7(x) par une application cylindre.
Ezemple 7. Soit X un subshift. L’identité idy : * € X — x est une application cylindre. On peut la
définir par exemple avec deux familles de préfixes vides (L = ().

Donnons deux autres exemples d’applications cylindres, accompagnés de schémas (informels) pour
les visualiser.

Soit 1y 'application cylindre sur le full shift Y = {0,1}* définie par les familles (u(®) = 0,u®® =
10,u® = 11) et (v() = 01,v® =1,v(® = 00).

On peut représenter ces familles comme des arbres préfixes (figure 4). Ainsi, on peut lire sur les
schémas que le préfixe 10 sera remplacé par le préfixe 1.

FIGURE 4 — Schémas des familles (u®); et (v(¥)); pour I'application cylindre 1y

Ce sont exactement les représentations des éléments du groupe V' de Thompson | ]
Prenons X = X¢ le edge shift généré par G (figure 2) de 'exemple 4.

Soit 7x : X — X l'application cylindre définie par (u(l) = aa,u® = ab,u® = be,u® = c) et
(v = cbe, v =b,v®) = a,v(¥ = ca). En voici la représentation par arbres préfixes :

/Q | @ ®) @ a/\p
1 @ © (4) }
(1)

FIGURE 5 — Schéma des familles (u®); et (v(¥); pour I'application cylindre 7.

<

Les contraintes sur les familles (u); et (vY); (points 1, 2 et 3) s’expriment dans les schémas
grace a la présence des perles colorées sur les noeuds. Apres avoir lu un a ou un ¢ on se trouve dans
I’état 0, indiqué par la perle violette sur le noeud issu d’une branche a ou un c. Pour I'état 1, on utilise
la couleur verte.



Pour assurer les points 1 et 2, un nceud violet, s’il a des fils, doit en avoir 2 (depuis I’état 0, on
peut lire un a ou un b) alors qu’un noeud vert ne peut étre suivi que d’une branche b. De plus, il faut
que l'indice (1) des préfixes u® et vO soit attaché a deux nceuds de méme couleur, cela correspond
au point 3.

Ces schémas sont pratiques pour visualiser les applications cylindres et les contraintes de leur
définition, mais on ne les a pas définis formellement. Le but de ce stage de définir une représenta-
tion graphique formelle des applications cylindres, qui permettra aussi de réaliser graphiquement des
opérations (composition, inverse, ...) sur les applications cylindres.

Proposition 1. Une application cylindre 7 : X — X est un homéomorphisme.

Démonstration. Soient L, (uM)cp et (v),cp qui vérifient les quatre points de la définition 4.

T est inversible, son inverse 7! est définie en inversant le role des familles (u®);cp, et (vD)er,
dans la définition. Ainsi, 77! est aussi une application cylindre.

Montrons que 7 est continue : soient x € X, n > maxcr, ‘V(l)‘ et e =27".
Soient [ € L, z € (uW)"1X tels que z = ul - z et 7(z) = vV - 2.
On pose § = 27+ =[u] "goit y € X tel que d(z,y) < 0.

(@

On &2 Ton-fvO]u]] = Y[on—{v|+fa]] = U oo ]

Donc T(ﬂf)[[o,n]} = T(y)[[o,n] = V(l) . Z[[O,nf|v(l>|]] . Ainsi, d(T(x), T(y)) < 2T — ¢,

n=[v®]+[u®]
O] bz
r= —4 %
0] z
T(z) = Y
—_—

n=maXjcr, |V(l)}
FIGURE 6 — Preuve de la continuité des applications cylindres.
O

Remarque 1. Cette représentation en terme de familles n’est pas unique. Dans les preuves, on utilisera
souvent la notion de raffinement suivante. <
Définition 5. Les familles (u(l’k))leL,keK(l)v (v(l’k))lehkeK(l) forment un raffinement de T (définie par
(u(l))leL7 ( (l))leL) lorsque :
— {[ ] ‘k e K(I } est une partition de [u(l)]X, pour tout [ € L,
— {[ lk)] ‘k € K(I } est une partition de [v(l)]X, pour tout [ € L,
— ()1 X = (v =1X | pour tous I € L et k € K(1).

Alors, 7/ définie par (u(lvk))lekaeK(l), (V(l’k))leL,keK(l) est une application cylindre telle que 7/ = 7.

Ezemple 8. Considérons de nouveau I'application 7x de ’exemple 7 (figure 5). On crée un raffinement
()1 ker@y, (VO ier ke pour Tx ot K(1) = K(3) = {x}, K(2) = {1} et K(4) = {1,2}.

(0% = u®) = aa vl = v = ¢be
u@b = u® . c=abc v = v@ . c=be
On pose : { uB*) = u® =1pc et { v =y =4
utt) =u® . a=ca vt = v . a = caa
u®? = u® .b=cb v(4 2 —v®.p=cab



La visualisation du raffinement a fait grandir les arbres préfixes de la figure 5 :

(27 1) a.:.~ \“‘b c
e o
(2,1) (4,1) (4,2) (1,%)

FIGURE 7 — Schémas du raffinement (u-%)), (v(t%)) de 7y.

<

La définition des applications cylindres (définition 4) est combinatoire. Elle permet de décrire leur
action sur les mots d’un subshift. Parfois, une définition topologique est donnée : c’est 'objet de la
proposition suivante.

Proposition 2 (| ]). Soit T € Homeo(X). Les énoncés suivants sont équivalents :

1. T est une application cylindre.
2. 1l existe deuz fonctions continues k,1: X — N telles que Yz € X, @) (r(z)) = ¢!@) ().

Démonstration. Le sens 1 = 2 est facile : pour x € X, prendre k(x) = ‘u(f)‘ et l(x) = |v(£) ,ou/
vérifie x € [u(ﬁ)].

La preuve de la réciproque est traitée dans | |. Elle repose sur le fait quune fonction continue
k: X — N ne prend qu'un nombre fini de valeurs (k(X) C N est fini). O

Remarque 2. Dans le sens 2 = 1, la condition de continuité de k et [ est nécessaire.

c
Prenons l'exemple de X généré par le graphe G = a b.
d

On définit 'homéomorphisme g suivant qui, malgré ’existence de fonctions k£ et [ non continues
qui vérifient Vz € X, o*®) (g(z)) = o®) (), n’est pas une application cylindre.
On pose g € Homeo(X) tel que :
— Vn eN, g(a"cb¥) = a"db¥ et g(a"db®) = a"cb¥
— gla¥) = a¥ et g(b¥) = b
acb¥,a”dp¥Y —»n+1
a“,p¥ — 0
pas continues : lim,,_,~ a”cb¥ = a*, mais (k(a"cb“)),en diverge.

Les fonctions k,1 : { vérifient Yz € X, 0" (g(z)) = o'®(z) et ne sont

Pourtant, g n’est pas une application cylindre : supposons par contradiction qu’il existe deux
familles finies (u®);cr, (v0)cp telles que g(uVz) = vz (pour tout I € L, z € (u)~1Xg). Soit
N = maxg¢y, ‘u(l)‘. Alors, puisque a’Vcb® et a’vdb® ont les mémes préfixes de taille inférieure & N,
g(a¥ev¥) = g(adb¥), absurde. <

Finalement, on définit I'invariant de conjugaison qui nous intéresse :

Définition 6. Le groupe plein topologique (topological full group) T'x d’un subshift X est I’ensemble
des applications cylindres sur X.



On trouve aussi parfois le nom de groupe plein continu (continuous full group), particulierement

quand la définition combinatoire des applications cylindres est utilisée [ ; |. Historique-
ment, c’est le terme topologique qui a été utilisé [ : : ].
Remarque 3. Comme son nom l'indique, le groupe plein topologique est un groupe. <

Proposition 3. Le groupe plein topologique est un invariant de conjugaison.

Démonstration. Soient X C AY et Y C B deux subshifts conjugués. Soit ¢ € Homeo(X,Y') une
conjugaison de X vers Y. Montrons que I'y ~ T'y (I'x et I'y sont isomorphes).

Soit 9 : 'y = 'y tel que ¢ : 7+ poT o L
On vérifie que (1) € I'y :

— (1) = poTop ! € Homeo(Y) car ¢ et T sont des homéomorphismes.
— De plus, soit y € Y, 2 = ¢~ !(y). On pose k'(y) = k(™' (y)), I'(y) = l¢~ ' (¥))-

O'k/(y)(i/}(T)(y)) = k/(y)(go oTo gofl(y)) = k(x)(ﬁp o7(z))
80( KO (r(2))) = p(0"(
= o'@(p(x)) = 0" W (po o™

— Ul’(y)(y)

x)) car 7 € I'x
1

()

Donc 9(7) est une application cylindre sur Y (k" et I’ sont continues).

Ainsi, 9 est un isomorphisme de groupes (v ! : 7'+ ¢ 1 o7 0 ), 'y et I'y sont isomorphes. [

Remarque 4. Dans le cas général, le groupe plein topologique n’est pas un invariant complet.

b

Reprenons le graphe G = a (figure 2) de lexemple 4.
c

Les subshifts X = X et Y = {0,1}* ne sont pas conjugués (voir exemple 6). Pourtant, ils ont le
méme groupe plein topologique (& isomorphisme pres).

Nous allons exhiber un homéomorphisme h : X — Y qui permettra de définir un isomorphisme ¢
entre les groupes I'x et I'y.

~(# (D ROk
a|00 bel1 00|a 1fbc

bc|01 01lbc
cal10 10|ca
cbel11 11|cbe

FI1GURE 8 — Tansducteur 7j, et son inverse Tp,.

L’application h induite par le transducteur 7;, (voir figure 8) est définie sur les mots de X, et prend
ses valeurs dans Y. C’est une fonction continue. Elle est bijective : sa réciproque est la fonction h’
induite par le transducteur inverse T = (7,)~! (on remarque en effet que A/(Y) = X).

Ainsi, h € Homeo(X,Y).
Onpose o :7€lx — hoToh'.
Montrons que, pour tout 7 € I'x, ¢(7) : Y — Y est une application cylindre.

Soit 7 € T'x définie combinatoirement par L, (u);cr, et (v),cp telle que :



— pour tout [ € L, ‘u(l)| > 3et ‘v(l)‘ > 1. En effet, on peut toujours trouver de telles familles, si
besoin on raffine suffisamment pour allonger les préfixes.

— pour tout [ € L, les derniéres lettres de u® et v(¥) ne sont pas des b. Si cette condition n’est pas
vérifiée, on peut trouver un raffinement qui convient :
Pour tout I € L tel que ul = b, on pose K(I) = {1,2} et ulbV) = ula, vbl) = v(Ba,

u)] =
ul2) =y, v02) = e,

Ca fonctionne car u|(2(l>| =b = (U)X =X; <= vO)lXxX =X, —= V|(i)(l)| =b.

Alors, Papplication cylindre définie par L, (h(u®))cr et (h(v®)))er est o(1) =hoT ok,

Ainsi, ¢ : 7 € 'x — hoToh' € 'y est un morphisme de groupes, qui est bijectif (¢! : 7/

h' o 7" oh). On conclut que I'x et I'y sont isomorphes. <

3 Représenter les applications cylindres par des diagrammes

Cette partie est destinée a donner l'intuition de la représentation formelle des applications cylindres
développée pendant le stage. On s’appuiera sur des exemples pour donner les idées principales et
motiver 'intérét des diagrammes.

Soit G = (Q, A, s,t) le graphe de I’exemple 4 ot I'on a ajouté des couleurs distinctes aux sommets
(figure 9). Les arétes sont de la couleur de leur sommet final.

Dans toute cette partie, X = X, le edge shift généré par G.

FIGURE 9 — Graphe G.

3.1 Générateurs lecture et écriture : construction et interprétation

A Taide du graphe, on crée des éléments de diagrammes appelés générateurs, qui sont de deux
types : lecture et écriture. Un fil de la couleur de ¢ € Q) représente I’ensemble X, des mots commencant
au sommet q.

Le générateur lecture associé au sommet ¢ a un fil de la couleur de ¢ & gauche, un nceud de la
méme couleur, puis un fil pour chaque lettre a € s7!(q) pouvant étre lue & partir de ¢. La couleur de
ces fils dépend de I’état t(a) obtenu apres lecture de a dans le graphe (¢ = t(a)).

a_— o
C
0 ‘b 1----«¢ 0
a1

FIGURE 10 — Générateurs lecture associés aux sommets 0 et 1 du graphe G.

Par la suite, on ne notera plus le type des fils avec le nom des sommets, la couleur des fils est
suffisante pour indiquer le sommet considéré.

Les générateurs écriture sont obtenus par symétrie a partir des générateurs lecture.

Donnons maintenant une interprétation mathématique aux générateurs.
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b . »----

FIGURE 11 — Générateurs écriture associés aux sommets 0 et 1 du graphe G.

Les diagrammes construits a partir des générateurs représenteront des fonctions sur les mots du
subshift X¢. Ils se lisent de gauche a droite. Un mot est donné en entrée dans 1'un des fils de gauche,
puis l'image est renvoyée par I'un des fils de droite. Les mots que ’on peut trouver sur un fil de la
couleur ¢ sont les mots de X, (ceux lus a partir de ¢ dans G).

Le générateur lecture ¢ prend en entrée un mot x € X, et renvoie o(x) par le fil de sortie qui
correspond a la premiere lettre de z, voir figure 12.

X, —b.
02T 4 - b

BRI z € Xy

FIGURE 12 — Interprétation du générateur lecture associé au sommet 0.
Avec l'entrée = b - z, on obtient o(x) = z sur le deuxiéme fil de sortie.

Inversement, les générateurs écriture ajoutent au début d’un mot la lettre correspondante au fil
d’entrée (figure 13).

D GER < p----c-ze Xy

F1GURE 13 — Interprétation du générateur écriture associé au sommet 1.
Avec z en entrée, on obtient c - z en sortie.

Cette interprétation s’étend ensuite a tous les diagrammes dessinés a partir des générateurs : on
suit la position d’une entrée x et ses images par les générateurs jusqu’a arriver a un fil de sortie.

3.2 Exemples de diagrammes

Dessinons des diagrammes a partir des générateurs (figure 14). On peut relier les générateurs
lorsque les fils ont la méme couleur, et les fils peuvent se croiser. Essayons de les interpréter comme
fonctions, a partir des interprétations données aux générateurs.

Le premier diagramme représente une fonction 7 : X — X qui associe au mot

— aa - z donné sur le premier fil d’entrée, le mot cbc - z par le deuxieme fil de sortie,
— ab - z donné sur le premier fil d’entrée, le mot b - z par le premier fil de sortie,
— bc - z donné sur le premier fil d’entrée, le mot a - z par le premier fil de sortie,
— ¢+ z donné sur le deuxieme fil d’entrée, le mot ca - z par le deuxieme fil de sorite.
De méme, le second diagramme représente une fonction p : X — X qui associe au mot
— a- z donné sur le premier fil d’entrée, le mot bc - z par le premier fil de sortie,
— bc - z donné sur le premier fil d’entrée, le mot a - z par le premier fil de sortie,
— x € X5 donné sur le deuxieme fil d’entrée, le mot x par le deuxieme fil de sortie.

Si on oublie I'information des fils d’entrée et de sortie (en fait, elle est déterminée par la premiere
lettre de chaque mot), la fonction 7 est ’application cylindre 7x de I'exemple 7, figure 5.
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FIGURE 14 — Deux diagrammes construits a partir des générateurs.

On remarque une ressemblance entre le diagramme ci-dessus et le schéma utilisé pour visualiser les
familles qui définissent 7x : on peut pivoter les arbres pour les mettre face a face, et relier les indices
(comparer la figure 15 et le premier diagramme de la figure 14).

FIGURE 15 — Transformation du schéma de l'application 7x (figure 5).

La seconde fonction est aussi une application cylindre, définie par les familles (u(l) = a,u® =
be,ul® =c) et (v(V =be,v® =a,v® =¢).

On verra par la suite que les fonctions représentées par des diagrammes construits a partir des
générateurs, et qui ont un fil de chaque couleur en entrée et en sortie, sont des applications cylindres.
Inversement, toute application cylindre peut étre représentée par un diagramme.

On peut aussi composer ces applications en joignant les diagrammes comme dans la figure 16. Ce
nouveau diagramme se simplifie (on fait une écriture puis une lecture des mémes lettres), puis est
réorganisé et de nouveau simplifié, avant d’obtenir une forme plus réduite.

On a écrit des symboles d’égalité entre les diagrammes : c’est le formalisme que nous avons dé-
veloppé qui nous permet de le faire. Tous ces diagrammes représentent en effet la méme application
cylindre po 7.

Désormais, on peut obtenir aisément une définition par familles de préfixes de 'application p o T,

sans avoir manipulé explicitement les préfixes :

(u(l) =aa, u® = abc,u® =b,u® = c) et (v(l) = cbe,vi® = a,v® =p v = ca).

3.3 Remarques

La représentation de 'inverse d’une application s’obtient facilement par symétrie d’axe vertical.
Cela vient du fait que les générateurs écriture ont été représentés symétriquement des générateurs
lecture, et que les fonctions qu’ils représentent sont les inverses de celles représentées par les générateurs
lecture. On remarque que p est une involution : le diagramme qui la représente est symétrique.

Puisque X¢ =4 4€0 Xy, un diagramme qui représente une application cylindre doit avoir un fil de
chaque couleur en entrée et en sortie. En effet, s’il manque une couleur ¢ en entrée (respectivement,
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FIGURE 16 — Simplification d’un diagramme représentant p o 7.

en sortie), alors la fonction représentée par le diagramme ne sera pas définie sur X, (resp. ne prendra
pas de valeurs dans X;). Aussi, si une couleur ¢ est présente deux fois en entrée, selon si on utilise le
premier ou le deuxieme fil d’entrée de couleur g, la sortie sera a priori différente.

Cependant, on ne peut pas étudier uniquement les diagrammes ayant un fil de chaque couleur en
entrée et en sortie car I'intérét serait limité : on a besoin de décrire ce qu’il se passe sur les sous-parties
d’un diagramme pour le simplifier. Pour formaliser cette représentation graphique, notre méthode va
donner une interprétation a tous les diagrammes construits a partir des générateurs.

Cela nous demande de généraliser la notion d’application cylindre. On montrera que les applications
cylindres généralisées définies au début de la partie suivante forment une PROP colorée, une catégorie
dont les morphismes se représentent graphiquement [Selll].

4 Catégories pour les applications cylindres généralisées

Dans cette partie, nous définissons les applications cylindres généralisés (partie 4.1) puis nous
montrons que ce sont les morphismes d’une catégorie PROP colorée (partie 4.2). Toute PROP admet
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une représentation graphique | |, cependant notre objectif est plus large : il faut arriver a une
représentation qui utilise seulement des diagrammes élémentaires, les générateurs. Nous définirons
alors une autre PROP (partie 4.3), o les morphismes sont des diagrammes générés par les diagrammes
élémentaires lecture et écriture. A ces générateurs s’ajoutent des relations pour définir une équivalence
sur les diagrammes. Finalement, on montrera que ces deux PROPs sont équivalentes (partie 4.4). Cette

méthode est semblable & celle utilisée pour les groupes des machines de Turing réversible | .

Faisons une analogie avec les groupes : on peut définir un groupe en donnant ses éléments et
en définissant sa loi. Alternativement, on peut donner quelques éléments particuliers, les générateurs
(tels que tout élément du groupe se décompose en produit de générateurs et de leurs inverses), et des
relations entre des éléments du groupe avant de quotienter par ces relations.

Dans ce rapport, la PROP des applications cylindres généralisées correspond a cette premiere des-
cription et celle des diagrammes a la deuxieme. Montrer I’équivalence entre ces PROPs est ’analogue
de prouver I'isomorphisme des groupes.

Dans toute cette partie, X = X¢ est un edge shift généré par un graphe G = (Q, A, s, t).

4.1 Applications cylindres généralisées

Les applications cylindres généralisées seront, a terme, toutes les fonctions que ’on peut représenter
par des diagrammes.

Tandis que les applications cylindres étaient définies sur X = |4 Xy, les applications cylindres

qe@
généralisées seront définies de X|[p] := @Lﬂl Xy vers X[q] := @Lq:'l Xqpj1> ot p et q sont des listes des
sommets. La proposition 5 indique pour quels p et q on retrouve les applications cylindres.

Les listes sont des séquences finies de sommets. Pour une liste p, sa taille est notée |p|, et son
k-ieme élément plk], pour k € [1,|p|]. Ainsi, p = (p[1],p[2],...,p[|p|]). La liste de taille nulle est la
liste vide o et la concaténation est notée p + q ou pq.

Remarque 5. Bien que cette définition soit la méme que celle des mots, elle offre une nouvelle notation
utile pour distinguer les mots finis sur les arétes (u,v,... € A*) des listes de sommets (p,q,...). <

Pour une famille finie d’ensembles (£;);c1, la somme directe est notée @, ; E; := {(i, )|z € E;,i € I}.
Une définition des sommes directes, accompagnée de précisions sur les sommes directes de familles in-
dexées par des listes se trouve dans ’annexe A.

Remarque 6. On peut définir une topologie naturelle sur X|[p] = @, X,[;j, générée par une base de
cylindres ouverts et fermés : By, := {(k, [u]x)}, ot (k,[u]x) := {(k,z) € X[p] : © € [u]x}.

Siu=c¢, (klelx) = {(k,2) : 2 € Xyp}. Siu# e et s(uy) # plk], alors (k,[u]y) = 0 car u ne

commence pas au sommet p[k]. <

Définition 7. Une application cylindre généralisée est une application

Ip| [q]
@D X — P X
i=1 j=1
=X][p] =X|[q]

(ou p et q sont deux listes de sommets dans @), vérifiant I'existence d’un ensemble fini L et de deux
familles (i(l)>u(l))lEL € ([[17 ‘pH] X A*)L et (j(l)vv(l))lEL € ([[17 |q|]] X A*)L telles que :

a. {(i0, [u(l)]X)‘l € L} est une partition de X[p],
b. {(j(l), [v(l)]X)U € L} est une partition de X[q],
c. (u(l))*lXp[Z-u)] = (v(l))*quU(Z)}, pour tout [ € L,
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d. f(iV,u®z) = (GO, vW2) pour tousl € L, z € (u(l))_lXp[i(z”.
On note f € Calp, q.

Remarque 7. Par rapport a la définition des applications cylindres, on a ajouté dans les familles
(i, u®) et (O, vD) les indices i) et 5. Lorsque nous définirons les diagrammes, ces indices indi-
queront les fils utilisés en entrée ou en sortie : si f : (k,x) € X|[q] — (k',2'), cela revient graphiquement
a placer x au k-iéme fil d’entrée pour obtenir 2’ au k’-iéme fil de sortie.

Les applications cylindres généralisées, comme les applications cylindres, sont bijectives. Il suffit
aussi d’échanger les familles définissant une application pour obtenir son inverse.

On note idxp, I'identité sur X [p]. Elle peut se définir avec des familles vides (L = (). <

Lorsque f et g sont des applications cylindres généralisées dont I'image de I'une est le domaine
de définition de l'autre, on peut les composer séquentiellement (composition usuelle des fonctions,
définition 8). Dans ce cas, g o f est aussi une application cylindre généralisée (proposition 4).

Afin de le démontrer, il faut adapter la notion de raffinement de la définition 5 aux applications

cylindres généralisées (définition 9).

Définition 8. La composition séquentielle de deux fonctions f : X[p] — X]q] et g : X[q] — X[t]
consiste a appliquer I'une puis 'autre :

gof:(kx)e Xlp]—g(f(k z)) € X[t].
——
€X[q]
Définition 9. Les familles (i(l’k),u(l’k))leLykeK(l), (j(l’k),V(l’k))leLykeK(l) forment un raffinement de
f € Cglp, q] (définie par (i), u®)er, (5O, vW)cp) lorsque :
— {(i(l’k), [u(l’k)}x)‘kz € K(I)} est une partition de (i®, [u(l)}X), pour tout [ € L,
— {(j(”“), [v(l7k)]X)’l<: S K(l)} est une partition de (j(), [v(l)]X), pour tout I € L,
— (u(l’k))*lXp[i(l,k)} = (V(l’k))*qu[j(l,m, pour tous [ € L et k € K(l).
Alors, f’ définie par (i(lvk),u(l’k))leLkeK(l), (j(l’k),v(l’k))leL’keK(l) est une application cylindre gé-
néralisée telle que f' = f.

Proposition 4. Soient p,q,t des listes de sommets et f € Cglp,q], g € Calq,t] deuzr applications
cylindres généralisées. Alors, go f € Cqlp,t].

La démonstration, qui consiste a créer deux raffinements compatibles pour pouvoir les composer,
se trouve dans l'annexe B.1.

Remarque 8. Avec p une liste de sommets, Ci[p,p] est un groupe : on peut inverser et composer les
applications cylindres généralisées. En effet, I'inverse obtenu en échangeant les familles (i(l), u(l)) et
(j (l),v(l)) est bien I'inverse pour la composition séquentielle. <

On montre maintenant que la notion d’application cylindre généralisée est une généralisation des
applications cylindres. Lorsque p et q sont des listes qui contiennent une et une seule fois chaque
sommet de G, on obtient un groupe isomorphe au groupe plein topologique I'g.

Proposition 5. Avec Q = {q1,...,qn} et en fizant v = (q1,...,qn), Cq[t,t] décrit exactement les
applications cylindres :

CG[<q1a .- 7Qn> ) <q1a s 7qn>] = FX

La démonstration se trouve dans ’annexe B.2.
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Idée de la preuve : on va exhiber un homéomorphisme h € Homeo(X, X|[t]), puis on montrera
que les définitions 4 et 7 des applications cylindres et des applications cylindres généralisées dans
le cas p = q = (q1,-..,qn) sont équivalentes & homéomorphisme h pres. C'est-a-dire, 7 € I'y <=
hoTtoh™ € Cglr,t]. Dans ce cas, ¢ : 7+ ho7Toh™! est un isomorphisme entre les groupes I'x et
Calr, .

4.2 PROP colorées

Nous définissons ici les catégories appelées PROP colorées | ]. Les applications cylindres gé-
néralisées sur X ont la structure de PROP colorée (théoréme 1).

Définition 10. Une PROP colorée P est la donnée d’un ensemble C' de couleurs et d’un ensemble de
morphismes P[p, q] pour toute paire (p, q) € (C*)? de listes de couleurs. Elle doit vérifier les propriétés
suivantes :

— Dexistence d’une composition séquentielle o : P[q,t] x P[p,q] — P[p,t] sur les morphismes qui
est associative,
— Dexistence d’une composition paralléle ® : P[p, q] x P[p’, q'] — P[p+p’, q+¢’] sur les morphismes
qui est associative,
— pour toute couleur ¢ € C, I'existence d'un morphisme identité id.y € P[(c), (¢)],
— Dexistence d’un morphisme identité pour la liste vide id, € PJo, 0],
— pour tous ¢, ¢’ € O, l'existence d'un morphisme permutation swap . € P[(c,c), (¢, )],
— pour tous f € Plp, ], g € Pla,), £/ € P/, et g/ € Pl ¢, (g0 /)& (g0 ") = (g024)o(f& 1),
— pour tout f € Plp,q], foid, =idqof = f,
— pour tout f € Plp,q], f ®id, = id, ®f = f,
— pour tous ¢, € O, sWap ) (o) O SWapP(y () = id(c.e)
— pour tous f € Plp,q], c € C, swapy 1y o(f ®id()) = (id(y ®f) o swap,, (-
Ou les morphismes usuels sont définis récursivement par :
— idy = id, et idyy e = id, ®id ),
— SWap, (o = id¢) et swapy (o) (1) = (SWapy oy ®id()) o (idy @ swap gy (),
— swap, , = idy et swapy, (o = (idy ® swap, () © (sWap,,  ®@id ().
On notera f : p — q pour f € P[p,q].

Remarque 9. En théorie des catégories, la définition suivante est équivalente : une PROP colorée est
une petite catégorie monoidale stricte et symétrique dont le monoide des objets est engendré librement
par un ensemble de couleurs C.

Le terme PROP signifie produit et permutation. <

Avant de montrer que les applications cylindres généralisées sont les morphismes d’'une PROP, il
faut définir leur composition paralléle.

Définition 11. La composition paralléle f® f’' de deux fonctions f : X[p] — X[q] et f': X[p'] = X[q]
est définie ainsi :

fof Xp+p]— Xg+q]

(k,2) o {f(k:,x) si ke [1, lpl]
) bk —p|,x) ik e [lpl+1,Ip+ [p']]-

O+ : X[g'] = X[q+ '] telle que pour tout (k,z) € X[q], +!9(k, z) := (|q| + &, z) (voir annexe A).
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Suivant la valeur de k, on applique soit 1’application f, soit I’application f’ en appliquant le
décalage nécessaire (— |p| avant et + |q| apres).

On obtient aisément les deux propositions suivantes démontrées dans I’annexe B.3.

Proposition 6. La composition paralléle est associative.

De plus, la composition parallele de deux applications cylindres généralisées est une application
cylindre généralisée.

Proposition 7. Soient f € Cap,q] et f' € Caly’,q']. Alors, f @ f' € Calp+p',9+q'].

Munies des compositions séquentielle et parallele (définitions 8 et 11), les applications cylindres
généralisées forment une PROP.

Théoréme 1. On définit les fonctions suivantes, pour tous q,q' € Q :

idg : X[{g)] — X[(9)] ido:0—0 SWap () (g) X[<q, q'>] — X[<q’,q>].
(1’37) = (1,$) (k:,x) — (S—k,x)

Alors, Cq est une PROP colorée avec C = @ l’ensemble des couleurs et ot les applications cylindres
généralisées de Calp, q] sont les morphismes entre les listes de sommets p et q.

La démonstration de ce théoréme consiste a vérifier point par point les conditions de la définition
10. Elle se trouve dans ’annexe C.1.

4.3 Diagrammes

Nous définissons ici formellement les diagrammes présentés dans la section 3 comme une PROP
colorée D¢ définie a partir de diagrammes élémentaires : les générateurs.

Le degré sortant d’un sommet g € ) est le nombre d’arétes qui partent de ¢ : deg(q) := ‘sil(q)‘.

On ordonne les arrétes qui partent du sommet g, elles seront désignées par oy (1), ..., o4(deg(q)) €
s71(q). Pour tout j € [1,deg(q)], on pose p,(j) := t(ay(4)), le sommet d’arrivée de o, ().

Ainsi, on a dans G : ¢ ), ©q(7)-

On note ¢, := (pq(1),...,¢q(deg(q))) la liste des sommets voisins g (dans 'ordre des arétes issues
de ¢, avec répétitions s’il existe j # j', 0q4(7) = ¢q(j"))-

Définition 12. On définit la PROP colorée D¢ dont les objets sont des listes de sommets et les mor-
phismes sont compositions séquentielles et paralleles des générateurs lecture et écriture, des identités
et des permutations.

pq(1)
— Les générateurs lecture sont les diagrammes ¢ { ! € Dgl(q) , ¢,], pour q € Q.
q(deg(q))

pq(1)
— Les générateurs écriture sont les diagrammes } 9 € Dg[py, (q)], pour q € Q.
©q(deg(q))

— Les morphismes identité sont les diagrammes ¢ —— ¢ € Dg[(q), (q)], pour ¢ € Q.
/
— Les morphismes permutation sont les diagrammes ({ >< g € Dgllq,q"),{d,q)], pour q,¢ €
q
Q.
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— La composition séquentielle de P :]E: qetq t est notée p : E! ‘v

o ol s

v D

Remarque 10. Pour garder une définition générale, on n’a pas dessiné de couleurs sur les fils, mais elle
est indiquée par le sommet attaché au fil.

— La composition paralléle de p :]E: qetp: : q' est notée

Les identités sur des listes sont notés q : g, pour q liste de sommets, avec en particulier le
diagramme vide pour p = o.

Les permutations sur des listes sont notés

Définition 13. On définit une relation d’équivalence entre diagrammes induite par les relations sui-
vantes, pour tout ¢ € Q) :

4.4 Equivalence entre les PROPs C; et Dy

Dans cette dernieére partie, nous montrons ’équivalence entre les PROPs Cq et Dg, en donnant
une interprétation aux diagrammes a ’aide d’un foncteur F': Dg = Cg. Ce foncteur sera défini sur les
générateurs lecture et écriture de Dg. Nous montrerons qu’il est bien défini (sound), qu’il est surjectif
(full) et injectif (faithful).

Définissons tout d’abord les interprétations des générateurs de Dg.

Définition 14. On associe & chaque sommet ¢ € () les fonctions suivantes :

pop, : X[(¢)] = X[, push, : X[p,] = X[(q)]
(1,qu(j)z) = (.772) (]72:)'_) (Laq(J)Z)

Elles sont bien définies :

— si (1, aq(j) - 2) € X[(q)], alors ay(j) - 2 € Xy et s(z0) = t(ay(j)) = wq(J) = p,li] donc z € X%m,
cest-a-dire (j,2) € X[p,],

— si (j,2) € X[ ] alors s(zp) = <Pq[j] = pq(J) et t(ag(j)) = pq(j) donc ay(j) - 2 € Xs(aqly)) = Xo»
c’est-a-dire (1, aq( ) - z) € X[(q)]-

Remarque 11. Ce sont des applications cylindres généralisées : pop, est définie par L = [1,deg(q)] et
les familles (1 aq( ))je[[l deg(q)] et (], )je[[l,deg(q)]]'

Puisqu’elles sont inverses I'une de l'autre (pop, o push, = idg, et push,opop, = idy), push, est
définie en échangeant le role des deux familles.

Ces applications qui correspondent aux générateurs lecture et écriture des parties 3.1 et 4.3 (voir
en particulier I'interprétation donnée & ces diagrammes, figures 12 et 13). <

Ainsi, nous pouvons définir le foncteur F' qui donne une interprétation aux diagrammes de Dg.
Définition 15. Soit F': Dg = Cq un foncteur tel que, pour tous p liste de sommets et ¢ € @Q :

— F:p e Ob(Dg) — p e Ob(Cq),
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— F ( q {¢q> = popy;
— F (%q} q > = pushq.

Soundness [’ est bien défini : il faut vérifier qu’il est compatible avec les relations sur les dia-
grammes.

Soit ¢ € @, on a :

O ORIt SR

= pop, opush, =id, =F (goq : cpq) )

P )= r (e )er (4

:pusthpopq:idq:F(Q7Q).

et

Fullness La surjectivité de F est obtenue par le théoréme 2 : les morphismes de Cq (c’est-a-dire, les
applications cylindres généralisées) sont générées par les fonctions pop, et push,.

Théoréme 2. Toute application cylindre généralisée f € Calp,q] peut s’écrire comme composition
paralléle et séquentielle de fonctions pop, et push,, de permutations (swap, ) et d’identités (id.).

La démonstration, par récurrence sur N =, |u(l)‘ + ‘V(l) , se trouve dans ’annexe C.2.

Ainsi, & partir de cette écriture de f € Cg[p, q], on peut obtenir aisément un diagramme :]E: tel
que F (:]E:) = f et la surjectivité de F'.

Faithfulness L’injectivité de F' est I'objet du théoréme 3. La démonstration de ce théoreme, qui
utilise deux lemmes, ainsi que les notions de diagrammes gauche, droite, et de miroir d’un diagramme,
se situe dans 'annexe C.3.

Définition 16. Un diagramme gauche est un diagramme sans générateurs écriture. Un tel diagramme

est noté jé[:

Inversement, un diagramme droite est un diagramme sans générateurs lecture. Il est noté E

T
On définit inductivement le miroir <:]ﬂ:> € D¢lg, p] d'un diagramme :]E: € Dglp, q] par :

(%}q)T: 4 % <q{¢q>T:¢q}q
T
(¢ —a)' =g—4q (;Xg/>=q;><gl

T
T ST
viEla)  aiel
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T
On note parfois au lieu de (:]E:) .

Le miroir d’un diagramme a les propriétés suivantes qui se démontrent par induction.

Proposition 8. Soit D € Dg[p,q]. Alors :
.I.
~ (Jl) 1oL
EI =p _ pet DT =q_: q

Si :]E: est un diagramme gauche, alors est un diagramme droite et inversement.

La démonstration du théoreme 3 repose sur les deux lemmes suivants adaptés de [ ]

Lemme 1. Soit :]E: € Dglp, q].
Alors, il existe deux diagrammes gauche et droite , € D¢ tels que :]ﬂ: = .

Lemme 2. Soit @,@ € Dglp,q] deux diagrammes gauches tels que F(jé[:) = F(E[:)
Alors, :@ = :E[:

Théoréme 3. Soit :]E:, € Dalp,q] tels que F <:]E:> =F <>
Alors, :]E: = -

La démonstration du théoréme se trouve dans 'annexe C.3.

5 Conclusion

Le résultat principal de ce stage est le formalisme de diagrammes pour représenter les applications
cylindres généralisées. Celles-ci généralisent les applications cylindres, des homéomorphismes sur les
subshifts qui forment le groupe plein topologique d’un subshift. Les diagrammes sont donc les éléments
d’une généralisation du groupe plein topologique qui a une structure de groupoide et dont la définition
usuelle est complétement topologique | ; ; ; ].

Notre travail s’applique sur une classe particuliere de subshifts, les edge shifts. Il serait intéressant
de travailler sur les classes plus générales des subshifts de type finis ou des subshifts sofiques. Pour
cela, il faudrait considérer d’autres partitions d’un subshift que celle utilisée qui ne considerait que le
sommet de départ dans le graphe, par exemple trouver une décomposition finie de langages quotients
dans le cas des sofiques.

Un autre axe de généralisation du sujet est celui des subshifts de mots bi-infinis. La définition
du groupe plein topologique est un peu différente : au lieu de remplacer un préfixe par un autre, les
homéomorphismes translatent les mots bi-infinis continuement (c’est-a-dire, la translation d’un mot
dépend d’un nombre fini de lettres du mot). Ce cas ressemble davantage a celui des machines de Turing
qui ne peuvent pas modifier les symboles du ruban.
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Annexe A Sommes directes

La somme directe des ensembles A et B est A® B := {(1,a)|la € A} W {(2,b)|b € B}.
La somme directe d'une famille d’ensembles est définie par : @,c; Ai == ;7 {(4,a)]a € A;}.

A ikel
Pour deux familles (A;)ier et (Bj)jes avec I et J disjoints, on pose Cj = i S% pour
B, sikeldJ
tout £ € I'W.J. On obtient la somme directe des A; et B; avec ¢y Ck-

Ay sik<n

Lorsque les familles sont indexées par I = [1,n] et J = [1,m], on pose Cj, = { )
Bj_, sinon

pour tout k € [1,n + m] et la somme directe des A; et Bj est :
n+m n+m .
cec A sik<n
G { ko) { o }
c € By_, sinon

k=1
Dans ce cas, on utilisera +" : P}, Bj — @7 Cy, telle que +7(k,b) := (k +n,b).

Cas des familles indexées par des listes Soit (Dg)scq et deux listes p, q d’éléments de Q.

Si les familles (A;)ieqi,jpp €t (Bj)jeq,|qq Vérifient A; = Dy et By = Dgp;), pour tous 4 € [1, [p]] et
j € [1,all, on pose :
bl lpl

D Dy =P 4
=1 =1

et
|al lal

P Dy =P By
j=1 j=1

Dans ce cas,
[n+al Ip|+]al Ip]+|a]

@Dpﬂ[k @Ck— U{kC‘CGDHqu]}'

Avec :
Cy, = {Ak = Dypyy = Dipro)[h) si k€ [1,[pl]
Bi—jp| = Dqji—ip) = Dipaye)  Sinon.

Annexe B Preuves des résultats sur les applications cylindres géné-
ralisées

B.1 Composition séquentielle

Démonstration de la proposition 4. Soient f € C[p,q] et g € C[q, t]. Montrons que go f € C[p, t].

O] D)

Soient L1, (z'gl),u1 )ierL, et (]i ,Vgl))leLl qui définissent f.
1)

Soient Lo, (ig),ugl))leLQ et (]é ,vgl))leLQ qui définissent g.

Pour montrer que go f € Clp,t], il faut trouver L et deux familles qui définissent g o f en vérifiant

les points a, b, ¢ et d. On aimerait que les familles (j%l),vg )) et (iy () é)) soient les mémes, mais ce
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n’est pas le cas en général. Il faut alors créer deux raffinements (un pour f et un pour g) pour lesquels
la famille de préfixes écrits (ji,v1) par f et la famille de préfixes lus (i2,uz) par g sont compatibles.

On crée le raffinement (i, (L k) gl ))leLl,keKl() (]Y k) § ))leLl,keKl(l) ol, pour tout [ € Ly,

— Si Jk € Lo, (]§ ), [Vgl)]X) - (zgk), [uék)}x), alors on pose Ki(l) = {*}, (igl’*),ugl’*)) = (igl),ugl)),
et (i, vi™) = G v,

— Sinon, on pose Ki(l) = {k € Ly (zék), [ugk)}x) (jp,[ (l)]x)}’ et pour tout k € Ki(l),
(LK) (LK ! Lk) (LK (1
i ui™) = (@ w?), et G v = G ve).

1 b7 Uy 2
C’est un raffinement pour f. On fait exactement la méme chose pour g.

( .(L,k) _ (Lk) (Lk) _ (Lk)

On crée le raffinement sy ieLo keKa (), (Jo s Ve )ieLs ke k(1) OO, Pour tout I € Lo,

—siake L, @), [uf] ) G V] ). alors o pose Ka(l) = {2}, (), uf) = (@), u),
et (™, vi™) = G v)

— Sinon, on pose Ks(l) = {k eLy: (Ak)’[ (k)}x) C (zg),[ g)]x)}’ et pour tout k € Ks(l),
(Z'(l’k) u(l:k)) ((l) (k ))’ t (j (k) LG k)) _ (j(l) (k))‘

2 Uy tp" W J2 5V 25 V1
C’est un raffinement pour g.

Finalement, on prend L = {(I,k) : | € L1,k € K;(l)}. Par définition de ces raffinements, il existe
k

un unique couple (', k'), I € Ly, k' € Ka(l') tel que (j; (L ),vﬁl’k)) = (igl’k/), ugl’k/)).

On pose (ihF) ulk)) = (igl’k),u(ll’k)) et (jB), vk = (jéll’k,),vél,’k/)) pour tout (I,k) € L
Ainsi, L et ces deux familles définissent g o f : pour tout (I, k) € L, z € (u(l’k))_lXp[i(l,k)},

go A uMz) = go £ ufMz) = g (", v{"2)

(UK UK (UK UK
(i 7 a z) = (i vz =

— (i (1K) 0k ).

(",
Donc go f € Clp, t].

Cette preuve repose sur le lemme suivant : si 'intersection de deux cylindres est non vide, alors
un d’eux est inclus dans 'autre. O

B.2 Isomorphisme avec le groupe plein topologique

Démonstration de la proposition 5. Soit t = (q1,...,qn)-

Idée de la preuve : on va exhiber un homéomorphisme h € Homeo(X, X|[t]), puis on montrera
que les définitions 4 et 7 des applications cylindres et des applications cylindres généralisées dans
le cas p = q = (q1,-..,qn) sont équivalentes & homéomorphisme h pres. C'est-a-dire, 7 € 'y <=
hotoh ! € Cglt,t]. Dans ce cas, ¢ : 7+ ho7oh™! est un isomorphisme entre les groupes I'x et
Calr, 1.

Soit h : X — X]t] tel que pour tout x € X, h(x) = (k
s(z0) = gx- h est bien défini : pour tout x € X, x € Xy, =
(k,z) € X[t].

h est bijective, son inverse est h=! : (k,z) € X[t] =z € X.

,x) ou k € [1,n] est unique vérifiant
Xy, = Xy car s(wo) = gx = t[k], donc

Soit (k,[u]x) € Bxpy un cylindre de X[t] (voir remarque 6). L'image réciproque h~'((k, [u]y)) =
h({(k,z) € X[t] :x € [u]y}) = {x € X : 2 € [u]y} = [u]y est un cylindre dans Bx. Donc h est
continue.
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Ainsi h € Homeo(X, X|t]) (on utilise de nouveau le fait qu'une fonction bijective et continue sur
des espaces topologiques compacts est un homéomorphisme).

Soit 7: X — X. On pose ¢(1) =hoToh L
Montrons I'équivalence 7 € I'x <= hoToh™ ! € Cqlt,t].

Supposons que 7 € I'y. Alors, il existe L, (u®) et (v(¥) telles que 7 vérifie les points 1, 2, 3 et 4
de la définition 4. Montrons que ho7oh™! € Cglt,1].

— SiL=0,X = X[t] =0 par 1 donc hoToh™! est la fonction vide. Avec L' = (), horoh~! vérifie
trivialement a, b, ¢ et d de la définition 7.

— S’il existe | € L tel que ‘u(l)| =0 (u=¢), ou ‘u(l)| = 0, alors 7 = idx et L = {*} (par
1 ou 2). Donc ho7oh™! est définie par L' = [1,n] et les familles (i) = I,u® = &);cps et
(1D =1,v(D) = g);cp vérifient les points de la définition 7.

— Sinon, on pose L' = L et les familles (i), u®);crs et (5, vW)cpr, ont s(ugl)) = q,u) et s(v(l)) =
g;w, pour tout [ € L’. Montrons que hotoh™ !, L’ et les familles (i(l), u(l))L/, (j(l),v(l))L/ vérifient
la définition 7.
a. Soit (k,z) € X[t]. » € Xy € X. Par 1, il existe un unique [ € L tel que = € [u(l)]x.
De plus, qr = s(zg) = s(ugl)) = ¢, donc k = iD. Don (k,z) € (iV,u?). $l existe 1,
I' e I' = L tels que (k,z) € (i, u®) et (k,z) € (i), ul), alors I = I’ par unicité du
l €L tel que x € [u(l)]X (point 1).

Ainsi, {0, [u(l)]x)‘l € L} est une partition de X[t] et le point a.
b. Le méme raisonnement convient pour b, en utilisant 2.

c. Soit [ € L. Le point ¢ est vérifié car :

()" Xy = (u(l))les(uﬁ“) = )7'x car ofiV] = g = s(ul)
= (vi)~lx par 3.
= (V(l))_le(vgw) = (v X o car s(v{") = g0 = t[j].

d. Soit (i), uPz) € X[t]. Ona:hortoh (i), ulz) = hor(uWz) = h(vWz) = (O, vz)
car s(ugl)) = q,u) et s(vy)) = ¢;o- D’ou d.
Ainsi, hotoh™! € Cqlt, ).

La preuve de 'implication réciproque est trés semblable. Il faut cependant considérer un raffinement
tel que ‘u(l)| >1et }v(l)} > 1 pour tout [ € L. Ainsi, a partir des familles (i(l),u(l)), (j(l),v(l)), on
prend L' = L, et les familles (u¥)), (v(Y), puis on vérifie les points 1, 2, 3 et 4 pour 7.

Pour conclure, I’homéomorphisme h € Homeo(X, X [t]) induit un isomorphisme ¢ : 7+ hoToh™!
de I'x vers Cglt,t], avec o1 : f s h™ Lo foh. Donc Cq[(q1,---,qn),{q1, -, qn)] =~ T'x. O

B.3 Composition parallele

On démontre ici les propositions 6 (la composition paralléle est associative) et 7 (la composition
paralléle de deux applications cylindres généralisées est une application cylindre généralisée).

Démonstration de la proposition 6. Soient f: X[p] — X|q], g : X[p'] = X[¢'], h: X[p"] — X[q"].
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Soit (k,z) € X[pp'p”]. On a, d’une part :

[k, x) si k€ [1,[pl]
(f@(g@h))(k x)= .
+l9l(g @ h)(k — Ip|,x) sinon (k€ [Ip|+ 1, [p| + p'p"[])
fk, z) si k€ [1, [pl]
=9 J gk — lpl,2) sik— [pl € [1, '] <inon
9T Bk — |p| — 9|, @) sik—pl € [Ip] + L, 10| + "]
f(k,z) si k€ [1,[pl]
= +lg(k —Ip[,x)  sikepl+1,Ipp]
(ke — Jpp’| ) sik € [pp'| + 1, [pp'p"[]
et d’autre part :
® g)(k,x si ke [1,|pp’
((f®g) ® h)(k:,x) = (f| /|g)( ) , . [[ |pp H]/ / "
+9h(k — |pp'[ ,z) sinon (k € [|pp’| + 1, [pp’| + [p"])
k,x si 1,
_ f(|q| ) L P : ke [1pp'l]
=9 |9k —pl,z) si [Ip]+1,|p|+ [p[]
_|_\qql|h(k; — |pp'|, 2) sinon
f(k, ) si k€ [L,[pl]
- +‘q‘g(k - ’p| ,.le) si k € [Up‘ + 17 ‘PPIH]
Bk — [pp'| ,2)  sik € [lpp'| + L, [pp'p"[] -
Ainsi, pour tout (k,z) € X[pp'p"], (f ® (9 ® h))(k,z) = ((f ® g) @ h)(k,z).
La composition paralléle est associative. ]

Démonstration de la proposition 7. Soient f € Cglp,q] et g € Cglp’,q']. Soient Ly, (igl),ugl))leLl et
TON0) () ()

(717, vy )ier, qui définissent f, et Lo, (iy", 0y’ )icr, €t (jél),vgl))leh qui définissent g.
Alors on pose L = L1 ® Lo, puis on définit les familles (i(l), u(l))leLl@L et (j (0 v(l))leLl@LZ ainsi :
— pour tout Iy € Ly, (i) a@)y = W) u{t) et ('(l’ll),v(Ul)) = ({1 v§ )),
— pour tout ly € Lo, (i*#) uk)) = (lz) + Ipl, u2 ) et (j312) v(Zh)) = ( 2 )+ lq] ,vgz)).
Ainsi, L et ces deux familles déﬁnlssent f ® g. Les points a, b et ¢ sont vérifiés par construction.

Le point d est vérifié : pour tous l € L et z € (u(l))*lXpW)],

— sil=(1,01), I € Ly, alors i) = zl < |pl,
feg® ulz) = £, ulz) = FE{Y,uz) = (Y, v12) = (O, v0z),
— sinon, | = (2,1s), ly € Ly, donc i) = 12 ) 4 Ip| > |pl,

f@g(i® u®z) = g0 — |p| u®z) = +llg (-(12) (lz)z)
= 705" W’Z’ ) = G5 +[al v2) = (GO, v(0).

Donc f®g € Calp+p,q9+ 4] -
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Annexe C Preuves des théorémes

C.1 Les applications cylindres généralisées forment une PROP

Démonstration du théoréme 1. Posons C = Cg. On vérifie point par point les conditions de la définition
10.

— La composition séquentielle o : C[q,t] x C[p,q] — C[p,t] définie sur les applications cylindres
généralisées (stabilité donnée par la proposition 4) est associative (c’est la composition usuelle).

— La composition parallele ® : Clp,q] x C[p’,q'] — Clp + p’,q + ¢'] définie sur les applications
cylindres généralisées (stabilité donnée par la proposition 7) est associative (proposition 6).

— Pour tout ¢ € Q, id(y : (1,2) € X[(¢q)] = (1,z) est bien dans C[(q), (¢)] car on peut la définir
par les familles ((1,¢)) et ((1,¢)).

— Le morphisme id, : ) — 0 est dans C|o, 0], défini par deux familles vides (L = 0)).

— Pourtous q,q" € Q,swap g (o) : (k,7) € X[(q,¢)] = (3—k,x) € X[(¢', q)] est dans C[(q,¢") , (¢’ ¢)]
car elle est définie par L = {1,2} et les familles ((,€))ieq1,2y et ((3 —1,€))ief1,2}-

— Soient f € C[p,q], g € Cla,x], /' €Cp', ], g € Cla’, ] et (k,z) € X[p +p].
— Si k € [1,|p|], on a d’une part :

(g@g)o(f @ f)(kx)=(g®g)FK, ) ou (K,a') = f(k, )
= g(K,2') € X[t +7] car k' < |q,
et d’autre part :
(gof)@ (g o f)(k,x) = go f(k,x) = g(K,a") € X[t + .
— Sinon (k € [|p| + 1, |p| + [p’|]) on a :
(g@g)o(f & f)ka)=(g®¢)(+I(H ) ou (K, 2') = f'(k —[p|,x)

=(g®g )k + a2
=+l (K, 2)) € X[t +7],

et d’autre part :
(gof)@ (g o ") (k,x) = +11((g" 0 f)(k = Ip|, ) = +1U(g' (K, 2")) € X[e+].

— Soient f € Clp,q] et (k,z) € X[p]. Alors f oidy(k,z) = f(k,z) =idqof(k,z) € X]q].
— De plus, f®ido(k,x) = f(k,z) =id, @ f(k,z) € X][q].
— Soient q,¢' € Q et (k,x) € X[{(¢g, )]
Alors swap gy () ©SWap gy () (k, ) = swapgy (3 — k, ) = (k,x) € X[(g,q")].
— Soient f € Clp,q], r€ Q et z € X[p+ (r)].
— Sike[lp|]],ona:

SWapg (r) o(f® 1d(r>)(ka T) = SWapg (r) (k/’ :E/) ou (k,7 .’E,) = [(k,x)
= (K +1,2") € X[(r) + ] car k' € [1,[al],
et :
(1d<r> ®f) O SWapy (r) (ka .CL‘) = (1d<7’) ®f)(k +1, [E)
= +'(f(k,))
= (K +1,2") € X[(r) + d].
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— Sinon (k= |p|+1) :

swapy () o(f @ id(y))([p| + 1,2) = swapq i ([a] + 1, 2)
— (Lx) € X[(r) + 4l

et :

(id(y @f) o swapy o (Ip| + 1, 2) = (idy @f)(1, z)
= (1,z) € X[{r) +ql.

O]

Remarque 12. On a utilisé dans le dernier point la propriété suivante qui se démontre aisément par
récurrence sur p. <
Proposition 9. Pour tous p liste de sommets et r € Q, on a :

- SW&pp,(r)(|p’ + 17:6) = (L,z) (avec x € X;),

— swap, i (k,2) = (k+ 1,2) (avec k € [1,[p[] et z € Xyp)-

C.2 Fullness (surjectivité)

Démonstration du théoréme 2. Soit f € Cqlp, q]. Soient L, (i), u®) et (O, v)) qui définissent f.
On raisonne par récurrence sur N =, ‘u(l)‘ + }V(Z)‘.

Si N = 0, alors pour tout [ € L, u® = v() = ¢, donc f est une composition de permutations et
d’identités seulement.

Sinon (N > 0), supposons que toute application cylindre généralisée g € Cg[p’, q'] définie par des
familles telles que ) ;.;, |u (l)‘ + |v’ (l)‘ < N, se décompose en pop,, push,, swap, . et id.

(ZO) # £.

Premier cas :

On pose g = i) et ¢ = plig].

Puisque { (i, [u®]) |l e L} est une partition de X|[p] = @l bl X, alors {[u (k)] |k € K} est une
partition de X, out K = {l eL: = 20}

Donc, pour tout k € K, u®) # ¢ et s(ug ) =p[i®)] = q.

Ainsi, on pose g € Cg[p’,q], avec p’ = p[1 : 99 — 1] + ¢, + plio + 1 : [p]], une application cylindre
généralisée définie par L' = L, (/D u’'®) et ('O, v/1) telles que pour tout [ € L :

(i, ul) si i) < dg
, , —1g,( I o , , ,
("D, u' Dy = (i® + g (u 5)) _ 1711([[2)7|u<z>|]]) sii® =iy , et (O,v'0) = (O, v0).
(i) + deg(q) — 1,u®) si i) > i

Montrons que f = go (idp[l:io_l] ® pop, ®idp[i0+1:|p\])- Soit (i, u® - 2) € X[p’].

=h
Ona f(i®,u® . 2) = (GO, v . 2) et :
— si Z(l) < 1:07 go h(z() (l) Z) — g( ()7u(l) . Z) — (j(l)’v(l) . Z),

— si i =g, go h(iW,u® - 2) = g(i® + ozq_l(ugl)) ~1,u¥

Oy 2 = GO0 -2,
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— si Z(l) > i(), go h(z(l)7 u(l) . Z) — g(z(l) —+ deg(q) _ 17 u(l) . Z) — (](l)jv(l) . Z).

Puisque >,/ u? < Sierud }u’(l)| + ’v’(l)‘ < N donc par hypothese de récurrence, g se
décompose en pop,, push,, swap, v et id..

Ainsi, c’est aussi le cas pour f =go (idp[ln-o_l] ®pop, ® idp[i0+1:‘p|1).

Second cas : si )y |u(l)‘ =0, alors ) ;1 ‘V(l)‘ > 0 (N > 0). Le méme raisonnement convient en
échangeant le role des familles (i), uV) et (), v(®),

Dans ce cas, f s’écrira (idq[lzio_l} ®@push, ® idq[i0+1;|q”) og. O

C.3 Faithfulness (injectivité)

Démonstration du théoréme 5. Soit :]E:, tels que F <:]E:> =F <>
Soient , tels que :]E: = donnés par le lemme 1.

e 5~ oo T
() -+ (L) -+ (1)

_F < G;:) oF (E)

() () ()

_F (@:) o F (@:) o F () par hypothése,
=F < G;:) oF (E)

—F <@:> o F @5:) par définition de ,
()

Alors, par le lemme 2, ﬂ.@ =

Ainsi,

E

= Gl:GQ = -@ par le résultat précédent,
=_|E : par définition de ,
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