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Abstract

This internship report holds the results of the study of the c-join operation. The first result is the closure of
regular languages by the c-join. The last one gives a characterization of the greatest set of forbidden words of the
c-join on two subshifts, from their minimal sets of forbidden words.

Keywords : c-join, subshifts, bi-infinite words, cellular automata, dynamical systems (symbolic dynamics), formal
languages, combinatorics on words, topology.

Résumé

Ce rapport de stage contient des résultats de I’étude de 'opération de c-jointure. Le premier résultat est la stabilité
des langages rationnels par la c-jointure, le dernier donne une caractérisation du plus grand ensemble de mots
interdits de la c-jointure de deux sous-décalages, a partir de leurs ensembles minimaux de mots interdits.

Mots-clés : c-jointure, sous-décalage, mots bi-infinis, automates cellulaires, systémes dynamiques (dynamique
symbolique), langages formels, combinatoire de mots, topologie.
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Introduction

Ce stage traite de 'é¢tude de l'opération de c-jointure définie sur les subshifts (des langages de mots bi-infinis
particuliers) dans un article de Enrico Formenti | |, encadrant de ce stage. Cette opération est utilisée pour
déterminer I’ensemble maximal attracteur d’'un automate cellulaire unidimensionnel.

Le stage s’est déroulé au laboratoire I3S de I’Université Cote d’Azur a Sophia-Antipolis. Il a duré 9 semaines
pendant les mois de juin, juillet et aott 2022.

Le sujet du stage était large et les axes de recherche étaient assez libres. Il était attendu initialement de déterminer
des propriétés de 'opération de c-jointure, sans lien évident avec le contexte général. Cependant, au cours du
stage, nous nous sommes orientés vers les effets de la c-join sur les langages facteurs et les ensembles de mots
interdits, qui caractérisent les subshifts. Cela permet une meilleure compréhension du contexte de 1’étude de cette
opération et apporte des résultats théoriques complétant les bases déja connues.

Certains termes sont en anglais dans ce rapport. Nous avons fait le choix de laisser ceux que nous utilisions a
Poral en anglais. Le mot subshift pourrait étre traduit en francgais par sous-décalage. Pour ce qui est de la c-join,
on écrit en francgais sans distinction opération de c-jointure ou c-join.

L’équipe dans laquelle j’ai travaillé était organisatrice de I’édition 2022 de I’Ecole Jeunes Chercheuses et Cher-
cheurs en Informatique-Mathématique pendant la premiére semaine de mon stage. J’ai pu assister aux conférences
de chercheurs et de doctorants qui présentaient leur travaux. Mon encadrant de stage Enrico Formenti y a donné
un cours d’introduction aux systémes dynamiques et j’ai pu rencontrer mon autre encadrante Sandrine Julia. Tous
deux sont enseignants-chercheurs permanents de ’équipe MDSC (Modéles Discrets pour les Systémes Complexes).

J’ai participé & quelques activités organisées par 1’association des doctorants : séminaires sur la carriére dans le
monde académique apreés la thése, afterworks, journée accrobranche un samedi.


https://ejcim2022.sciencesconf.org/

1 Rappels et définitions

1.1 Langages et automates

Soit A un ensemble fini dit alphabet. Les éléments de A sont dits lettres. Sauf cas contraire, on aura A = {0,1}
dans tous les exemples. Un mot fini sur A est une séquence finie d’éléments de A. La taille |u| d’'un mot u est
le nombre de lettres qui le composent. Le mot de longueur nulle est noté . On note A™ I’ensemble des mots de
taille n € N pour un n fixé. On appelle langage un ensemble de mots. L’ensemble de tous les mots finis sur A est
noté A* = J, ey A" Un mot infini (a droite) (resp. mot infini a gauche) est un élément de AN (resp. A7),

Un mot bi-infini (pointé, au sens de [ /) est un élément de AZ. On note u = -+~ u_su_1 - ugusus - - - .

Le shift (ou décalage, en frangais) est la fonction bijective o : AZ — AZ telle que pour tout mot bi-infini w,
ona:Vn € Z, o(w), = wps1. Pour deux mots bi-infinis u et v, on note u = v lorsqu’il existe n € N tel que
u = 0™ (v). Notons que = est une relation d’équivalence sur A%.

On s’autorisera lors de certaines preuves combinatoires a utiliser A¢, ’ensemble quotient de A% par la relation =.

Définition 1 (Concaténation). La concaténation uv € A* entre deux mots finis u et v est la juxtaposition de ces
deuz mots. On note uwv € AN la concaténation de u € A* et v € AN et uv € AN lorsque u € AN et v € A*.

La concaténation pointée u-v € A% deu € A™N et v € AN est définie par :

-1
Vk € Z, (u'v)k _ {uk+1 s% .

k
U st k

VoA

On étend la définition de concaténation aux langages de mots infinis pointés : U -V ={u-v|ueUAv eV}

Soit (u,v) € A™N x AN, La concaténation wv € A de u et v est définie par : uwv = |J,,c; 0™ (u-v) (la classe
d’équivalence de u - v).

Exemple 1. Avec u = -+ u_ogu_qug € AN ety = VoU1Vg -+ + € AN ona:u-v= CeeU_9U_1UQ - VoULVg - -+ el
UV = - U_2U_1UQVQV1IV2 - - - .

Définition 2 (Prefixes, suffixes, facteurs). Soit x € A". Pour 0 < a < b < n, le mot x[q 3 = Tq---Tp est un
facteur de x. Il est dit préfixe (resp. suffixe) lorsque a =0 (resp. b=n—1).

Dans AV, un suffize est noté Zla, oo POUT @ = 0.

Pour x € A%, les facteurs de x sont :
— T[ap), les facteurs finis
— T]_oo), les préfizes
— T[q, 400, les suffives
— $]7m7+m[ =T
ot a < b sont des entiers relatifs.
On notera u C x lorsque u est un facteur de x et uw C x lorsque u est un facteur propre de x (ie. u C x et u # x).

On note Fact(x) l’ensemble des facteurs de x, Pref(x) l'ensemble de ses préfizes et Suff(z) l’ensemble de ses
suffizes.

Ces définitions s’étendent de maniére naturelle auzx langages comme suit :
— Fact(L) = U, Fact(x)
— Pref(L) = J ¢, Pref(z)
— Suff(L) = U, Suff(x)

Définition 3. Un automate fini non-déterministe (resp. déterministe) est un quintuplet

A= (AU{e},Q,1,F,d) (resp. A= (A,Q,i, F,5)) avec :
— A un alphabet



— @ un ensemble fini d’états

— I C Q Uensemble des états initiauzx (resp. i € Q U'état initial)
— F C Q l'ensemble des états finaux

— 0 CQ x (AU{e}) x Q Uensemble des transitions

On notera p %) q lorsque (p,a,q) € 0.

Définition 4. Une exécution d’un automate A est une suite finie de transitions (pi,ui, qi)icjo,n—1] € 0" telle
que : ¥i € [0,n — 1], q; = piy1- Elle correspond a la lecture du mot u = uguy + -+ Up—1.

Elle est notée po u—:> (qo = p1) % ui; qn—1 OU Po %* Gn—1-

Un mot est dit accepté par un automate lorsqu’il est lu lors d’une exécution de l’automate ot pg est un état initial
et gn—1 est un état final. Le langage reconnu par un automate est [’ensemble des mots acceptés par cet automate.
On note L(A) le langage reconnu par l'automate A.

Deuzx automates sont dits équivalents s’ils reconnaissent le méme langage.

Définition 5. Un état est dit accessible s’il existe une exécution depuis un état initial vers cet état. Un état est
dit co-accessible s’il existe une exécution depuis cet état vers un état final.

Un automate fini est dit émondé si tout état est a la fois accessible et co-accessible.

Proposition 1. Tout automate fini non-déterministe est équivalent & un automate fini déterministe.

Tout automate fini déterministe reconnaissant un langage non vide est équivalent & un automate fini déterministe
émondé.

1.2 Un peu de topologie

Cette sous-partie introduit les notions topologiques utilisées pour définir les subshifts. Celles-ci sont données a
titre indicatif pour comprendre le contexte des systémes dynamiques symboliques, mais ne sont pas nécessaires &
la compréhension globale de ce rapport.

Nous utilisons la topologie de Cantor sur les mots bi-infinis. Cette topologie est induite par la distance d suivante.

2—min{i€N | i Ay—iVTiAy: } six 7& y

0 sinon.

Vo, y e AL d(z,y) = {

Exemple 2. Soit (z,)nen la suite de mots bi-infinis telle que Vn € N, x, = o™ (07N . 1N),
Onaxg=---00-11---, 21 = ---001-1--- et ainsi de suite. La suite (x,) a pour limite dans la topologie de

Cantor le mot bi-infini x = 1.

La topologie de Cantor s’obtient aussi en prenant comme base les ensembles de configurations appelés cylindres.
Définition 6 (Cylindre). Soit n € N* et uw € A", m € Z. Le cylindre de u a la position m est l’ensemble :

[ul,, = {z € A% | pmmin—1] = u}.
En particulier, les boules ouvertes pour la distance d sont les cylindres centrés en 0, c’est a dire les [u]_,, tel que
lu| =2m + 1.
On note B I'ensemble des cylindres.

Les propriétés suivantes sont vérifiées :

— Tout cylindre est un ouvert et un fermé (ils sont aussi appelés clopens) ;



— Tout ouvert est réunion quelconque de cylindres (du fait que les cylindres sont une base) ;
— B est un recouvrement de A%, c’est a dire A% = UverU;
— L’intersection de deux cylindres est une union finie de cylindres.

Pour un ensemble £ C A%, on note adh(E) I'adhérence de E dans la topologie de Cantor (le plus petit fermé
contenant E).

1.3 Subshifts et ensembles de mots interdits

Les subshifts sont les éléments de base de la dynamique symbolique, qui étudie des suites de symboles. Associée
au codage, elle permet d’étudier les contraintes de stockage d’information dans les disques durs et les disques
optiques. Différentes introductions a la dynamique symbolique permettent d’avoir un apercu plus général du
contexte : | 1 ]. Des articles étudient certains cas particuliers de subshifts dont nous ne parlons pas

ici @ [ 11 l.

Définition 7 (Subshift). Un subshift ¥ est un sous-ensemble de A%, fermé pour la topologie de Cantor et
o-invariant (c’est-a-dire tel que o(X) = X).

Les éléments d’un subshift sont appelés configurations.

Exemple 3. Soit ¥ C A% un subshift contenant le mot 07N - 1N, Alors, par o-invariance il contient I’ensemble
des mots de {o* (07N - 1N) | k € Z}. Puisque c’est un fermé, il contient aussi 0% et 1Z.

Définition 8 (Langage facteur et ensemble de mots interdits). Un subshift 3 est uniquement déterminé par son
langage facteur £ = Fact(X).

Soit D C A*. L’ensemble Xp = {x € AL :Vu C x, u ¢ D} est le subshift d’ensemble de mots interdits D. Il est
constitué de ’ensemble des mots bi-infinis qui n’ont pas de facteurs dans D.

Définition 9. Soit un subshift . On définit les ensembles de mots interdits suivants :

DT (X) = Fact(X)

D= (X) ={x € D"(2) : Yu C x, u ¢ DY(X)}. Cet ensemble est appelé collection of all first offender dans
Uezercice 1.3.8 du livre de Lind et Marcus [ /.

On ne précisera pas forcément 3 lorsque c’est évident. On note parfois DX a la place de DT (X ,).

Proposition 2. Soit un subshift 3. On a les propriétés suivantes :

1. ¥p+ =X%;

2. ¥p-=%;

3. Soit D un ensemble de mots interdits tel que Xp = X. Alors D C DT .
DT (X) est donc le plus grand ensemble de mots interdits de .

4. Soit D un ensemble de mots interdits tel que Xp = 3. Alors D C D™ = D = D",
D~ (X) est donc un ensemble minimal de mots interdits de 3.

5. Dt = A*D-A* :
0. EDX N EDE = EDXUDE 5
7. ZDX UEDE - ZDJXQDE'
Exemple 4. Soit ¥ = {cF(0~™N - 1Y) | k € Z} U {0%,1%2} le subshift contenant uniquement les mots n’ayant

que des 0 a gauche et des 1 a droite, auzquels on ajoute les mots ne comportant que des 0 ou que des 1. Alors
D™ = D™ (%) = {10}. On a donc ¥ = X0y

D~ n’est pas le plus petit ensemble de mots interdits, car avec D = {100,101}, on a ¥p =3, or D~ ¢ D.



2 L’opération de c-jointure

La c-jointure a été définie initialement sur les subshifts dans 'article de Formenti et Kuarka | |. Cette définition
a été retravaillée pour étre adaptée aux raisonnements et aux démonstrations présentés dans ce rapport.

2.1 Définition

Voici une présentation de la définition originale, puis des définitions que nous avons utilisées au cours de mon stage.
Il s’est avéré utile de raffiner la définition au fur et & mesure pour qu’elle puisse s’adapter a nos raisonnements.

Définition 10 (Définition originale de la c-join, | ). Soit ¢ € N et deux subshifts ¥4 et Xp. La c-join

YA v Yp de ces subshifts est l’ensemble des configurations x € A” telles que : soit x € ¥4 U Xp, soit il existe
deux entiers a et b tels que b —a > ¢, 2)_o p—1] € Pref(¥4) et x4 400 € Suff(Xp).

La c-join de deux subshifts est donc 'union de ces deux subshifts, a laquelle on ajoute les mots créés par su-
perposition d’une portion de taille au moins ¢ de mots du premier subshift & gauche et du second subshift a
droite.

Nous avons remarqué au bout de deux semaines que la condition b — a > ¢ est superflue. Le lecteur pourra se
convaincre, au vu des définitions suivantes, qu’il suffit de la condition b — @ = ¢ dans la définition. Cela nous
permettra de faciliter certains raisonnements.

La définition suivante est appliquée aux subshifts. Par souci de clarté, on utilise la notation des mots dans A€.

Définition 11. Soient ¥4 et Xp deux subshifts de A” et c un entier positif. La c-jointure de ces subshifts est
définie ainsi (voir figure 1) :

SaVYp = YAaUXpU{uwv:we A° Auw € Pref(X4) Awv € Suff(Xp)}

u w
o --- €3
w v
o --- €%
u | w | v c
- T T T Ee¥a Vi

FI1GURE 1 — Configurations créées par superposition
Exemple 5. Soit X4 = Y111}, le subshift des mots ne comportant pas trois 1 consécutifs et ¥p = Y19y le
subshift des mots ot une occurrence d’un 1 ne peut étre suivie que d’un autre 1.

1
Alors ¥4 V Xp = Y1110}, le subshift des mots ou toute occurrence de trois 1 consécutifs est suivie d’un autre 1.
La présence du facteur 111 marque le "passage” de la superposition, et indique que les lettres a sa droite sont
celles d’un mot de Xp.

Nous avons aussi adapté la définition aux langages de mots finis pour le début du stage.

Définition 12. Soient La et Lp deux langages de A* et ¢ un entier positif. La c-jointure de ces langages est
définie ainsi (voir figure 2) :

L4 v Lg=LaULgU{uwv:w e A° Auw € Pref(La) ANwv € Suff(Lg)}



[ u w ] | € La

| | w v e Ly

(v w v JeLavig

FIGURE 2 — Mots créés par superposition

Nous avons été amenés a utiliser la notation suivante pour les mots créés par superposition :

Je = {uwv : w € A% uw € Pref(X4) et wv € Suff(Xg)}.

La c-join peut donc s’écrire X 4 \c/ Yp=X,4UXpUJ.

Cette notation est abusive car les subshifts Y4 et ¥ 5 n’y sont pas précisés. On réserve donc son usage lorsqu’il
n’y aura pas de confusion possible.

Une définition a été ajoutée dans la partie 4.2 pour démontrer le dernier théoréme. Pour ne pas surcharger le
lecteur, nous avons fait le choix de ne pas l'introduire ici. Il n’est pas nécessaire de la lire maintenant, il vaut
mieux se familiariser avec les définitions précédentes d’abord.

2.2 Quelques propriétés

L’étude de premiéres propriétés plus ou moins immédiates a permis de nous familiariser avec ’opération de c-join.

Proposition 3 (Enoncée dans | ). Pour tout ¢ € N et toute paire de subshifts X4 et Xg, X a VSp estun
sous-décalage.

Proposition 4. Pour x € A%, on note T le mot miroir de x, tel que ¥Yn € Z, Z, = x_,. On note aussi

E = {Z | x € E}. Soit c € N et deux subshifts X4 et Xp. Alors : ¥4 v Yp = 2573 V f;‘.
Proposition 5. Vece N, J.11 C J,.

c
Remarque 1. La proposition 3 nous apprend que X4 V Xp est un fermé. Donc, sachant que X4 Xp sont des
fermés, on serait amenés a croire que J. soit aussi fermé. Or il n’en est rien, comme le démontre le contre-exemple
sutvant :

Soit ¥4 = Y10y = {0~N1N 02,12} et ¥ = Y = {1%}. Alors, Vc € N, J. = {0~N1N 12}, On remarque que
0% ¢ J., donc J. n'est pas fermé.

Proposition 6. La c-jointure est associative.

Cette proposition a déja été énoncée dans l'article de Enrico Formenti, nous ’avons démontrée d’une autre fagon,
plus proche de la définition utilisée. La démonstration se trouve dans ’annexe C.

3 Premier résultat sur les langages rationnels
Le premier résultat que nous avons montré est la stabilité des langages rationnels par I'opération de c-jointure.

3.1 Stabilité des langages rationnels par la c-join : cas fini

La définition initiale de la c-join nous a imposé de réaliser la démonstration en exhibant un automate fini. Aprés
avoir remarqué que la c-join pouvait étre définie avec |w| = ¢, nous avons pu trouver une expression dénotant la



c-join. La construction de 'automate est tout de méme importante pour avoir une vision de la reconnaissabilité
de la c-join. Elle suit la démonstration de rationalité.

Théoréme 1. Soient L et Lp deux langages rationnels de A* et ¢ € N. Alors L 4 \C/ Lp est rationnel.

Démonstration. On a :

Je = {uwv : w € A° ANuw € Pref(Ly) Awv € Suff(Lp)} = U Pref(La)w™" - w-w ' Suff(Lp)
weA

oupour z € A*, La ' = {y € A* :yx € L} et 27'L = {y € A* : zy € L} sont appelés quotient a droite et
quotient & gauche.

Les quotients d’un langage rationnel sont rationnels, et les langages rationnels sont stables par concaténation. J.
est alors une union finie de langages rationnels, et est donc rationnel.

On en déduit que L4 Y Lg =L, ULpgUJ, est rationnel. O
Lemme 1. Soit Ly = Fact(L4) N Fact(Lp) N.A°. Alors

LaVILp=LsULgU ( U Pref(La)w™' -w-w™! Suff(LB)>

weLR

Démonstration.

LoV Lp=LAULpU {uwv : w e A° ANuw € Pref(L4) Awov € Suff(Lp)}

=LsULpU < U Pref(La)w ™' w-w™! Suﬁ(LB)> (vu & la démonstration précédente)
weA°

=LjsULpU < U Pref(La)w™' - w-w™! Suff(LB)>

weLR

Car Pref(La)w™! -w-w™ ! Suff(Lp) # @ <= w € Fact(L4) N Fact(Lp). O

(&
Construisons I’automate reconnaissant L4 V Ly, dans le cas oul L4 et L sont non vides.

Soient A = (A, Qa,i4,F4,04) et B=(A,Qp,ip,Fp,05) deux automates finis déterministes émondés tels que
L(A)=La et L(B) = Lg.

Soit F' = (A,QF,ir, Fr,dr) un automate fini déterministe tel que L(F) = Lp.
On suppose sans perte de généralité que les états de A, B et F' sont tous distincts.

Soit G = (AU {e}, Qq, Ic, Fa, 6¢) un automate fini non déterministe tel que :
— Qe =QaU(QaxQr xQp)UQE

- IG = {iA7iB}
— Fe=FsUFpR
— Vg =064UbpUdpUI,
(qAaavqgj S 5A
ou: dp =< (qaqrgs, a,dsqdrdi) :a € Aet (qr,a,q%) € 0F
(¢B,0a,qp) € B
qui sont les transitions de 'automate produit A x F' x B

ga € Qa a4 € Qa

et oil : 0. = ¢ (qa,€,qalFgB) U< (gagrgB,€,9B) : qr € Fr
qB € OB

qB € Qs

La Figure 3 représente I'automate construit dans cette sous-partie. La démonstration de la correction de cette
construction se trouve dans ’annexe B.
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F1GURE 3 — Construction de 'automate G reconnaissant L4 V Lpg

3.2 En vue de la généralisation au cas infini

Cette partie définit les automates sur les mots bi-infinis pour donner des idées de la construction de 'automate
dans le cas infini.

Voici la définition des automates sur les mots bi-infinis suivante (voir | ):A=(AQ,I,F,M,§)ouMCQ
est I’ensemble des états milieux. L’ensemble des états @ est toujours fini.

On généralise le terme d’exécution aux suites bi-infinies de transitions v = (p;, 74, ¢ )iez € 6%. On a toujours la
condition Vi € Z, q; = p;+1. On ajoute la condition pg € M. Le mot luest : x =---ax_1 - xpx1---.

Une exécution v € 67 est initiale si {i < 0 : p; € I} est infini. Elle est finale si {i > 0: ¢; € F} est infini. Le
mot z € AZ est accepté par Pautomate A lorsqu’il existe une exécution initiale et finale dont la lecture est x.

Avec cette définition, la construction précédente devrait se généraliser aux mots bi-infini. L’automate produit
A x F x B sera un automate reconnaissant les mots finis, mais 'automate G sera bien un automate sur les mots
bi-infinis.

4 Résultats avec les langages facteurs et les mots interdits

On rappelle que les subshifts sont déterminés par leur langage facteur, mais aussi par un ensemble de mots
interdits. Nous nous sommes demandés si I’on pouvait caractériser ces ensembles pour les résultats de 'opération
de c-jointure sur deux subshifts.



4.1 La c-join et les langages facteurs

Ce théoréme permet de déterminer le langage facteur du subshift résultat de la c-join de deux subshifts dont on
connait les langages facteurs.

Théoréme 2. Soient 4 et Lp deux subshifts de AZ etc € N. On a :

Fact(£4) V Fact(Ep) = Fact(S4 V £5)

Démonstration. Soit = € Fact(X4) v Fact(Xp).

— Si z € Fact(34), il existe (u,v) € A™N x AN tel que uzv € X 4.
Donc uzv € ¥4 v Yp, dou x € Fact(X 4 Y YB).

— Si x € Fact(Xp), idem.

— Sinon x = vwv ot w € A°, uw € Pref(Fact(X4)) = Fact(X4) et wv € Suff(Fact(Xp)) = Fact(Xp).
Il existe (u,ug) € AN x AV tel que ujuwus € L 4.
Il existe (vi,ve) € A™N x AN tel que viwvvy € Xp.
Donc uizv9 = ujuwovve € X 4 v Yp car w € A%, ujuw € Pref(X4) et wvvy € Suff (Xp).

D’ou z € Fact(X 4 v ¥B).

Ainsi | Fact(34) v Fact(Xp) C Fact(X 4 v YB)|

Réciproquement, soit € Fact(X 4 > B)-
Il existe (x1,72) € AN x AN tels que 21729 € ¥ V ¥p. Notons y = z1xxs.

— Siy € X4, alors x € Fact(X4) C Fact(X4) v Fact(Xp).

— Siy € Xp, idem.

— Sinon y = uwv ot w € A°, uw € Pref(X4) et wv € Suff(Xp).
On a x1xxe = vwv. Il y a six cas & considérer :

T | €T l i) .
o u T v -~ z € Fact(¥p) C Fact(X4) V Fact(Xp)
x1 l €T l To .
TTTTu T w T -~ z € Fact(Xp) C Fact(X4) V Fact(Xp)
1 l T l T9 .
Tt ] w o~ @€ Fact(X4) NFact(Xp) C Fact(¥4) V Fact(Xp)
& | X | T2 L ) o
T U Tw | v - -- Cas intéressant, développé ci-dessous.
Z1 l X l To .
. ) I w o~ o€ Fact(X4) C Fact(X,4) V Fact(¥p)
Z1 | T T .
o u Tw T v~ @€Fact(¥4) C Fact(¥4) V Fact(E5)

Cas intéressant :
Il existe (ug,uz) € AN x A* et (vy,v2) € A* x AN tels que u = ujuz, v = v1ve et T = ugwuy.
(on remarquera que 1 = u; et que z3 = vg)
On a usw € Fact(X 4) = Pref(Fact(X4)) car ujusw = uw € Pref(X 4).
On a wv; € Fact(Xp) = Suff(Fact(Xp)) car wvive = wo € Suff(X4).
)

Et w € A° donc x = ugwwvy € Fact(X 4 v Fact(Xp).

Ainsi | Fact(X4 V S5) C Fact($4) V Fact(Sp) | O

Ce résultat confirme que la c-join de deux subshifts est un subshift. On peut aussi en déduire une expression de
I’ensemble de mots interdits maximal de la c-join :
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Corollaire 1.

D (X4 V Sp) = Fact(S4 V £p) = Fact(E4) V Fact(Sp) = DT (24) V D (25)

Ce résultat n’est pas idéal pour travailler avec les ensembles maximaux de mots interdits. Nous avons cherché
une autre caractérisation propre aux ensembles de mots interdits. C’est le théoréme suivant.

4.2 Caractérisation de ’ensemble maximal des mots interdits

On rappelle que les ensembles de mots interdits ont été définis a la section 1.3.

Nous avons été amenés a utiliser cette définition plus raffinée pour le dernier théoréme. Elle permet de décrire les
éléments de la c-join n’appartenant & aucun des subshifts initiaux. On appelle ces configurations les mots inédits :

I = {uawbv (ab) € A2, jw| 3¢, VW EPre(Ra) - why € Suff(Xp) }

uawd ¢ Pref(X4) ¢ qwbw ¢ Suff(Xp)

On consideére en réalité la plus grande portion de superposition commune (voir figure 4).

La c-join devient donc : ¥4 v Yp=X4UXpUI,

FIGURE 4 — Découpage d’un mot inédit (seules les conditions sur X4 ont été indiquées)

Théoréme 3. Soit ¢ un entier naturel. Soient deux subshifts ¥4 et ¥ p d’ensembles minimauzr de mots interdits
D et Dg. Alors pour tout mot fini x :

c
T € D+(EA V3YB) <= IPa,da)Ips,ds), da —pg < CA Llpg,da] € Dy A Tlpg,dg] € Dy

Remarque 2 (Intuition). Un mot x est dans DT (X4 v Y p) losrqu’il a pour facteurs deux mots interdits mini-
maur oo € Dy et B € Dy, tel que B apparaisse aprés a dans x, ou alors avec une avance d’au plus c lettres sur
la derniére lettre de o. Voir la figure 5.

Dans la formule, les entiers p,, do, pg et dg sont les indices des premiéres et derniéres lettres des mots interdits
«a et f.

l | o ] [ B [ leD*ZaVIp)

l | B8 1 | o | | e DT(S4V Ep)

FIGURE 5 — Mots interdits de la c-join

Démonstration. Pour simplifier la notation, commengons par noter :

¢($) = El(pa,da)ﬂ(pg,dg)7 dg —pg S CA Llpg,da] € DZ NZlpg.dg] € Dg
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On a alors —¢(x) = V(pa,da)V(ps,ds), da —pp > cV Ty, a,) &€ Dy V Tpy.ds) ¢ Dpg.

Pour P'implication directe, considérons x € D1 (X4 v Yp) =Fact(Z4 v ¥ p) et notons n = |z|.

Donc on a x € Fact(X4) v Fact(Xp) = D} N DE N W,, d’aprés le théoréme 2, avec
W, = {uvwv : vw € Fact(X4), wv € Fact(Xp) et |w| =c}.

Montrons ¢(z). Soit (pa,da) € [0,n — 1]? tel que Tpa.da) € Dy et tel que Y(py,,dy,), T a) € Dy = do < dj,.

al

Soit (pg, dg) € [0,n — 1]* tel que x(p, 4, € Dp et tel que V(ps, dj), Tipr,dy] € D = P < pp-

De tels couples existent toujours car x € Dj{ N DE. Intuitivement, parmi tous les facteurs de « dans D7, a est
celui dont la derniére lettre est la plus & gauche dans z. Idem pour 8 qui est le facteur de = dont la premiére
lettre est la plus & droite parmi les facteurs de  dans D5. Montrons que d, — pg < c.

Supposons par ’absurde que d, —pg > c.

Posons u = zj9,4,—c—1], W = T[4, —c,do—1] € V = Z[q, n—1)- On a bien d, —c > pg = 0 donc 0 < dy —c—1 et
do <n—1.Si¢c=0, on prendra w = €.

e=[ T 7 ] [ a ] e DT (4 V Ep)

N —

U lw| = ¢ v

FIGURE 6 — Implication directe, découpage du mot x

Alors, par définition de do, uw ¢ DY donc uw € Fact(¥4). De méme, par définition de pg < do — ¢, wv ¢ DJ
donc wv € Fact(Xpg). Or |w| = ¢ donc x = uwv € W, ce qui est absurde car x ¢ Fact(X4) v Fact(Xp).

Donc do — pg < c et de plus z(,, 4.] € D et 2, 4, € Dp-

Ainsi on a ¢(z), dou |z € D (X4 v Yp) = ¢(x) |

Pour la réciproque, nous allons montrer la contraposée : x ¢ D1 (X4 vy B) = —¢(z).
Soit z ¢ DT (X4 v Yp). Alors z € Fact(X 4 v Y p) = Fact(Z4) v Fact(Xp) d’aprés la définition 9 et le théoréme 2.

— Siz € Fact(Z4), on a ¥(pa, da) € [0, |z| — 1], z[p, 4. € Fact(X4) = D} C D donc z ¢ D}, d’'ott ().

— Si « € Fact(Xp), méme raisonnement.

— Sinon z € I, x = uawbv tel que uaw € Fact(X4), uawd ¢ Fact(X 4), wbv € Fact(Xp), awbv ¢ Fact(Ep)
et |w| = c. Notons 4, et i, les indices des lettres a et b dans x. On a en particulier 4, — i, = |w|+1 > ¢+ 1.
Soient pq, do, pg et dg dans [0, |z| — 1] tels que po < dqo et pg < dg.

Montrons ¢ = do —pg > ¢V, a,) ¢ D4y V T(ps.ds) ¢ Dy.

Side —pg > c,ona.

Sinon on a do, — pg < ¢ et on pose o = T[p,,da] €t b= Tps,ds]-

Sia¢ Dy, ona.

Sinon a € D}, donc « ¢ Fact(X4) donc par la décomposition de z en uawbv on a i, < dy.
Ainsi i, +1 < 4 — ¢ < do — ¢ < pg, done B T whv € Fact(Xp).

D'ott B € Fact(Xp) = D}, C Dy puis 9.

On a donc montré —¢(x).

Do |z ¢ DT (34 v Y.5) = —¢(z) | et le sens réciproque.

Ainsi nous avons le résultat : |z € DT (34 v Yp) <= ¢(z)
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Exemple 6. Reprenons l'exemple 5 : ¥4 = X111} et ¥p = Xqi0y. On a Dy = {111} et D = {10}.
Pour ¢ <3, ona: DT (34 v Yp)=A*111A4*10A4* U A*1110A4*.

On en déduit facilement que : Ve <3 D™ (X4 v Yp) = {1110}.

Pourc¢>4, ona: DY (S4V Sp) = (Uke[[4,c]] A*10A0*4111A*) UA*T11A*104* U A*1110A4*.

On en déduit que : Ve >4, D=(S4 V Sp) = {10:-3111 | k € [4, ]} U {1110}.

5
Ezemple avec c=5 : D~ (X4 V ¥p) = {100111,10111,1110}. On remarque que l'on a ajouté des mots interdits.

Conclusion et perspectives

Les résultats obtenus sont assez variés, mais les derniers théorémes portent leur intérét sur les caractérisations
des subshifts. Le travail sur les subshifts est trés orienté sur leurs ensembles de mots interdits, le dernier théoréme
permet de se passer de la description des subshifts par leurs configurations et de se contenter des ensembles de
mots interdits.

Il serait intéressant de regarder les effets de la c-jointure sur les langages qui engendrent un subshift. Nous ne
nous sommes pas non plus penchés sur la question de la distributivité de la c-join sur d’autres opérations sur les
langages ou les subshifts.

On pourrait aussi se demander comment calculer efficacement 1’ensemble D~ (X) d’un subshift ¥ & partir d’un
autre ensemble de mots interdits de ¥. On a réalisé pendant le stage des manipulations sur ces ensembles, mais
rien n’est encore formalisé.

Ce stage m’a permis de découvrir le travail de chercheur en laboratoire de recherche. J’ai pu me familiariser avec
les notions de dynamique symbolique étudiées (subshifts, topologie sur les mots bi-infinis).
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Annexes

A Définition compléte des préfixes, suffixes et facteurs

Voici comment définir les préfixes, suffixes et facteurs d’'un mot de maniére combinatoire.

Pref(z) Suff (x)
ze A {ue A" : Jv e A*, wv =z} {ve A" : Ju e A*, wv =z}
z e AN {fue A" :Fve AV, wv =z} {fve AN: Ju e A, uwv =2z}
re AN {fue A7V 3w e A, w =z} fve A :Jue AN, w =z}
re€AL | {fue AN :veA IneZ c"(u-v)=a} | {ve AN :ue AN IneZ, o"(u-v)=ux}
r e AS fue AN :Fve AV, wv =1} veAN: Jue AN, w=uz}

Fact(x)

r e A" {we A* : I(u,v) € (A*)?, vwv = z}
ze AV {we A" : 3(u,v) € A" x AV, vwv =z}
zeATN {we A : 3(u,v) € ATV x A, uwo = 2}
reA” | {we A : F(u,v) e AN X AN In € Z, o™ ((u-w) -v) = x}
z € AS {we A : 3(u,v) € AN x AV, wwv = '}

B Correction de la construction de ’automate

Démonstration. Montrons que L(G) = L4 V Lg.

Soit x € Ly v Lpg.

— Sixz € La, alors il existe fa € Fu tel que i4 % fa.
Orig €lg, fa € Fg et da Cég.
Donc z € L(G).

— Si x € L, méme raisonnement.

— Sinon z = vwv ot u € Pref(La)w™!, w € Lp et v € w1 Suff(Lp).
Soit (¢p,4d5, [B) € QB X QB X Fp tel que gp %) q’s % /B, qui existe car wv € Suff(Lp).

Soit qr € Qp tel que ip 7—;> qr, qui existe car w € Lp.

Soit (qa,qs) € Qa x Q4 tel que iz % qa % ¢y, qui existe car uw € Pref(L4).

Alors on a :

iA —= QA — qQAIFqE — aqrd — d5 — f
G G FAB ~or 9ASFAB "7 4B o B

et ig € I, fp € Fg donc x = uwwo € L(G).

D’ou

LaV Ly CLG)|

Réciproquement, soit x € L(G).

Soient (qo, - -

. qn) € QZ‘H et (z1,...

— =TT

Tn

— (90, qn) € Ig x Fg
- N NN e . Y
qo G 1 G G G n— G n-

,@n) € (AU {e})™ tels que :

La construction de 'automate G assure que seuls trois cas sont a considérer :

— Sigo =i et g, € Fa, alors Vm € [0,n],q; € Qa doncx € Ly C Ly \7LB.
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— Si gy =ip et g, € Fg, méme chose.
— Sinon gy = i4 et ¢, € Fp.
Par construction, il existe un unique couple d’entiers (k,) tels que 1 < k<l <netzy =z =e¢.
Alors Vm € [0,k —1], qm € Qa,Vm € [k, 1 —1], q¢m = (¢RqF¢E) € Qa X Qr X Qp et Ym € [I,n], ¢m € Q5.
Notons u =1 -+ Tg—1, U = Tg41 - Tj—1 €t V =Tyq41 - Tp.
u € w I v
Done : g0 —2 -1~ @ — > -1 —7 @ 7 dn

L kW -1 k w -1 kW -1
Ona:gi—>dy ,dr 2 ar €t a5 7 dp

et ¢ = qr_1, qf = ir, g5 ' = Fr et ¢ ' = q.
Alors w € Lp.
Onaig=qo % Q-1 = ¢4 % qf{l donc uw € Pref(L 4) car tout état est accessible dans A.

Alors u € Pref(La)w™!.
On a q’f3 % qu_l =q % gn € Fp donc wv € Suff(Lpg) car tout état est co-accessible dans B.

Alors v € w1t Suff(Lp).
Ainsi z = uewev = uwv € Pref(La)w™ - w-w™t Suff(Lg) et w € L.

C
Doncx € LV Lp.

Dot | £(G) C LaV Lg |

Ainsi £L(G) = L4 VL p donc L4 VI p est reconnaissable donc rationnel.

C Démonstration de 1’associativité

Preuve de la proposition 6. Démontrons le résultat sur les subshifts. Pour les langages de mots finis, la démons-
tration est identique.

Soient ¥4, Y5 et Y¢ trois subshifts de .A%. Montrons que (34 V YB) v Yo=234 v (Xp V 20).
Soit z € (X4 v ¥B) v Y¢. Plusieurs cas peuvent se présenter :

— Sizedy 3> p alors il faudra examiner trois possibilités supplémentaires :
— SizeNg alorsz e Ny V (S V S0)

— SizeXp alorsz €N VI CYaV (S5 VI0).
— Sinon z = uwv ot w € A%, uw € Pref(X4) et wv € Suff(Xp).

Soit v tel que v'wv € Xg. Alors v'wv € X Y Yeo.
Donc wv € Suff(Xp v Ye).
Donc = uwv € S 4 V (B v Yeo).

— SizeNg alorsz €N VEe C X4V (S5 VEe).

— Sinon z = wwv ot w € A°, uw € Pref(X 4 v Yp) et wo € Suff(X¢).
Soit (u/,v") € AN x A™N tel que uwu’ € ¥4 V YpetvwveXo CXp v Yo
Montrons que x € X 4 v () ¥ Yo).

Posons y = uwu’ € X4 V YB.

— Siy € Xy, alors uw € Pref(X 4).
Et wv € Suff(Xp v Yo), we A
Dotz = uwv € ¥4 v (B v Yo).

— Siy € ¥p, alors uw € Pref(Xp).
Et wv € Suff(X¢), w € A°.
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Dot z = uwv € £ V Ic C T4 V (S5 V S0).
— Sinon y = wywivy ol wy € A°, ujwy € Pref(X4) et wyvg € Suff (X p).
Soit (uf,v]) € AN x A7V tel que ujwu) € L4 et viwv, € Xp.

. u_ | w | w
T uljl I | v | o v ----casl
---- 51 ‘ I{}ull I v ™ ----cas4
---- 4 ™ | w | I Z; Ulﬂﬂcasf)

1. On a z = vwv = uyw fwo.
On a vijw; fw € Pref(Xp) car fw € Pref(vy) et vjwivy € Xp. De plus wv € Suff (X¢) et w € A°.
Donc w; fwv € Suft(Ep v Yeo).
On a alors : ujw; € Pref(X4), wifwv € Suff(Xp v Ye) et wy € A°
D'ou z = ulwlﬁwv €EXa \C/ (EB \C/ Ec).
2. On a x = vwv = urawv, = uyw, Po.
On a viaw € Pref(Xp) car viaw = viw, 8, 8 € Pref(vy) et viwiv; € L. De plus wv € Suff (X¢)
et w e A
Donc wy v € Suff(EZp V X¢)

On a alors : uywy € Pref(X4), w1 fv € Suff(Xp v Yo) et wy € A°.
Dot z = uyw18v € X4 V (Ep v Ye).
3.0Onau=1uy et w=ws.
On a:ww =wujw; € Pref(X4), wv € Suff(Xp v Yeo) et we A
D'otl 2 = uwv € S a4 V (Ep v Yo).
4. On a: v = av;.
On a: uw € Pref(X4) car uwa = uyw; € Pref(X4), wo € Suff (g V Ye) et we A°.
Dot x = uwv € X4 v (X v 3o).
5. On a v/ = awyv;.
On a: uw € Pref(X4) car uwa = uqjwy € Pref(X,4), wo € Suff(Xp V Yo) et we A°.
Dotz = uwv € ¥4 V (Ep v 3o).

Dotz € 4V (S5 V S¢)

Ainsi [ (S84 VEp) VEc CSAV (S5 V 30) |

La preuve de 'autre inclusion est totalement symétrique, d’ou le résultat. O
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