Etude de I'opération de c-jointure

Soutenance de stage de L3

1

Vivien Ducros Enrico Formenti2  Sandrine Julia2

1ENS Paris-Saclay, Gif-sur-Yvette

2CNRS, 13S, Sophia-Antipolis

30 aodit 2022

Teamen | LD



Sommaire

@ Définitions

@ L'opération de c-jointure

© Stabilité des langages rationnels par I'opération de c-jointure

@ Caractérisation des mots interdits de la c-jointure

eamen | 200



Plan

© Definitions



Définitions initiales

o A un alphabet

=] & - = o




Définitions initiales

o A un alphabet

o A* I'ensemble des mots finis

=] & - = o




Définitions initiales

o A un alphabet

o A* I'ensemble des mots finis

o AZ les mots bi-infinis

=] & - = o




Définitions initiales
o A un alphabet

o A* I'ensemble des mots finis

o AZ les mots bi-infinis
Shift

Le shift est la fonction bijective o : A2 — AZ telle que pour tout mot
bi-infini w, on a : Vn € Z, o(w)n = Wpt1.

om0



Définitions initiales

o A un alphabet
o A* I'ensemble des mots finis

o AZ les mots bi-infinis
Shift

Le shift est la fonction bijective o : A2 — AZ telle que pour tout mot
bi-infini w, on a : Vn € Z, o(w)n = Wpt1.

Exemple
X e e X_2X_1 .XOX1X2 e
O'(X): ce s X_2X_1X0 X1 X0 c -

om0



Définitions initiales

o A un alphabet
o A* I'ensemble des mots finis

o AZ les mots bi-infinis
Shift

Le shift est la fonction bijective o : A2 — AZ telle que pour tout mot
bi-infini w, on a : Vn € Z, o(w)n = Wpt1.

Exemple
O'(X — ce s X_2X_1X0 X1 X0 c -

o x =y lorsqu'il existe k € Z tel que y = o(x)

eamen | G0



Définitions initiales

o A un alphabet
o A* I'ensemble des mots finis

o AZ les mots bi-infinis
Shift

Le shift est la fonction bijective o : A2 — AZ telle que pour tout mot
bi-infini w, on a : Vn € Z, o(w)n = Wpt1.

Exemple
X e e X_2X_1 .XOX1X2 e
O'(X — ce s X_2X_1X0 X1 X0 c -

o x =y lorsqu'il existe k € Z tel que y = o(x)
o AS est le quotient de A% par =
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Subshifts
Topologie de Cantor
On pose la distance d entre mots bi-infinis telle que :
z 2= min{i€N | x_;#£y_;Vxi#£yi}
Vx,y € A% d(x,y) =

six#£y
0 sinon.
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Subshifts

Topologie de Cantor
On pose la distance d entre mots bi-infinis telle que :
o—min{ieN | x_i#y_jVxi#yi} g x
Vx,y € A% d(X,y):{ Y

0 sinon.

Subshift

Un subshift est un sous-ensemble ¥ de A%, fermé dans la topologie de
Cantor et o-invariant (i.e. o(X) = X).
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Subshifts

Topologie de Cantor

On pose la distance d entre mots bi-infinis telle que :

o~ min{ieN | x_i#y-Vxityi} s x o£ y

0 sinon.

Vx,y € A d(x,y) = {

Subshift

Un subshift est un sous-ensemble ¥ de A%, fermé dans la topologie de
Cantor et o-invariant (i.e. o(X) = X).

Exemple

Soit un subshift ¥ tel que 07N . 1N € ¥

Alors {ok(0~N. 1Y) | k € Z} C X par o-invariance.
0%, 1Z € ¥ car c'est un fermé.
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Langage facteur, ensembles de mots interdits

Un subshift ¥ est entiérement déterminé par son langage facteur Fact(X).

Soit D C A* un ensemble de mots interdits. On note :
Yp={xe€ AL :YuC x, u¢ D}

Ensembles de mots interdits particuliers
Soit ¥ un subshift,

DT (X) = Fact(X)
D~(%) = {x € D*(X) : Yu T x, u ¢ DH(X)}
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Langage facteur, ensembles de mots interdits

Un subshift ¥ est entiérement déterminé par son langage facteur Fact(X).
Soit D C A* un ensemble de mots interdits. On note :
Yp={xe€ AL :YuC x, u¢ D}

Ensembles de mots interdits particuliers

Soit ¥ un subshift,
DT (X) = Fact(X)
D= (X)={xe D" (X):YuC x, u¢ DT(X)}

Propriétés
Spr=%p =X
Dt = A*D~ A*

Exemple
Avec ¥ = {0~N1N 0% 1%}, on a D=(X) = {10} et D (X) = A*10A4*.
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@ L'opération de c-jointure
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Définition de la c-jointure

c-jointure sur les subshifts

Soient ¥4 et ¥ g deux subshifts de A% et ¢ un entier positif. La c-jointure
de ces subshifts est définie ainsi :

Je

TAVYIg= YAUXgU{uwv : w € A° A uw € Pref(Xa) A wv € Suff(Xg)}

v

e SRR
w v
Y e

u w 4
Y Y ey
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Propriétés
Stabilité

La c-join de deux subshifts est un subshift.
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La c-join de deux subshifts est un subshift.
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Mots miroirs

—_—
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En notant x le mot miroirde x, ona X4V Xg =%V Z4.
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Propriétés

Stabilité

La c-join de deux subshifts est un subshift.

Associativité
La c-join est associative.

Mots miroirs

—_—

~ . . c
En notant x le mot miroirde x, ona X4V Xg =%V Z4.

Résultats sur J,
o VceN, Joy1 C Je.

@ J. n'est pas forcément fermé.
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© Stabilité des langages rationnels par I'opération de c-jointure
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Définition de la c-join sur les langages de mots finis

c-join sur A*

Soient L et Lg deux langages de A* et ¢ un entier positif. La c-jointure
de ces langages est définie ainsi :

LaVlg=LaULgU {uwv : w € A° A\ uw € Pref(La) A wv € Suff(Lp)}

L u w_ | | € La
\ [ w v e Lg
Lu - w Vv JelVig

T Y



Stabilité des langages rationnels

Théoréme

C
Soient L, et Lg deux langages rationnels de A* et c € N. Alors La V Lg
est rationnel.

Je ={uwv :w € A° A uw € Pref(La) A wv € Suff(Lg)}

= |J Pref(La)w ™" w-w ' Suff(Lg)
we A

T Y



Construction de I'automate reconnaissant la c-join

G
Ax FxB

Vivien Ducros
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@ Caractérisation des mots interdits de la c-jointure
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c-join et langage facteur

Théoréme
Soient ¥4 et ¥ deux subshifts de AZ et c € N. On a

Fact(¥4) V Fact(Zg) = Fact(T4 V Xg)
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c-join et langage facteur

Théoréme

Soient ¥4 et ¥ deux subshifts de AZ et c € N. On a:

Fact(Xa) v Fact(Xg) = Fact(Xa v Yg)

Corollaire

DT (T4 V Xg) = Fact(Za V ) = Fact(X4) V Fact(Tg)

= D¥(Z4) V D™ (Zg)

T Y



Caractérisation des mots interdits
Intuition

Soient « € D= (X4) et € D~ (XB) :

| € DH(TAV Xp)

| € DH(Z4V X5)

4
o = = = DA




Caractérisation des mots interdits

Intuition
Soient « € D= (X4) et € D~ (XB) :

| [ a ] [ B [ leD*(ZaVZp)

[ T BT T o | € DH(Z4V X5)

Théoréme
Soit ¢ un entier naturel. Soient deux subshifts ¥ 4 et X g d'ensembles
minimaux de mots interdits D, et Dg. Alors pour tout mot fini x :
x € DH(Z4V Ip)
<~
A(pa, da)a(pg, dﬂ), do —pg < CA X[pa,da] € Dy A Xlpg,ds] € Dg
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Mise en pratique

Exemple

4= 2{111} et g = 2{10}- On a D; = {111} et DE = {10}
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Mise en pratique

Exemple
4= 2{111} et g = 2{10}. On a D; = {111} et DE = {10} J

o Pour c <3,0ona: DH(X4V Ig) = A*1114*104* U A*1110.4%.
Alors : Ve <3 D™ (X4 v Y g) = {1110}.
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Mise en pratique

Exemple
4= 2{111} et g = 2{10}. On a D; = {111} et DE = {10}

® Pourc <3, ona: D¥(Za V ¥g) = A*111A*104* U A*1110.A4%,
Alors : Ve <3 D™ (X4 v Y g) = {1110}.

@ Pourc>4,o0na:

DH(aVEg)=( |J A'104*1114" | UA*I11A 104 UA*11104
ke[4,c]

Alors : Ve >4, D~ (S4V Tg) = {10K3111 | k € [4, c]} U {1110}
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Mise en pratique

Exemple
4= 2{111} et g = 2{10}. On a D; = {111} et DE = {10}

® Pourc <3, ona: D¥(Za V ¥g) = A*111A*104* U A*1110.A4%,
Alors : Ve <3 D™ (X4 v Y g) = {1110}.

@ Pourc>4,o0na:

DH(aVEg)=( |J A'104*1114" | UA*I11A 104 UA*11104
kel4,c]

Alors : Vc > 4, D~ (zA V ¥p) = {10k-3111 | k € [4, ]} U {1110}.
0Sic=5:D"(Za v Yp) = {100111,10111,1110}.
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Perspectives

o Effet sur les langages générateurs de subshifts
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Perspectives

Effet sur les langages générateurs de subshifts
Relation avec les monoides syntaxiques
Distributivité

Propriétés et régles de calcul sur D" et D™
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Merci pour votre attention |

Avez-vous des questions ?
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