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Exercice 1. 1. Montrer que ∀x > 0, x − x2

2 ⩽ ln(1 + x) ⩽ x.

2. Déterminer la limite de la suite u définie pour tout n ∈ N∗ par un =
∏n

k=1

(
1 + k

n2

)
.

Exercice 2. Montrer que pour tous x, y ∈ R tels que 0 < x < y, on a y−x
ln(y)−ln(x) < x+y

2 .

Exercice 3 (lemme de Gibbs). 1. Justifier que ∀x > 0, ln(x) ⩽ x − 1.
2. Soient (p1, . . . , pn) et (q1, . . . , qn) des n-uplets de réels strictement positifs vérifiant

∑n
k=1 pk =

∑n
k=1 qk = 1.

Montrer que
n∑

i=1
pi ln(qi) ⩽

n∑
i=1

pi ln(pi).

Étudier les cas d’égalité.

Exercice 4. Résoudre les équations suivantes :

ex + e1−x = e + 1 x
√

x = (
√

x)x 22x − 3x− 1
2 = 3x+ 1

2 − 22x−1

Exercice 5. Montrer que ∀x ∈]0, 1[, xx(1 − x)1−x ⩾ 1
2 .

Exercice 6. Résoudre dans R3 le système suivant :
{

a + b + c = 0
ea + eb + ec = 3 .

Exercice 7. Résoudre tan(x) tan(2x) = 1.

Exercice 8. Calculer
∑4

k=1 cos2
(

kπ
9

)
.

Exercice 9. Simplifier arcsin
(

x√
1+x2

)
.

Exercice 10. 1. Soit p ∈ N. Calculer arctan(p + 1) − arctan(p).
2. Étudier la limite de la suite S définie pour tout n ∈ N par

Sn =
n∑

p=0
arctan

( 1
p2 + p + 1

)
.

Exercice 11. Soient n ∈ N et a, b ∈ R. Calculer
∑n

k=0 cosh(a + kb) et
∑n

k=0 sinh(a + kb).

Exercice 12. Soient n ∈ N et x ∈ R∗
+.

1. Montrer que
tanh((n + 1)x) − tanh(nx) = sinh(x)

cosh(nx) cosh((n + 1)x) .

2. En déduire une expression de Sn(x) =
n∑

k=0

1
cosh(nx) cosh((n + 1)x) .
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