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Exercice 1 (théorème de représentation de Riesz). Soit E un espace euclidien et φ ∈ E∗. Montrer qu’il existe
un unique vecteur a ∈ E tel que pour tout x ∈ E, φ(x) = ⟨a | x⟩. Retrouver le fait que deux formes linéaires non
nulles ont le même noyau ssi elles sont proportionnelles.

Exercice 2. Soient E un espace euclidien et n ⩽ dim(E). Soit (e1, . . . , en) une famille telle que

∀x ∈ E · ∥x∥2 =
n∑

i=1
⟨x | ei⟩2.

Montrer que la famille e est une base orthonormale de E.

Exercice 3. Soient E un espace euclidien de dimension n et (e1, . . . , en) une base de E. Montrer que

∀M ∈ Mn(R), ∃!(f1, . . . , fn) ∈ En · M = (⟨ei | fi⟩)1⩽i,j⩽n.

Étudier la réciproque.

Exercice 4. Soient E = C0([0, 1],R) et H = {f ∈ E | f(0) = 0}. Montrer que H est un hyperplan de E et
déterminer son orthogonal pour le produit scalaire ⟨f | g⟩ =

∫ 1
0 f(t)g(t) dt.

Exercice 5 (adjoint d’un endomorphisme). Soient E un espace pré-hilbertien et u ∈ L(E).
1. Montrer qu’il existe un unique u∗ ∈ L(E) tel que, ∀x, y ∈ E · ⟨u(x) | y⟩ = ⟨x | u∗(y)⟩.
2. Montrer que ker(u∗) = Im(u)⊥ et Im(u∗) = ker(u)⊥.
3. Supposons E de dimension finie, montrer l’équivalence entre les points suivants :

(i) u = u∗ ;
(ii) il existe une base orthonormale B de E telle que MatB(u) est symétrique ;
(iii) pour toute base orthonormale B de E, MatB(u) est symétrique.

Exercice 6. Soit A ∈ Mn(R) telle que

∀i ∈ J1, nK · ai,i ⩾ 1 et
n∑

i=1

n∑
j=1
j ̸=i

a2
i,j < 1.

1. Montrer que ∀X ∈ Rn \ {0} · X⊤AX > 0.
2. En déduire que A ∈ GLn(R).

Exercice 7. Soient E un espace euclidien et f ∈ L(E) tel que

∀x, y ∈ E · ⟨x | y⟩ = 0 =⇒ ⟨f(x) | f(y)⟩ = 0.

Montrer qu’il existe λ ∈ R+ tel que ∀x ∈ E · ∥f(x)∥ = λ∥x∥.

Exercice 8. Soient E un espace euclidien tel que dim(E) ⩾ 2 et x ̸= y ∈ E tels que ⟨x | y⟩ = ∥y∥. Montrer qu’il
existe un unique hyperplan H tel que y = pH(x).

Exercice 9 (isométries vectorielles). Soient E un espace euclidien et f ∈ L(E). Montrer que

∀x, y ∈ E · ⟨f(x) | f(y)⟩ = ⟨x | y⟩ ⇐⇒ ∀x ∈ E · ∥f(x)∥ = ∥x∥.

Montrer qu’une telle application est un automorphisme de E.
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