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Exercice 1. Déterminer explicitement α > 0 tel que ∀x ∈ [−α, α],
∣∣∣sin(x) − x + x3

6

∣∣∣ ⩽ 10−7.

Exercice 2. Soient n ∈ N et P = (X2 − 1)n.
1. Montrer que si k < n alors P (k)(1) = P (k)(−1) = 0.
2. Montrer que P (n) est scindé à racines simples dans ] − 1, 1[.

Exercice 3. Soit f ∈ C2(R,C) telle que f(0) = 0. Déterminer la limite de la suite u définie pour tout n ∈ N∗ par
un =

∑n
k=1 f

(
k

n2

)
.

Exercice 4. Soit f ∈ C2(R,R) telle que f ′′ est bornée et f admet une limite finie en +∞. Montrer que lim+∞ f ′ = 0.

Exercice 5. Soit f : x 7→ e−x2 .
1. Soit n ∈ N. Montrer qu’il existe un unique polynôme Pn ∈ R[X] tel que pour tout réel x, f (n)(x) = Pn(x)e−x2 .
2. Soit n ∈ N. Montrer que Pn est scindé à racines simples sur R.

Exercice 6 (inégalité de Jensen). Soit I un intervalle de R et f : I → R convexe. Soient (x1, . . . , xn) ∈ In et λ1, . . . , λn des
réels positifs tels de λ1 + · · · + λn = 1. Montrer que

f

(
n∑

k=1
λkxk

)
⩽

n∑
k=1

λkf(xk).

Exercice 7 (inégalité de Hölder). 1. Soient p et q des réels strictement positifs tels que 1
p + 1

q = 1. Montrer que, pour
tout x, y ∈ R+, xy ⩽ xp

p + yq

q .
2. Soient (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) des réels positifs. Montrer que∣∣∣∣∣

n∑
k=1

xkyk

∣∣∣∣∣ ⩽
(

n∑
k=1

xp
k

) 1
p

+
(

n∑
k=1

yq
k

) 1
q

.

Exercice 8. Soit f : R → R continue telle que ∀x, y ∈ R · f
(

x+y
2
)
⩽ f(x)+f(y)

2 .

1. Montrer que pour tout entier n ∈ N et tout entier k ⩽ 2n, on a f
(

kx+(2n−k)y
2n

)
⩽ kf(x)+(2n−k)f(y)

2n .
2. Montrer que f est convexe.

Exercice 9. Soit f ∈ C1(R,R) une fonction convexe non constante.
1. Montrer que f n’est pas majorée.
2. Montrer que f ′ a une limite finie ou infinie en +∞.
3. On suppose que lim+∞ est finie égale à ℓ. Montrer que x 7→ f(x) − ℓx a une limite finie ou infinie en +∞. Illustrer les

différents cas de figure.

Exercice 10. Soit A =
(

4 1
−2 1

)
.

1. Trouver P ∈ R[X] unitaire de degré 2 tel que P (A) = 0.
2. Calculer An pour n ∈ N.

3. En déduire les suites définies par
{

un+1 = 4un + vn

vn+1 = −2un + vn
.

Exercice 11. Soient A =
(

4 6
−1 −1

)
et a ∈ L(R2) canoniquement associé.

1. Déterminer les λ ∈ R tels qu’il existe x ∈ R2 non nul tel que a(x) = λx.
2. En déduire une matrice P inversible telle que PAP −1 est diagonale.
3. Application : calculer An pour n ∈ Z.

4. Application : résoudre le système différentiel
{

ẋ = 4x + 6y
ẏ = −x − y

.
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