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Exercice 1 (lemme de factorisation à droite). Soient E, F, G des K-ev, f ∈ L(E, G) et g ∈ L(E, F ). Montrer
qu’il existe h ∈ L(F, G) tel que f = h ◦ g ssi ker(g) ⊆ ker(f).

Application : retrouver le fait que deux formes linéaires de même noyau sont proportionnelles.

Exercice 2. Soient E un K-ev et u, v, w ∈ E∗. Déterminer une CNS pour que w ∈ vect(u, v).

Exercice 3. Donner un exemple de deux fonctions continues f et g de R dans R telles que (f, g) est libre dans
F(R,R) mais liée dans F(R+,R).

Exercice 4. 1. Pour n ∈ N, on note fn : x 7→ sinn(x). Montrer que (f0, . . . , fn) est libre.
2. Pour n ∈ N∗, on note fn : x 7→ sin(nx). Montrer que (f1, . . . , fn) est libre.

Exercice 5. Soit E un K-ev de dimension finie n et F un sev de E différent de E. Soient (e1, . . . , ek) une base
de F et ek+1 ∈ E \ F .

1. Montrer que (e1, . . . , ek+1) est libre.
2. On pose fi = ei + ek+1 pour i ∈ J1, kK et fk+1 = ek+1. Montrer que (f1, . . . , fk+1) est une famille libre de

vecteurs de E \ F .
3. Montrer qu’il existe une base de E composée de vecteurs n’appartenant pas à F .

Exercice 6. Soient E un K-ev de dimension finie n et f, g ∈ L(E). Montrer que rg(g ◦ f) ⩾ rg(f) + rg(g) − n.

Exercice 7. Soit E un K-ev de dimension finie et f ∈ L(E) non inversible.
1. Montrer qu’il existe g ∈ L(E) non nul tel que f ◦ g = g ◦ f = 0.
2. On pose X := {g ∈ L(E) | f ◦ g = g ◦ f = 0}. Montrer que X est un ev et déterminer sa dimension.

Exercice 8. Soit E un K-ev de dimension finie et f ∈ L(E) laissant stable tout hyperplan de E. Montrer que f
est une homothétie.

Exercice 9. Soit E un K-ev de dimension finie n. Soit (x1, . . . , xp) une famille de vecteurs de E. Montrer qu’elle
est libre ssi pour tout (λ1, . . . , λp) ∈ Kp, il existe u ∈ E∗ telle que pour tout i ∈ J1, pK, u(xi) = λi.

Exercice 10 (noyaux itérés). Soient E un K-ev de dimension finie n et f ∈ L(E).
1. Montrer que pour tout i ∈ N, ker(f i) ⊆ ker(f i+1).
2. Montrer qu’il existe r ⩽ n minimal tel que ∀i ⩾ r, ker(f i) = ker(f i+1). r est appelé indice de f .
3. Montrer que E = ker(f r) ⊕ Im(f r).
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