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Exercice 1. Montrer qu’il n’existe pas de polynôme P ∈ C[X] tel que ∀z ∈ C · P (z) = z̄.

Exercice 2. Trouver les P ∈ R[X] tels que P (X2) = (X2 + 1)P (X).

Exercice 3. Soit P ∈ R[X]. Démontrer que

∀x ∈ R · P (x) ⩾ 0 ⇐⇒ ∃(A, B) ∈ R[X]2 · P = A2 + B2.

Exercice 4. Soit P (X) = a0 + a1X + · · · + an−1Xn−1 + Xn ∈ C[X]. Montrer que si ξ est une racine de P alors
|ξ| ⩽ 1 + max0⩽k⩽n−1 |ak|.

Exercice 5. Déterminer les P ∈ K[X] tels que P ′ | P .

Exercice 6. Soient a ∈ K et P ∈ K[X]. Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X −a)2 en fonction
de P (a) et P ′(a).

Exercice 7. Montrer que pour tout a, b ∈ N, a | b ⇐⇒ Xa − 1 | Xb − 1.

Exercice 8. 1. Montrer que a = cos
(

π
9

)
est racine d’un polynôme de degré trois à coefficients dans Z.

2. Justifier que a est irrationnel.

Exercice 9. Soient a1, . . . , an ∈ K distincts deux-à-deux.
1. Calculer

∑n
i=1

∏
j ̸=i

X−aj

ai−aj
.

2. On pose A(X) =
∏n

j=1(X − aj). Calculer
∑n

i=1
1

A′(ai) .

Exercice 10. Déterminer la droite deux fois tangente à la courbe y = x4 + 2x3 + 1.

Exercice 11. Soient x, y, z ∈ C∗ tels que x + y + z = 1
x + 1

y + 1
z = 0. Montrer que |x| = |y| = |z|.

Exercice 12. Soient λ1, . . . , λn des réels distincts et a1, . . . , an des réels quelconques. Montrer que si pour tout
k ∈ J0, n − 1K,

∑n
i=1 aiλ

k
i = 0 alors a1 = · · · = an = 0.

Application : montrer que si ∀x ∈ R · a1eλ1x + · · · + aneλnx = 0 alors a1 = · · · = an = 0.

Exercice 13. Déterminer les triplets (x, y, z) ∈ U3 tels que xyz = x + y + z = 1.

1


