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Exercice 1. Soit A un ensemble de n + 1 ⩾ 2 entiers distincts tous inférieurs à 2n. Montrer qu’il existe deux
éléments de A tels que l’un divise l’autre.

Exercice 2. Résoudre dans N2 l’équation x ∧ y + x ∨ y = x + y.

Exercice 3. 1. Pour n ∈ N, montrer qu’il existe un unique couple (an, bn) ∈ N2 tel que (1+
√

2)n = an +bn

√
2.

2. Calculer a2
n − 2b2

n.
3. En déduire que an et bn sont premiers entre eux.

Exercice 4. Soit p ∈ P. Montrer que si p ⩾ 5 alors 24 | p2 − 1.

Exercice 5. Soient a, b ∈ N \ {0, 1} et n ∈ N∗. On suppose que an + bn ∈ P. Montrer que n est une puissance de
2.

Exercice 6. On pose, pour n ∈ N, Fn = 22n + 1.
1. Montrer que pour n ̸= m ∈ N, Fn ∧ Fm = 1.
2. Retrouver le fait qu’il existe un nombre infini de premiers.

Exercice 7. Soit n ∈ N, montrer que
√

n ∈ Q ⇐⇒ ∃m ∈ N · n = m2. En déduire que
√

2 ̸∈ Q et
√

3 ̸∈ Q.

Exercice 8. Soit d(n) le nombre de diviseurs positifs de n ∈ N∗. Déterminer un équivalent de 1
n

∑n
k=1 d(k).

Interprétation ?

Exercice 9 (lemme des restes chinois). Soient n1, n2 ∈ N tels que n1∧n2 = 1 et a1, a2 ∈ N. On note (E) l’équation

(E) :
{

x = a1 mod n1
x = a2 mod n2

.

1. (a) Justifier que n2 est inversible modulo n1 et n1 est inversible modulo n2. On note y1 et y2 leur inverse
respectif.

(b) Vérifier que x := a1n2y1 + a2n1y2 est solution de (E) modulo n := n1n2.
(c) Conclure que (E) admet une unique solution modulo n.

2. Généraliser le résultat précédent au système
x = a1 mod n1

...
x = ak mod nk

avec n1, . . . , nk, a1, . . . , ak ∈ N et ni ∧ nj = 1 si i ̸= j ∈ J1, kK.
3. Résoudre le problème de Sun Zi : « Soient des objets de nombre inconnu. Si on les range par 3 il en reste

2. Si on les range par 5, il en reste 3 et si on les range par 7, il en reste 2. Combien a-t-on d’objets ? ».
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