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Calculs

Exercice 1. Déterminer les primitives suivantes :∫
tet2 dt,

∫
t ln(t) dt,

∫ dt
√

t +
√

t3
.

Exercice 2. Déterminer les primitives suivantes :∫ ln(t)
t

dt,

∫
t arctan(t) dt,

∫ ln(t)
t + t ln(t)2 dt.

Exercice 3. Déterminer les primitives suivantes :∫ dt

t ln(t) ,

∫
t sin3(t) dt,

∫ e2t

et + 1 dt.

Difficulté faible

Exercice 4. Donner un exemple de deux fonctions continues f et g de R dans R telles que (f, g) est
libre dans F(R,R) mais liée dans F(R+,R).

Exercice 5. Montrer que si (e1, . . . , en) est libre alors il en est de même pour la famille (fi)1⩽i⩽n où
fi =

∑i
k=1 ek.

Exercice 6. 1. Soit F = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x + y + z + t = 0}. Montrer que F est un sev de R4,
donner sa dimension et une base.

2. Soient a = (1, −1, 0, 2), b = (0, 1, −2, −1) et c = (1, 1, −4, 0). Soit G = Vect(a, b, c). Déterminer
une base de G et la dimension de F ∩ G.

3. Soit H = Vect((1, 1, 1, 1)). Montrer que H est un supplémentaire de F dans R4.

Exercice 7 (lemme de Riemann-Lebesgue C1). Soit f : [0, 1] → R une fonction de classe C1. Montrer

que
∫ 1

0
f(t) sin(nt) dt −−−−−→

n→+∞
0.

Exercice 8. Déterminer les fonctions continues f : [0, 1] → [0, 1] telles que
∫ 1

0
f(t) dt =

∫ 1

0
f(t)2 dt.

Exercice 9. Déterminer la limite de la suite définie pour tout n ∈ N∗ par un =
n∑

k=1

n + k

n2 + k2 .

Difficulté moyenne

Exercice 10. 1. Pour n ∈ N, on note fn : x 7→ sinn(x). Montrer que la famille (f0, . . . , fn) est
libre.

2. Pour n ∈ N∗, on note fn : x 7→ sin(nx). Montrer que la famille (f1, . . . , fn) est libre.
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Exercice 11. Soit E un ev de dimension finie n et F un sev de E différent de E Soient (e1, . . . , ek)
une base de F et ek+1 un vecteur de E n’appartenant pas à F .

1. Montrer que (e1, . . . , ek+1) est libre.
2. On pose fi = ei + ek+1 pour tout i ∈ J1, kK et fk+1 = ek+1. Montrer que (f1, . . . , fk+1) est une

famille libre de vecteurs de E \ F .
3. Montrer qu’il existe une base de E composée de vecteurs n’appartenant pas à F .

Exercice 12. 1. Soit f continue sur [0, 1]. Établir∫ π

0
tf(sin(t)) dt = π

2

∫ π

0
f(sin(t)) dt.

2. En déduire la valeur de In =
∫ π

0

x sin2n(x)
sin2n(x) + cos2n(x)

dx.

Exercice 13 (intégrales de Wallis). À tout entier naturel n, on associe les intégrales In =
∫ π

2

0
sinn(x) dx

et Jn =
∫ π

2

0
cosn(x) dx.

1. Montrer que ∀n ∈ N, In = Jn.
2. (a) Établir une relation de récurrence entre In et In+2.

(b) Calculer I0 et I1 et en déduire une expression de I2p et de I2p+1 en fonction de p.
3. (a) Étudier la monotonie et la convergence de la suite (In)n∈N.

(b) Déterminer la limite de la suite
(

In+1
In

)
.

(c) Exprimer le produit InIn+1 en fonction de n.
(d) Déduire de ce qui précède un équivalent de In au voisinage de +∞.

Exercice 14. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Étudier la convergence et la limite éventuelle de

la suite I définie pour tout n ∈ N par In =
∫ 1

0
xnf(x) dx.

Exercice 15 (formule de la moyenne). Soient f, g : [a, b] → R continues avec g ⩾ 0. Montrer qu’il
existe c ∈ [a, b] tel que ∫ b

a
f(t)g(t) dt = f(c)

∫ b

a
g(t) dt.

Exercice 16. Soit f : [a, b] → R une fonction telle que∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(t) dt

∣∣∣∣∣ =
∫ b

a
|f(t)| dt.

Montrer que f est de signe constant sur [a, b].

Exercice 17. Soit f : [0, 1] → R une fonction continue telle que
∫ 1

0
f(t) dt = 1

2 . Montrer que f admet
un point fixe.

Exercice 18. Déterminer les fonctions f : R → R continues telles que ∀x ∈ R, f(x) = 2
∫ x

0
tf(t) dt+1.

Exercice 19. Soit f la fonction définie sur ]1, +∞[ par f(x) =
∫ x2

x

dt

t ln(t) .

1. Sans chercher à calculer de primitive, démontrer que f est constante.
2. Retrouver ce résultat en calculant une primitive.
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Exercice 20. Soit f : R → R continue et a ∈ [0, 1]. On suppose que

∀x ∈ R, f(x) =
∫ ax

0
f(t) dt.

1. Montrer que f est de classe C∞ et calculer f (n) en fonction de f .
2. Montrer que ∀n ∈ N, f (n)(0) = 0.
3. En déduire que f est identiquement nulle.

Exercice 21. Soit f : R → R continue. Pour tout x ∈ R, on pose φ(x) =
∫ x+1

x
f(t) dt.

1. Montrer que si f est bornée sur R alors φ aussi.
2. (a) Montrer que φ est de classe C1 sur R et calculer sa dérivée.

(b) Si f est monotone sur R, que peut-on en déduire sur φ ?
3. Montrer que si f tend vers une limite finie en +∞ alors φ tend vers la même limite en +∞.

Exercice 22. Déterminer la limite de la suite S définie pour tout n ∈ N∗ par Sn =
2n∑

p=n

1
p

.

Exercice 23. Déterminer la limite de la suite de terme général
((2n)!

nnn!

) 1
n

.

Plus difficile

Exercice 24. Pour x ∈ R, on pose F (x) =
∫ x+1

x

dt√
1 + t4

. Déterminer un équivalent simple de F (x)
en +∞.

Exercice 25. Donner un développement asymptotique à deux termes de la suite u définie pour tout

n ∈ N par un =
∫ 1

0

et

1 + tn
dt.

Exercice 26 (inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient a < b deux réels et f et g deux fonctions
continues sur [a, b]. Montrer que∣∣∣∣∣

∫ b

a
f(t)g(t) dt

∣∣∣∣∣ ⩽
√∫ b

a
f(t)2 dt ×

√∫ b

a
g(t)2 dt.
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