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Questions de cours
Question de cours 1. Pour k ∈ J1, 3K, on définit la fonction fk sur R par fk(x) = ekx. Montrer que
la famille (fk)1⩽k⩽3 est libre dans A(R,R).

Question de cours 2. Soient F = {(x, y, z) ∈ R3 | x + y + 2z = 0} et H = Vect((1, 1, 1)). Vérifier
que F et H sont supplémentaires dans R3.

Question de cours 3. On considère le sous-ensemble de R4 défini par

S2 =
{

(x, y, z, t) ∈ R4 |
{

x + y + z + t = 0
x − y + z − t = 0

}
.

Montrer que S2 est un sev de R4 et en donner un famille génératrice.

Question de cours 4. Soient les vecteurs de M3,1(R) suivants : u =

1
1
1

, v =

 1
−1
0

 et w =

 1
0

−1

.

Montrer que la famille b = (u, v, w) est une base de M3,1(R). Donner les coordonnées de t =

1
2
3


dans cette base.

Question de cours 5. Montrer que la famille B = (1, X2 + 1, X2 + X + 1) est une base de R2[X].
Déterminer les coordonnées de P = X2 − 2X dans cette base.

Exercices

Pour commencer

Exercice 1. Les ensembles suivants sont-ils des sev de R[X] ?
1. L’ensemble des polynômes dont le terme de degré 7 est nul.
2. A = {P ∈ R[X] | P ′(0) = 0}.

Exercice 2. Les ensembles suivants sont-ils des sev de RN ?
1. L’ensemble des suites bornées.
2. A = {(un) ∈ RN | ∀n ∈ N, un+2 = nun+1 + un}.
3. B = {(un) ∈ RN | ∀n ∈ N, un ̸= 0}.

Exercice 3. Les ensembles suivants sont-ils des sev de F(R,R) ?
1. L’ensemble des fonctions qui s’annulent au moins une fois.
2. L’ensemble des fonctions qui s’écrivent f − g où f et g sont croissantes.
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Difficulté faible

Exercice 4. Donner un exemple de deux fonctions continues f et g de R dans R telles que (f, g) est
libre dans F(R,R) mais liée dans F(R+,R).

Exercice 5. Montrer que si (e1, . . . , en) est libre alors il en est de même pour la famille (fi)1⩽i⩽n où

fi =
i∑

k=1
ek.

Exercice 6. 1. Soit F = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x + y + z + t = 0}. Montrer que F est un sev de R4,
donner sa dimension et une base.

2. Soient a = (1, −1, 0, 2), b = (0, 1, −2, −1) et c = (1, 1, −4, 0). Soit G = Vect(a, b, c). Déterminer
une base de G et la dimension de F ∩ G.

3. Soit H = Vect((1, 1, 1, 1)). Montrer que H est un supplémentaire de F dans R4.

Difficulté moyenne

Exercice 7. Soient E un K-ev et F un sev de E. Déterminer le sev engendré par le complémentaire
de F .

Exercice 8. Soient E un K-ev et E1, E2, E3 trois sev de E. Montrer que si E1 ⊆ E2 ∪ E3 alors
E1 ⊆ E2 ou E1 ⊆ E3.

Exercice 9. 1. Pour n ∈ N, on note fn : x 7→ sinn(x). Montrer que la famille (f0, . . . , fn) est libre.
2. Pour n ∈ N∗, on note fn : x 7→ sin(nx). Montrer que la famille (f1, . . . , fn) est libre.

Exercice 10. Soit E un ev de dimension finie n et F un sev de E différent de E Soient (e1, . . . , ek)
une base de F et ek+1 un vecteur de E n’appartenant pas à F .

1. Montrer que (e1, . . . , ek+1) est libre.
2. On pose fi = ei + ek+1 pour tout i ∈ J1, kK et fk+1 = ek+1. Montrer que (f1, . . . , fk+1) est une

famille libre de vecteurs de E \ F .
3. Montrer qu’il existe une base de E composée de vecteurs n’appartenant pas à F .

Plus difficile

Exercice 11. 1. Soit K = R ou C et P, Q ∈ K[X]. Montrer que si PQ = 0 alors P = 0 ou Q = 0.
2. Montrer que la famille (P0, . . . , Pn) est une base de Rn[X] où Pk(X) = (X − 1)k(X + 1)n−k.

Exercice 12. Montrer que si E1, . . . , En et F1, . . . , Fn sont des sev d’un ev E tels que
n⊕

i=1
Ei =

n⊕
i=1

Fi et ∀i ∈ J1, nK, Ei ⊆ Fi

alors ∀i ∈ J1, nK, Ei = Fi.
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