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Questions de cours

Question de cours 1. Soit (P,) la suite de polynoémes définie par Py = 1 et Yn € N, P41 =
Cn+1)XP, — (X 24 1)P!. Calculer P, P, et P3. Déterminer le degré et le ccefficient dominant de
P,.

Question de cours 2. Trouver le reste de la division euclidienne de A = X°° par B = X2 —3X +2.

Question de cours 3. Soit P = X* + X3 — 10X?% + 2X — 24. Vérifier que v/2i est racine de P puis
en déduire toutes les racines de P. Donner les formes factorisées de P dans C[X] puis dans R[X].

Question de cours 4. Décomposer P = X% — 8 dans C[X] puis dans R[X].
Question de cours 5. Soit n € N*. Calculer la dérivée n-ieme du polynéme P = X*(1 4+ X)".

Question de cours 6. Soit le polynéme P = X* —7X3 +15X? — 13X + 4. Déterminer une racine
évidente de P. Quelle est la multiplicité de cette racine ? En déduire toutes les racines de P.

Question de cours 7. Déterminer le degré, le coefficient dominant et les racines complexes de
RQ=X+1D)"—-(X-1"

Exercices

Difficulté faible
Exercice 1. Résoudre dans R[X] les équations P'? = 4P et P'P" = 18P.

Exercice 2 (polynémes de TCHEBYCHEV). Soit (T,)nen la suite de polynémes définie par Ty = 1,
Ti=XetVneNT,o0=2XTht1 —Th.
1. Calculer le degré et le coefficient dominant de T;,.
2. Montrer que Vz € R, T),(cos(z)) = cos(nz).
3. Montrer que Vn,m € N,T,, o T,,, = T}, o T},.
Exercice 3 (polyndémes de LAGRANGE). Soient z1,...,z, des éléments de K distincts deux-a-deux.
Soient y1, ...y, € K.
1. Soit i € [1,n]. Déterminer un polynéme L; € K,,_;[X] tel que L;(x;) =1 et L;(x;) = 0 si j # 1.
2. En déduire un polynéme P € K,,_1[X] tel que Vi € [1,n], P(z;) = v;.

3. Montrer qu'un tel polynéme est unique.



Difficulté moyenne

Exercice 4. Déterminer les polynémes P € K[X] de degré 3 divisibles par X — 1 et tels que les restes
des divisions euclidiennes de P par X — 2, X — 3 et X — 4 soient égaux.

Exercice 5. Montrer qu'’il n’existe pas de polynéme P € C[X] tel que Vz € C, P(z) = Z.
Exercice 6. Soit P € R[X] tel que deg(P) > 2. Montrer que si P est scindé alors P’ aussi.

Exercice 7. Soit P € R[X] simplement scindé. Montrer que P ne peut avoir deux coefficients consé-
cutifs nuls.

Exercice 8. Soit P € K[X] tel que P’ | P.
1
(X — a)P'(X).

1. Montrer qu’il existe a € K tel que P(X) = —
n

2. En déduire la forme de P.

Exercice 9. Soit P=1+ X + X%+ X3 + X%,

1. Factoriser le polynéme P en produit de facteurs irréductibles dans C[X] et R[X].

2. Soit o une racine de P. On pose y = a + a1,

(a) Déterminer une équation du second degré dont y est solution.

(b) En déduire les valeurs possibles de a.

3. En déduire enfin les valeurs de cos (257r>’ cos (4;) et cos (75T)

Exercice 10. Soit P = ap+ a1 X + -+ + a, X" € C[X] de degré n. Montrer que si « est une racine
aXieco,n—1] |ai

m
de P alors |a| < 1+
|an|

Exercice 11. Trouver les polynémes P € R[X] tels que P(X?) = P(X)P(X +1).

Plus difficile

Exercice 12. Déterminer les triplets (z,y,z) € U3 tels que zyz =z +y+ 2 = 1.

1 1
Exercice 13. Soient z,y,z € C\ {0} tels que + +y+2 = — + — 4+ — = 0. Montrer que |z| = |y| = |2|.
r Yy =z



