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Questions de cours

1 0 2
Question de cours 1. Soit B= |0 —1 1 |. Calculer B3> — B puis en déduire que B est inversible.
1 -2 0
Préciser B~
2 11
Question de cours 2. Onpose A= [0 2 1 |. A est-elle inversible ? Calculer A™ pour tout n € N.
0 0 2
Question de cours 3. Soit C(4) = {M € M3(R) | AM = MA} ou A est la matrice définie par
010
A=11 0 1
010

1. Donner deux matrices appartenant a C'(A).
2. Montrer que, pour tout M, M’ € M3(R), (M,M') € C(A)> = M+ M' € C(A).

3. Déterminer C'(A) sous la forme un espace vectoriel engendré.

4 -1
Question de cours 4. Déterminer, si possible, les inverses des matrices A = L =2 :13 et
1 1 =
2
1 2 1
B=|1 2 -1
-2 -2 -1

0 1 1

Question de cours 5. Soit A = [1 0 1]|. Montrer que A2 = A + 2I5. En déduire que A est
110

inversible et calculer A7,

Exercices

Difficulté faible

. n _ [cos(8) —sin(6) (1 -1
Exercice 1. Calculer A™ pour tout n € N pour A = <sin(9) cos(0) et A= IREEEE

et B = A — I3. Calculer B" pour tout n € N et en déduire A".

—_ = O

1 1
Exercice 2. Soient A=10 1
0 0



Difficulté moyenne
) . —13/2 3 -2 =3
Exercice 3. Soient M = <35/2 8) et P= (5 7).
1. Vérifier que P est inversible et calculer son inverse.
2. Montrer que P~'MP est une matrice diagonale D que P'on précisera.
3. Pour tout n € N, calculer D" et en déduire M™.
—a+3b a—-b 0

Exercice 4. Soient a,b e Ret M = | —3(a—b) 3a—b 0
0 0 a

1. Déterminer deux matrices A et B telles que M = aA + bB.
2. Calculer A" et B™ pour tout n € N,
3. En déduire M" pour tout n € N.

Exercice 5. Soient a,b des réels non nuls et A = 3 2) Trouver toutes les matrices B de taille

2 X 2 qui commutent avec A, c’est-a-dire telles que AB = BA.

Exercice 6. Soit A = (a b
c d

CNS pour que A soit inversible et, le cas échéant, déterminer A~

) € Ms(K). Montrer que A? — (a +d)A + (ad — bc)Is = Oy. Donner une

Exercice 7. Soient wi, wy et ws les trois racines complexes du polynéme X3 — pX — ¢. On pose

w1 W2 w3
Wi w2 w ' ‘ '
A= (wl w2 w3> et B= w2 w3 wi|. Cacluler, si c’est possible, AB et BA en fonction de p et
2 W3 w
w3 W1 w2

q.
a b b b

Exercice 8. Soit A = boa b b =al +bJ.
b b a b
b b b a

1. Calculer J? puis J" pour tout n € N.
2. En déduire A? puis A% en fonction de I et .J.
3. Montrer que, pour tout n € N,

n n _ n— _1 n n
Z<k>4k 1ok (a — b) ’Lz((a+3b) —(a—0b)")

k=1
et en déduire A" en fonction de I et J.

4. Exprimer A2 en fonction de A et I. En déduire que si a # b et a # —3b alors A est inversible et
déterminer A~! en fonction de A et I.

5. Montrer que, dans les conditions de la question précédente, la formule trouvée pour A™ reste

valable lorsque n = —1.
2 -2 1
Exercice 9. Soit A=| 2 -3 2
-1 2 0

1. Ecrire A% en fonction de A et I5.
2. En déduire que A est inversible et déterminer A1
3. Montrer qu’il existe deux suites u et v telles que, pour tout n € N, A" = u, A + v, I3.

4. Déterminer u, et v, en fonction de n € N.



Soient x, y et z les suites définies par zg = 1, yo = 0 et 29 = 0 et telles que, pour tout n € N,

Tn+1 = 23771 - 2yn + Zn
Yn+l = 2Tn — 3Yyn + 2z,
Zn+l = —Inp + 2yn
TIn
Soit n € N. On pose U, = | yn
Zn

5. Montrer qu’il existe une matrice A de M3(R) telle que, pour tout n € N, U, 11 = AU,,.
6. Montrer que U, = A"U,, pour tout n € N.

7. En déduire les valeurs de x,, y, et z, pour tout n € N.

Plus difficile

Exercice 10. 1. Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par X2 —3X +2.
0 1 -1
2. Soit A la matrice A= [ -1 2 —1|. Déduire de la question précédente la valeur de A" pour
1 -1 2
n > 2.

Exercice 11 (lemme d’"HADAMARD). Soit A = (ai ;)i j)e[1,n)2 une matrice de My, (K) telle que, pour

n

tout i € [1,n], |ai| > Z |la; j|. Montrer que A est inversible.
j=1
J#



