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Définitions

Définition 1. Famille libre. Définition 5. Image réciproque.
Définition 2. Famille liée. .

Définition 6. Application injective.
Définition 3. Famille génératrice de R".

Définition 4. Image directe. Définition 7. Application surjective.

Questions de cours

C\{1} — C
Question de cours 1. Soit h: ; L, +1 . Montrer que A(U \ {1}) C iR. A-t-on 'in-
z—1

clusion réciproque ?
Question de cours 2. Pour chaque implication ci-dessous, déterminer les images directes et réci-
proques demandées.

1. Soit f: z € C+ |z| € R. Calculer f~({1}).

2. Soit g: 2 € C+ 2" € C (avec n € N*). Calculer g~ ({1}) puis ¢~ *({a}) avec a € C*.

3. Soit h: z € C* — arg(z) €] — w,7]. Calculer h(R*), h(iR*), h(R%) et h(iR7).

1 1 1
Question de cours 3. Montrer que G = 11,121,114 est une base de R3. Coordonnées de
1 3 9
2
4 | dans cette base?
1
2 1 1
. . . 1| . 2| . 1
Question de cours 4. Notons F la famille F = { u3 = =1 w= |,
1 1 1

La famille F est-elle génératrice de R*? libre ?
Déterminer une équation cartésienne de Vect(F).
Exercices

Difficulté faible

Exercice 1. L’assertion suivante est-elle vraie ou fausse ? « Si {u, v} est une famille libre et {u, v, w}
est liée alors on a nécessairement w € Vect({u,v}). »



Exercice 2. Les applications suivantes sont-elles injectives 7 surjectives ?

R2 . R+ 10, 400> — R [1,+00] — [1,400]
fi: (x,y) +— 2+ y? fo (a,b) — 2a +35 £ T — 227
’ ’ a+b 14z

C — C NxN* — Qi

far | L z f5: (a,b 1

1+|Z| CL,) — a+b

Exercice 3. Soient f: X - Y etg: Y — Z.
1. Montrer que si g o f est injective alors f est injective.

2. Montrer que si g o f est sujective alors g est surjective.
Difficulté moyenne

Exercice 4. Soient a et b deux réels et soient u = (Z) et v = <a > La famille (u,v) est-elle
libre dans R ?

Exercice 5. Dans R", on considére une famille de quatre vecteurs libres (eq, es, €3, e4). Les familles
suivantes sont-elles libres 7

1. (e1,2eq,e3);

2. (e1,e3);

3. (e1,2e1 +eq,e3+e4);

4. (2e1 + eg, e1 — 2e9, €4, Tep — 4eg).

Exercice 6. Soient a € Ret f: (z,y) € R* = (ax +y,z+ay,z +y) € R3. CNS sur a pour que f soit
injective 7 surjective ?
Exercice 7. Soit f: X — X. On suppose f o f = f. Montrer que

1. si f est injective alors f = idx.

2. si f est surjective alors f = idx.

Exercice 8. Soient f: X - Y, AC X et BCY.
1. Montrer que f~1(f(A)) D A. CNS sur f pour avoir égalité pour tout A?
2. Montrer que f(f~1(B)) C B. CNS sur f pour avoir égalité pour tout B ?

Plus difficile

Exercice 9. Montrer que si (e, ..., e,) est libre alors il en est de méme pour la famille (f;)1<i<n OU
i
fi=> e
k=1

Exercice 10. Soit f: I:Z : TI?; .

1. Existe-t-il g: N — N telle que fog =1idy?
2. Existe-t-il h: N — N telle que ho f =idy?

Exercice 11. Soient f et g: X — X tellesque fogof=getgofog=f.
1. Montrer que si f est injective alors f et g sont bijectives (i.e. injectives et surjectives).
On pourra commencer par montrer que si h o p est injective alors p est injective et que si h est
injective et hov = ho j alorsi=j.

2. Montrer que si f est surjective alors f et g sont bijectives.



