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Questions de cours

Question de cours 1. Soient (n, p, k, j) ∈ N4 tels que 0 ⩽ j ⩽ k ⩽ n. Montrer que
(

n

k

)(
k

j

)
=(

n

j

)(
n − j

n − k

)
. En déduire

n∑
k=0

(
n

k

)(
k

j

)
.

Question de cours 2. Soit n ∈ N∗, calculer Sn =
n∑

i=1

(
1 +

(
n

i

)
(−1)n−132i+1

)
puis

n∑
i=0

Si.

Question de cours 3. Soient n ∈ N et x ∈ R, calculer
n∑

k=0

(
n

k

)
sin(kx).

Question de cours 4. Soit (a, b, c) ∈ R3. Donner les solutions réelles de l’équation différentielle
ay′′ +by′ +cy = 0. Pour (A, ω) ∈ R2, sous quelle forme doit-on chercher une solution de ay′′ +by′ +cy =
Aeωx ?

Exercices

Difficulté faible

Exercice 1. Simplifier (k + 1)4 − k4 et en déduire
n∑

k=1
k3.

Exercice 2. Calculer
n∑

k=0
k2
(

n

k

)
.

Exercice 3. Résoudre l’équation y′ + 2y = 2 sinh(2x).

Exercice 4. Résoudre sin(x)y′ = cos(x)y + 2x sin2(x) sur ]0, π[.

Exercice 5. Calculer d
dx

( ln(x)
x

)
puis résoudre l’équation xy′ − y = ln(x).

Difficulté moyenne

Exercice 6. Montrer que pour tout n ∈ N, (1 −
√

2)n + (1 +
√

2)n est un entier.

Exercice 7. Montrer que
n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
=

n∑
k=0

k impair

(
n

k

)
et déduire que

n∑
k=0

k pair

(
n

k

)
= 2n−1.

Exercice 8. Soit m un entier naturel fixé. Pour tout n ∈ N, on pose an = (mn)!
(m!)nn! .

1. Montrer que an+1
an

=
(

mn + m − 1
m − 1

)
.

1



2. En déduire que an est un entier pour tout n ∈ N.

Exercice 9. Calculer
n∑

k=0

1
k + 1

(
n

k

)
.

Exercice 10. Développer (1 + x)2n puis (1 + x)n(1 + x)n et en déduire la valeur de
n∑

k=0

(
n

k

)2

.

Exercice 11. Déterminer les fonctions dérivables f : R → R telles que ∀x ∈ R, f ′(x) + f(−x) = ex.

Exercice 12. Résoudre le système différentiel
{

ẋ(t) = x(t) + y(t)
ẏ(t) = 3x(t) − y(t) et

{
x(0) = 2
y(0) = −2 .

Plus difficile

Exercice 13. Soient m, n ∈ N tels que n ⩽ m.

1. Que représente sur le triangle de Pascal la somme
m∑

k=n

(
k

n

)
?

2. Conjecturer sa valeur puis faire une preuve par récurrence.
3. Retrouver le résultat en faisant apparaître une somme télescopique.

Exercice 14 (principe des zéros isolés). Soient I un intervalle de R et (E) un équation différentielle
linéaire homogène y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0. Notons z une solution non nulle de (E) sur I. Montrer que
les zéros de z sont isolés, c-à-d que pour tout zéro t0 de z, il existe ε > 0 tel que z ne s’annule pas sur
]t0 − ε, t0 + ε[\{t0}.

On admettra que si z est dérivable et si (un) est une suite qui converge vers a, alors z(un) − z(a)
un − a

−−−−−→
n→+∞

z′(a).


