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Exercices corrigés
Fonctions de deux variables

Fonctions convexes et extrema libres

Exercice 1.62

Soit la fonction f définie par

fla,y) = ay’
oll v et 8 sont des réels non nuls. Soit C = {(x,y) € R%,z > 0,y > 0}. On admet que C est ouvert. Etudier la convexité
(ou la concavité) de f sur C en discutant selon les valeurs de « et S.

Corrigé

Commencons par remarquer que pour tout (z,y) € C, on a In(f(z,y)) = aln(x) 4+ S1n(y). Ainsi, si « < 0,8 < 0, Inof est
convexe (par les propriétés d’extension et d’addition), donc f est convexe.

0 0
Calculons les dérivées partielles de f. On a, pour tout (z,y) € C, a—i(m,y) = az* 1P, a—z(x,y) = BxyP T,
puis ﬁ(x y) = ala — 1)z 2%ys O (z,y) = afx 1yt a—z(x,y) = B(B —1)z*y?~2. Le déterminant de la matrice
0x2"’ T Oxdy " Oy?

hessienne en (z,%) vaut donc 7t — 52 = afB(a — 1)(8 — 1)x2* 7292072 — (aB)222°72y20~2 = aB(1 — a — B)a?0"2y?F2,
Celui-ci est du signe de af(1 —a — (). Ainsi :

eSia<0,8>0eta+pB<1,onart—s>>0etr>0,donc f est convexe.
e Sia<0,8>0eta+B>1,onart—s2<0etr>0,donc f n’est ni convexe ni concave.
e On peut faire la méme analyse dans le cas symétrique o > 0, 5 < 0.

e Sia>0,8>0,rt—s2est du signe de 1 — a — 3. Ainsi, si celui-ci est positif, on a 7 < 0 : en effet, comme
0<a+p8<1l,onaa—1<0. f est donc concave. En revanche, si 1 —a — 8 < 0, f n’est ni convexe ni concave.

On résume tous ces résultats dans le tableau ci-dessous.

@ B |a+p f est

<0]| <0 - convexe
<0|>0 <1 convexe
<0|>0 >1 ni convexe ni concave
>01| <0 <1 convexe

>0 | <0 >1 ni convexe ni concave
>0 >0 <1 concave

>01| >0 > 1 ni convexe ni concave

Exercice 2.42

IIJ2

On consideére la fonction réelle de deux variables f définie par f(z,y) = -t
y—2x

1. Déterminer et représenter son ensemble de définition Dy. On admet que cet ensemble est ouvert. Est-il convexe ?
On admet que f est de classe C! sur son domaine de définition.

2. Représenter sur le méme dessin que la question 1 les courbes de niveau C1,C_y /5 et Co.

3. Calculer le gradient de f en tout point de Dy.



Université Paris-Dauphine L1 DEGEAD - Mathématiques 2016 - 2017

4. Ecrire le développement limité & l'ordre 1 de f au point (1,1). En déduire une valeur approchée de f au point
(0.9,1.1).

Corrigé

1. Le domaine de définition de f est Dy = {(
points (1,0) et (—1,0) mais pas leur milieu

y) € R?% y # 22%}. Cet ensemble n’est pas convexe : il contient les

(0,0).

2. Soit (z,y) € Dy.
Ona (z,y) € C; & f(z,y) =1 & 22 =y — 222 & y = 322. C] est donc la courbe d’équation y = 322 privée du
0).

point (0,

2

1
Ona (z,y) € C_yyp & ny =3 < y=0. C_y/3 est donc I'axe des abscisses privé du point (0,0).
On a (7,y) € Cp & 22 =0 < = 0. Cy est donc I'axe des ordonnées privé du point (0,0).
C
1 ) Y = 222
Dy
C_1)2 v
Co
of 22(y — 22%) — 2% x (—4x) 2xy of —z? .
3. On a, pour tout (z,y) € Dy, %(x,y) = =27 = = 227 et Fy(m,y) = (PRI d’ou le
2xy —a?

gradient : Vf(z,y) = ((y —222)%" (y—222)2 )

4. Ona f(1,1) =—1et Vf(1,1) = (2,—1). D’ou le développement limité a 'ordre 1 de f en (1,1) :
flzy)==-1+2z-1)—(y—1)+/(z—1)2+(y—1)2e(z — 1,y — 1) avec e(z — 1,y — 1) ( )—(>1 5
z,y)—(1,

En négligeant le terme de reste, on obtient 'approximation f(0.9,1.1) ~ -142(0.9 —1) — (1.1 — 1) = —1.3.

Exercice 2.50
On considere la fonction réelle de deux variables f définie par

2, .2
¢ +y
(x,y) » ——.
Folwy) = —— ”
1. Déterminer et représenter son ensemble de définition Dy. On admet qu’il est ouvert. Est-il convexe ? Justifier votre

réponse.

2. Déterminer et représenter (sur le méme graphique que pour la question précédente) la courbe de niveau Cp pour
k=-2et k=1.

3. On admet que f est C? sur Dy. Calculer ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2.

4. En déduire une valeur approchée de f au point (0.9,1.2) et déterminer 1’équation de la tangente & la courbe de
niveau C; au point (1,1).
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5. Trouver les extrema de f sur Dy.

6. Trouver les extrema de f sur le cercle de centre (—1,—1) et de rayon /2.

7. Etudier la convexité ou la concavité de f sur les ensembles F et Ey définis par

Ei={(z,y) eR*,2+y>0} et FEo={(z,y)eR*z+y<0}

Corrigé

1.

On a Dy = {(z,y) € R%,z +y # 0}. C’est le plan privé de la droite d’équation z +y = 0. Il n’est pas convexe : il
contient les points (1,0) et (—1,0) mais pas leur milieu (0, 0).

Soit (z,y) € Dy. Ona (z,y) EC_o & 2> +y* +2(x +y) =0 (z+1)2 + (y + 1) = 2. La courbe de niveau —2
est donc l'intersection du cercle de centre (—1,—1), de rayon v/2, avec Dj.

On aaussi (z,y) € C) & 2 +y*—2—y =04 (z—3)?+(y—3)? = 3. La courbe de niveau 1 est donc I'intersection
du cercle de centre (1, 1) et de rayon % avec Dy.

r+y=0 y

, of 20(z +y) — (2" +¢%) _ 2® + 22y — o Of Y’ + 2oy — a?
Soit (x,y) € Dy. Ona a—x(m,y) = @t y) = e et par symétrie, a—y(aﬁ,y) = BCETC
2 2 _ 2 2 2 _ 2 _ 2 2
Puis 0L (3,y) = 2@ @ty) —2Aety)@ir2ey—yT) | Awty) —ot —2eydyT) Ay
O (z +y)* (z +y)? (z +y)?
P 127 i 2z =)+ ) = 2x + )+ 2y —y)?  duy
bymetrle, 87y2($, y) = m Enﬁn, m(l‘, y) = (x i y)4 = (x n y)3 .

L’approximation affine de f au point M = (1,1) est alors donnée par

Futa) = 10,0+ L 00G -1+ F0nw-1 =14 J@ -1+ 50-1).

2
On en déduit £(0.9,1.2) ~ fM(O.Q, 1.2) =1+ %(0.9 -1+ %(1.2 —1) =1.05.
L’équation de la tangente & Cy en (1, 1) est donnée par
6—f(M)(x—l)+8—‘/:(M)(y—l) =0ezx+y—2=0.
or dy

Dy étant ouvert, cherchons les points critiques de f sur Dy. Ona Vf(z,y) = 0 & (2?+2zy—y?, y*+2zy—2?) = (0,0).
En additionnant les deux relations, on obtient 4ry = 0 donc # = 0 ou y = 0. Mais alors, comme x? + 2xy — y? = 0,
on a en fait ¢ = y = 0. C’est impossible car (0,0) n’appartient pas & Dy. f n’a donc pas d’extremum local sur Dy.

On a vu que le cercle de centre (—1,—1) et de rayon /2 (privé du point (0,0)) est exactement la courbe de niveau
—2 de f. f est donc constante sur ce cercle, tous les points sont donc des minima et maxima globaux de f sous la
contrainte.

Calculons le déterminant de la matrice hessienne en un point (z,y) de Dy. On a
2 _ 4y? 42 ( dzy
(

X J—
(+y)?  (z+y)? T+y
positif sur F; et négatif sur Fs. f est donc convexe sur E; et concave sur Fs.

2
rt—s )3) = 0. On étudie alors le signe de r. Celui-ci est du signe de x + y, donc
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Exercice 2.51

Une firme (en situation de monopole) produit un unique bien qui peut étre vendu a deux clients a et b. Si la firme produit
la quantité Q, d’unités de bien pour le client a, alors celui-ci est disposé a payer le prix unitaire de 50 — 5Q,. Si la firme
produit la quantité @, d’unités de bien pour le client b, alors celui-ci est disposé & payer le prix unitaire de 100 — 10Q.
Le coiit pour la firme de produire ) unités de bien est 90 + 20Q).

1. Que représente la fonction IT définie sur Ry x Ry par Iexpression ci-dessous ?
H(Qav Qb) = Qa(50 - 5Qa) + Qb(loo - 10Qb) - (90 + 20(Qa + Qb))

2. Si la firme veut maximiser son profit, quelle quantité de bien doit-elle produire et vendre a chaque client ? Calculer

alors le profit maximal.
Corrigé

1. La fonction II donne le profit de ’entreprise en fonction des quantités produites et vendues a chaque client.

2. On peut réécrire I1(Qq, Q) = —5Q2 — 10Q7 + 30Q, + 80Q, — 90. On voit ainsi que II est une fonction concave (en
appliquant par exemple le critére sur les fonctions quadratiques, ou comme somme de deux fonctions concaves (par

le lemme d’extension) et d’une fonction affine qui est donc aussi concave). Tout point critique de II sera donc un

point ou II a un maximum global. Déterminons les points critiques.
o1l o1l
(0] ——(Qq, = —-10Q, + 30, —(Q,, =-20 80.
1 5a(Qu Q) = ~10Qu + 30, 75-(Qu Qs) = ~20Qs +

Les deux dérivées partielles s’annulent en Q, = 3,Q, = 4. Ce sont donc les quantités a produire pour maximiser le
profit. Le profit maximal vaut alors IT = —5 x 32 — 10 x 42 + 30 x 34+ 80 x 4 — 90 = 115.

Exercice 2.52

On considere la fonction f définie sur R? par f(z,y) = (22 + y?) exp(—z). On admet qu’elle est de classe C? sur R2.
1. Trouver les extrema locaux de f sur R2.
2. Montrer que f posséde un minimum global sur R? et qu’elle ne posséde pas de maximum global.

Corrigé

1. Calculons les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de f. Pour tout (z,y) € R?,

0] 0 .
a*i(x, y) = 2zexp(—x) — (a2 + y?) exp(—z) = (22 — 2% — y°) exp(—2), 8%;(:6, y) = 2y exp(—=) puis
2
O (w9) = (2~ 20) expl(—) — (20— 2” — y?) exp(2) = (a? + 5 4z + 2) exp(—a),
0% f 0% f
910y (z,y) = —2y exp(—x), afyz(x, y) = 2exp(—x).
Cherchons maintenant les points critiques. On a
?(w, y) =0 < 2yexp(—z) = 0 & y = 0 car Uexponentielle ne s’annule pas.
Yy

0]
Il s’ensuit que a—i(x, y)=0s 2r —2® —y?)exp(—z) =0 (2 —2) =0 car y = 0.
Les points critiques sont donc (0,0) et (—2,0). On applique les conditions du second ordre pour déterminer la nature
des points critiques.
e En (0,0) :
r=(0240%-4x0+2)exp(—0) =2,5s = -2 x Oexp(—0) = 0,t = 2exp(—0) = 2.
On a alors 7t — 52 =2 x 2 — 02 =4 > 0. De plus, 7 = 2 > 0. f posséde donc un minimum local en (0, 0).

e En (2,0) :
r=0224+0%2-4x2+2)e2=-2e25=-2x0e2=0,t=2e"2
On a alors 7t — s> = —4e~* < 0. f a donc un point selle en (2,0).

e Ona f(0,0) = 0, et on a clairement f(x,y) > 0 pour tout (z,y) € R?. f a donc un minimum global en (0,0). f
n’a en revanche pas de maximum global. En effet, si elle en avait un, celui-ci serait atteint en un point critique,
or aucun des deux points critiques ne donne de maximum local pour f, donc a fortiori pas de maximum global.
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Extrema liés et exercices de synthese

Exercice 1.69

Déterminer les extrema (locaux et globaux) des fonctions f suivantes sur leur domaine de définition sous la contrainte

g(z,y) =0.
2. flx,y) =2y, g(x,y) =22+ y* — 2 —y (on fera également une résolution graphique).
5. flz,y) =I(z—y), gla,y) =2 +y* -2
2 2
6. flz,y) =2 +9* glz,y) =% -1
7. flry)=22+y, glzy)=2>+ay -y’ -1
1 1 1 1 1
8. - 4= -4
flay)=—+ m 9(z,y) = 5+ 2o
9. fle,y) =2+ >+ (y —2)®, glz,y) =2 +y* +2y -2z -6=0.
Corrigé
1\? 1> 1
2. f et g sont de classe C* sur R?. On a, pour tout (x,y) € R?, g(z,y) =0 &< (a: — 2) + <y — 2) =3

11
L’ensemble E des points satisfaisant la contrainte est donc le cercle de centre > 2> et de rayon 7

Pour optimiser f sous la contrainte de fagon géométrique, il faut déterminer les plus petit et plus grand k£ € R tels
que la courbe de niveau k£ de f coupe I’ensemble E, ou encore que cette courbe de niveau soit tangente au cercle.
Or, pour k # 0, la courbe de niveau k est ’hyperbole d’équation y = % On constate géométriquement qu’il semble
y avoir deux valeurs de k pour lesquelles I'hyperbole est tangente au cercle (courbes rouge et bleue).

Vérifions par le calcul le résultat obtenu.

e On cherche les points critiques de seconde espece. On a, pour tout (r,y) € R Vg(z,y) = (2v — 1,2y — 1)
qui ne s’annule qu’en (%, %) Or ce point ne satisfait pas la contrainte g(x,y) = 0. Il n’y a donc pas de point
critique de seconde espece.

e Cherchons les points critiques de premiere espece.
On pose, pour tout (z,y) € R% L(x,y) = vy — A2? +y> —z — y).

Lz y) =0 y—A2x—1) =0(1)
Résolvons ¢ G-(z,y) =0 <« x—A2y—1) =0(2)
glz,y) =0 Pyt -z—y =0(3)

Effectuer (1) + 2A(2) donne (1 — 4A?)y + A(1 + 2)) = 0, soit (1 + 2A)((1 — 2\)y + A) = 0, donc 1+ 2X = 0 ou
(I-2N)y+X=0.
Si 142X =0, soit A = —3, les relations (1) et (2) se réécrivent y = £ — x.
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2
1 1
La troisiéme relation s’écrit alors x2 + <2 — x) —x— (2 — x) =0 soit 222 —x — i =0.

1—
4

P

Le discriminant de ce trindome est A = (=1)2 — 4 x 2 x (—i) =3 > 0. Il y a donc deux racines, x; =

1 3 1 1 3 1 1—-+v3
+4\f. On en déduit y; = 5~ T = +4f et yo = 5 To = 4f~
Si A # —3, alors (1 —2\)y + A = 0. Remarquons que A # 3 : en effet, si A = 3, (1) se réécrit y —x + 1 =0

et (2) se réécrit x —y + 1 = 0, soit en sommant ces deux relations, 2 = 0 ce qui est impossible. On peut donc

et Ty =

diviser par (1 —2\), ce qui donne y = 11 s’ensuit par (2) que x = A2y — 1) =

1 : % = y. La relation

1-2\
(3) se réécrit alors 2% — 2z = 0 soit z(z — 1) = 0, donc # = 0 ou & = 1, et par suite y = 0 ou y = 1, avec
respectivement A = 0 ou oy = 1 soit A = 1.
1—-v3 1 3 1 3 1—+3
1l y a donc quatre points critiques : A = ( 4\f, +4\f) (avec A = —1), B = ( +4\[, 4\[> (avec

A=-1),0=1(0,0) (avec A =0) et C = (1,1) (avec A = 1).

Déterminons la nature des points critiques. On remarque que E est compact (il est fermé, et borné car inclus
dans la boule fermée de centre (2, 2) et de rayon 1/4/2). Comme f est continue, elle admet un minimum global
et un maximum global sur E. Or on a f(A) = f(B) = —%, f(0O) = 0 et f(C) = 1. f a donc un minimum
global en A et B et un maximum global en D (ce qui confirme ce qui avait été observé géométriquement). On
constate par ailleurs (toujours géométriquement) que f est de signe négatif au voisinage de O sous la contrainte,
et f(O)=0: f adonc un maximum local en O sous la contrainte.

5. f et g sont définies et de classe C! sur U = {(x,y) € R?,x —y > 0}.

Recherchons les points critiques de seconde espéce. On a, pour tout (z,y) € U,Vg(x,y) = (2z,2y) qui ne
s’annule qu’en le point (0,0). Mais celui-ci ne satisfait pas la contrainte g(z,y) = 0, il n’y a donc pas de point
critique de seconde espece.

Recherchons les points critiques de premiére espeéce. On pose L(z,y) =In(x—y) — )\(x2 +y? —2) le Lagrangien.

B L —2x =0 1—2\z(z —y) 0(1)
Résolvons { vzgi’ y; _ (()07 0) & Ii —dy =0 &< —1- ) y(z—vy) 0(2)
g\xr,y - 2+y —9 x2+y2 _2(3)
En effectuant (1) + (2), on trouve —A(y + 2z)(x —y) = 0 donc A = 0 ou y = —2x (car z — y # 0).
Si A = 0, la premiere relation donne 1 = 0, impossible. Donc y = —2z. La troisieme relation donne alors

522 = 2 donc x = \/g (gc = —\/7 est impossible car alors ¢ — y = 5z < 0). La premiére relation donne alors

1
= 50z = y) 10x2 =71 Il y a donc un seul point critique, A = (\/7 \/7> avec A = —

On cherche a déterminer sa nature. On a, pour tout (z,y) € U, L(z,y) = In(z —y) — T(z* + y* — 2). Or:

— (x,y) = In(x — y) est concave, comme composée d’une fonction affine par une fonction concave.
— (z,y) — —i(x2 + y? — 2) est concave par les propriétés d’extension et d’addition.

L est donc concave comme somme de fonctions concaves. £ a donc un maximum global en A, f a donc un
maximum global en A sous la contrainte.

6. f et g sont définies et de classe C! sur R2.

Recherchons les éventuels points critiques de seconde espéce. On a, pour tout (x,y) € R2 Vg(x,y) =
(—%x —7y) et celui-ci ne s’annule qu’en (0,0). Or ce point ne satisfait pas la contrainte, il n’y a donc pas de

point critique de seconde espece.

Recherchons les points critiques de premiere espece.

On pose, pour tout (z,y) € R% L(x,y) = 2% +y> — A (}le — —y — 1)
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gi(x7y) =0 (2 %) =0 (1)
Résolvons ¢ 5-(z,y) =0 <« (z + 52 =0 (2)
g(z,y) =0 T-4% =10)
La premiéere relation impose x = 0 ou A = 4, et la seconde impose y = 0 ou A = —4.
Si z = 0, alors la troisiéme relation donne y2 = —16 ce qui est impossible. Donc = # 0 et A = 4, et donc aussi
y = 0. La troisiéme relation donne 22 = 4 donc z = —2 ou z = 2.

Il y a donc deux points critiques de premiere espéce : A = (—2,0) (avec A = 4) et B = (2,0) (avec A = 4).

Déterminons la nature de ces points critiques. Pour A = 4, on a L(z,y) = 2% +y* —4 (%2 — & — ) 4y +4.

L est donc une fonction convexe (par la propriété d’extension). £ a donc un minimum global en A et B. Sous
la contrainte, f possede donc un minimum global en A et B, de valeur 4.

7. f et g sont définies et de classe C! sur R2.

Recherchons les points critiques de seconde espéce. On a, pour tout (z,y) € R?, Vg(x,y) = (2 +y,x — 2y) qui
ne s’annule qu’en le point (0,0). Mais celui-ci ne satisfait pas la contrainte g(z,y) = 0, il n’y a donc pas de
point critique de seconde espece.

Recherchons les points critiques de premiére espece. On pose L(x,y) = 2z+y—A(a?+2y—y?—1) le Lagrangien.

- 2-2xx—-Xy =0(1)
vag,y; B (()O’O) el 1+2y -z =0(2)

g\x,y - 1.2_~_$y_y2 :1(3)

En effectuant (1) — 2 x (2), on trouve —5Ay = 0 donc A = 0 ou y = 0.

Si A = 0, la premiere relation donne 2 = 0, impossible. Donc y = 0. La troisi¢éme relation donne alors 2% = 1

donc 2 = —1 ou z = 1, et la premiére (ou la deuxiéme relation) donne Az = 1. Les points critiques de premiére

espece sont donc A = (—1,0) avec A = —1 et B = (1,0) avec A = 1.

On cherche a déterminer leur 121ature a ’aide des 2critéres du seconc% ordre.

0°L 0 0°L
2 J— e R =
On a, pour tout (z,y) € R ' 922 (z,9) 2, 920y (z,9) A, 092 (z,y) = A

Résolvons {

En (z,y), on a alors rt — s> = —3A2 < 0. On ne peut donc rien conclure sur la nature des points critiques.

8. f et g sont définies et de classe C! sur U = {(x,y) € R?, x # 0,y # 0}.

Recherchons les points critiques de seconde espece.

2

On a, pour tout (z,y) € U,Vyg(z,y) = (—3, —3> et celui-ci ne s’annule pas. Il n’y a donc pas de point
€T Y

critique de seconde espece.

Recherchons les points critiques de premiére espéce. On pose, pour tout (z,y) € U,

1 1 1 1 1 1 23 12X
L(z,y) =~ + v A (gc2 o 2). On a, pour tout (x,y) € U, VL(z,y) = <a?2 PR y3>
T =2\ Tz =2\
O“{Wg’y; :(()0’0) < y =20 o] y =2\
gy = LT+k-1 =0 2=
La troisiéme relation donne A = —1 ou A = 1. Les points critiques de premiére espéce sont donc A = (-2, —2)

avec A = —1 et B =(2,2) avec A = 1.

Etudions la nature des points critiques a l’aide des conditions du second ordre. Pour tout (z,y) € U,
8275(33 )_E_Q 82L(x )=0 82‘6(33 )_E_Q

ax2 ?y - ",US 1'47 3$3y 7y ] 8y2 79 - y3 y4'

2 6 x (—1 1 1 1

=5 (X_(2)4) =3 de méme t = 3 On a alors rt—sQ:a >0etr>0. Ladonc
un minimum local en A et f a donc un minimum local en A sous la contrainte, de valeur f(—2,—2) = —

2 6x1 1 1
EnB,onadoncrzﬁfQT:fg,demémet:ff. On aalors 71t —s2 = — >0 et r < 0. £ a donc un
maximum local en B et f a donc un maximum local en B sous la contrainte, de valeur f(2,2) = 1.

En A, on a donc r =
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9.

f et g sont définies et de classe C' sur R2.

e Recherchons les points critiques de seconde espéce. On a, pour tout (z,y) € R Vg(z,y) = (2x — 2,2y + 2).
Celui-ci ne s’annule qu’en (1,—1) qui ne satisfait pas la contrainte. Il n’y a donc pas de point critique de
seconde espéce.

e Recherchons les points critiques de premiére espéce. On pose, pour tout (z,y) € R?,
Lz, y) =2 +9°+ (y — x)? —)\(x2—|—y2—|—2y—2x—6).

On a, pour tout (z,y) € R, VL(z,y) = (4 — 2y — \(2x — 2),4y — 22 — \(2y + 2)).
B de —2y—A2x—-2) =0

{ VE@.y) =©.0) L)y or _Aey+2) —0 .

g(z,y) =0 2 +y?+2y—20—-6 =0
En sommant les deux premiéres relations, on obtient (1 — \)(xz + y) = 0, ce qui implique y = —x ou A = 1.
Si y = —z, la troisiéme relation donne 222 — 42 — 6 = 0 soit 22 — 2z — 3 = 0. Le discriminant de ce trinéme est

A = (—2)2 — 4 x (=3) = 16. Les racines sont alors 1 = —1 et x5 = 3, et il s’ensuit que y; = 1 et yo = —3. Les
deux premieres relations donnent alors A = % dans le premier cas et A = % dans le second cas.
Si A =1, la premiére relation (ou la deuxiéme) donne 2z — 2y + 2 = 0 soit y = = + 1.

La derniere donne alors 2% + (z 4+ 1)2 + 2(z + 1) — 2z — 6 = 0 soit 2 +  — 3 = 0. Le discriminant de ce

3 -1-V7 14+ V7

trindme est A = 1 —4 x (—35) = 7. Les racines sont alors x3 = 5% = 5
_1=VT 1+ VT

Ys = 2 y Y4 = 9

A; = (—1,1) avec A = 3

29

et on en déduit

. Il y a donc 4 points critiques de premiere espeéce :

As = (3,-3) avec A = %, Az = (z3,y3) avec A=1, Ay = (z4,y4) avec A = 1.

e Ltudions la nature des points critiques.
Remarquons d’abord que g(z,y) =0 < (z —1)2+ (y+ 1)? = 8. L’ensemble des points satisfaisant la contrainte
est donc le cercle de centre (1,—1), de rayon /8 qui est compact. f étant continue, elle admet un minimum et
un maximum global sous la contrainte, qui sont atteints en des points critiques. Or, on calcule
F(AL) =6, f(Ay) = 54, f(As) = 5, f(Ag) = 5.
f atteint donc son minimum global en A3 et A4 et son maximum global en A,.
Pour A = %, le Lagrangien est L(z,y) = %xQ — 2zy + %y2 — 3z + 3y — 9. Au voisinage de (—1,1), on a
rt—s? =4x % X % —(=2)?2 = =3 < 0. £ a donc un point-col en A1, on ne peut donc rien dire quant a la nature
de A; comme point critique de f sous la contrainte.

Exercice 2.61

On cousideére la fonction f définie par f(x,y) = ;j_y;
1. Déterminer I’ensemble de définition D de f. Cet ensemble est-il convexe 7 On admet que D est un ensemble ouvert.
2. Calculer le gradient de f en chaque point de D.
3. Déterminer I'approximation affine de f au voisinage du point (1,2).
4. On cherche les extrema de f sur I'ensemble £ = {(z,y) € D, 2% + y? = 2}.
(a) Montrer qu’il n’existe pas de points critiques de seconde espeéce.
(b) Chercher les points critiques de premiére espece.
(c) Déterminer les extrema de f sur €.
5. Déterminer les extrema de f sur D. On pourra étudier le signe de f sur D.
6. Déterminer les extrema de f sur Pensemble G = {(z,y) € D, 2? + y* < 2}.
Corrigé
1. f est définie sur D = {(z,y) € R?, 22 + 3> # 0} = R?\{(0,0)}. Cet ensemble n’est pas convexe : il contient les

{
points A = (—1,0) et B = (1,0) mais pas leur milieu 3(A + B) = (0,0).
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2y 2ty
(22 +y2)? (a2 +y2)? )
3. On en déduit 'approximation affine au voisinage du point M = (1,2) : pour tout (z,y) € D,

Fues) = 102+ e -0+ aaw-2 =5+ Re-1+ pu-2.

2. On a, en tout point (z,y) € D,V f(z,y) = (

4. On pose, pour tout (z,y) € D,g(z,y) = 2% +y? — 2}, ainsi £ = {(z,y) € R?, g(x,y) = 0}.

(a) On a, pour tout (x,y) € D,Vg(z,y) = (2x,2y) qui ne s’annule qu’en (0,0). Or ce point ne satisfait pas la
contrainte. Il n’y a donc pas de point critique de seconde espece.

(b) Posons, pour tout (z,y) € R% L(z,y) = f(z,y) — Ag(x,y). Résolvons

4
gf{;‘(x,y) -0 %—2)@ =0
a—j(x, y) =0 & (z?iig)z —2\y =0 - Enremplacant 22 +y?2 par 2 dans les deux premiéres relations,
22ty
g(x,y) =0 x2+y2 =2

celles-ci deviennent respectivement xy* — 4\z = 0 soit x(y* — 4\) = 0 et xty — 4\ y = 0 soit y(z* — 4)) = 0.
Siz#0ety#0,alors 2* = 4\ = y*, donc 2 = y ou x = —y. La relation (3) donne alors 222 = 2 donc z = —1
ouz =1, ce qui implique y =1 ou y = —1, et)\:%:%.

le cas x = y = 0 n’est pas possible car ce point ne satisfait pas la contrainte.

Si 2 = 0, alors la troisieme égalité donne 32 = 2 donc y = —v/2 ou y = v/2 puis A = %4 =0.

De méme si y = 0, alors la troisieme égalité donne 22 = 2 donc x = —v/2 ou & = /2 puis A = % =0.

Il y a donc six points critiques de premiére espéce : A = (—1,1) (avec A = %), B = (1,-1) (avec A = i)7

C = (—v/2,0) (avec A = 0), D = (v/2,0) (avec A = 0), F = (0, —/2) (avec A = 0), G = (0,v/2) (avec A = 0).

(¢) L’ensemble & est compact (c’est un cercle, fermé et borné car inclus dans la boule fermée de méme centre et
méme rayon). f étant continue, elle admet un minimum et un maximum globaux sur D.
Or f(A) = f(B)=2et f(C) = f(D)=f(F)= f(G) =0, donc f admet un maximum global en A et B et un
minimum global en C, D, F et G.

5. On a calculé le gradient de f & la question 2. Celui-ci s’annule en (z,y) € D si et seulement si x = 0 ou y = 0, et
alors f(x,y) = 0. Or on voit que f(x,y) > 0 pour tout (z,y) € D. f admet donc un minimum global sur D, de
valeur 0, en tout point (z,y) de D tel que z =0 ou y = 0.

6. On a vu & la question précédente que sur I'ouvert G = {(z,y) € D,2% +y* < 2}, f admet un minimum global en
tout point (z,y) tel que z = 0 ou y = 0, et n’admet pas de maximum (méme local). De plus, sur la frontiere de G,
on a vu que f admet un minimum global en C, D, F, G et un maximum global en A et B. En conclusion, sur G, f
admet un minimum global de valeur 0 en tout point (z,y) € G tel que z = 0 ou y = 0 (ce qui inclut C, D, F,G) et
un maximum global, de valeur 2, en A et B.

Exercice 2.63

1
1. Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = —xy + §y2 + 9.

(a) Calculer les points critiques de f et donner leur nature locale.
(b) En étudiant f, préciser si les extrema locaux trouvés & la question précédente sont globaux ou non.
(c) Rechercher et représenter sur un graphique la courbe de niveau 0 de f.
2. Soit la fonction g définie sur R? par g(z,y) = 22 + y2. On cherche maintenant & optimiser f sous la contrainte
g9(z,y) = 1.
(a) Montrer qu’il n’y a pas de point critique de seconde espéce sous la contrainte g(z,y) = 1.

(b) Chercher les 6 points critiques de premiére espece sous la contrainte g(z,y) = 1. Représenter ces points critiques
sur un dessin.

(c¢) Donner le maximum et le minimum global de f sous la contrainte g(x,y) = 1.
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(d) Donner la nature des autres points critiques sous la contrainte g(z,y) = 1 (en utilisant si nécessaire des
considérations géométriques).

Corrigé

1. (a) On calcule les dérivées partielles de f. Pour tout (r,y) € R?,

of of 2 *f >*f >’f

=L =2 2L = 1, =% =2y, — =2z, % = 1.

g EY) W 3, (@,y) = —a"+y+1, F5(,y) Y Beoy (z,9) T oy (z,9)
of

Cherchons les points critiques de f : résolvons g?é & 9 . La premiere
oy’

relation donne z = 0 ou y = 0. Si x = 0, la deuxiéme relation donne alors y = —1. Si y = 0, la deuxieme

relation donne alors 2 = 1 donc = 1 ou @ = —1. Les points critiques sont donc (0, —1), (—1,0) et (1,0).

Déterminons leur nature a ’aide des conditions du second ordre.
e En (0,1)onar=2s=0t=1etrt—s>=2>0. Deplus,”=2>0. fadonc un minimum local en
(0,—1) de valeur -1/2.
e En(—1,0)onar=0,s=2t=1etrt—s?>=—-4<0. fadonc un point-col en (—1,0).
e En (1,0),onar=0,s=—2,t =1et rt — s> = —4. f a donc un point-col en (1,0).
(b) On a f(2,1) = —5/2 < —1/2. L’extremum local atteint en (0, —1) n’est donc pas global.
(c) Ona f(z,y) =0 y(—22 + 1y +1) =0« (y = 0 ou y = 222 — 2). La courbe de niveau 0 de f est donc
I'union de la droite d’équation y = 0 et de la courbe d’équation y = 222 — 2.

2. On pose h(z,y) = g(x,y) — 1. Le probléeme revient & optimiser f sous la contrainte h(z,y) = 0.

(a) Le gradient de h est donné par Vhi(z,y) = (2z,2y). Il ne s’annule qu’en (0,0) qui ne satisfait pas la contrainte
h(z,y) = 0. Il n’y a donc pas de point critique de seconde espece sous la contrainte g(x,y) = 1.

(b) On appelle L£(z,y) = f(z,y) — Mr(z,y) = —2%y + 1y* + y — A(z? + y* — 1) le Lagrangien associé au probleme.
oL
§(m>y) =0 —2zy—2xx =0
Résolvons le systéme () =0 s —2?+y+1-2y =0 .
oy’ 22 +y? =1
hz,y) =0
La premiére relation se réécrit —2z(A + y) = 0 et donne donc z =0 ou y = —\.
e Siz =0, alors la troisiéme relation donne y? = 1 soit y = 1 ou y = —1. D’aprés la deuxiéme relation, on a
1
alors)\:y+ ,s0it O0siy=—let1lsiy=1.
e Siy = —)\, la deuxiéme relation se réécrit —2 —X\+1+2X% = 0 et la troisieme 22+ \? = 1. En additionnant
ces deux relations, on trouve 3A? — A 4+ 1 = 1 soit A(3\ — 1) = 0. Cela donne A =0 ou A = %
Si A = 0, la troisiéme relation donne z2 = 1 d’ott # = 1 ou 2 = —1, et I’hypothése donne y = —\ = 0.
Si A= %, la troisieme relation donne z? + (%)2 = 1 soit 22 = % et donc xz = 727‘/5 ouxr = %, et

1
g.

En conclusion, nous avons les points critiques suivants :

A=(0,—-1)avec A\=0; B=(0,1)avec A\=1; C=(—1,0) avec A=0; D = (1,0) avec A=0;

= (-2, ) avec A= 5 F= (32, ~) avee A =

I’hypothese donne y = —

1
3

10
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(c)

Y Co(f)
B
¢
C D x
g(z,y) =1
E F
A

L’ensemble des points satisfaisant la contrainte g(z,y) = 1 est le cercle de centre O = (0,0) et de rayon 1. Il
est fermé et borné, donc compact, et f étant continue, elle admet un minimum et un maximum globaux sur ce
cercle. Ceux-ci sont nécessairement atteints en des points critiques.

Orona f(A4) = —1, f(B) = £, (C) = 0, f(D) = 0, f(E) = —2L, f(F) = — 2,

Le minimum global de f sous la contrainte est donc atteint en F et F, et le maximum global est atteint en B.

Les trois points critiques restants A, C, D ont pour multiplicateur de Lagrange A = 0, le Lagrangien associé
est donc égal & f. On a déja prouvé que f admettait un minimum local (sans contrainte) en A, c’en est donc
aussi un sous la contrainte. En C et D, on a prouvé que f admettait un point-col (sans la contrainte) : on ne
peut donc rien conclure quant a la nature de ces points critiques sous la contrainte. Toutefois, on observe sur
le dessin que la courbe de niveau 0 n’est pas tangente au cercle en C' et D, on en déduit donc que f n’admet
pas d’extremum local sous la contrainte en C' et D.

Exercice 2.65

Soient les fonctions f et g définies sur D = R?\{(0,0)} par

flay) =In@®+y?) -2 -z, gla,y) =2 +y

1. Montrer que f n’admet aucun extremum global sur D.

2. Déterminer les points critiques de f.

3. Donner la nature des points critiques de f.

On cherche maintenant d optimiser [ sous la contrainte g(x,y) = 1

4.
o.
6.

.

Corrigé

Montrer qu’il n’y a pas de point critique de seconde espéce sous la contrainte g(x,y) = 1.
Chercher les 4 points criiques de premiere espece. Représenter ces points critiques sur un dessin.

Mountrer que f admet un maximum global et un minimum global sous la contrainte g(z,y) = 1. Préciser les points
ou ces extrema sont atteints et leurs valeurs.

Etudier la nature du point critique restant.

1. On a, pour tout y > 0, f(0,y) = In(y?) = 2In(y). Cette quantité tend vers —oco (respectivement +oco) lorsque y

2. On calcule, pour tout (z,y) € D, =—(x,y) = ——— — 2z — 1,

tend vers 0 (respectivement +00). f n’admet donc pas d’extremum global sur D.

of 2z 6f( )= 2y

—(z,y) = ——.
Ox Ay 4 22 + y?

22 + 92

Si ces deux quantités sont nulles en (z,y), alors la deuxiéme relation impose y = 0 et la premiére se réécrit

11
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2
= —2x —1=0soit —22? — x4+ 2 = 0. Le discriminant de ce trindme est A = (—=1)? —4 x (=2) x 2 = 17.
T

—-1- V17 -1+ VT

Il y a donc deux racines 1 = — et xo 1
—1—-v17 -1+ V17

Les points critiques sont donc (4, O) et <Z, O).

0% f 2y% — 222 0% f —4zy 0% f 222 — 292

3. On calcule, pour tout (z,y) € D, @(x,y) = @2+ ) =2 Guay (z,y) = m, a—yz(x,y) = W
En particulier, en tout point (z,y) de D ot x # 0,y = 0 (ce qui est le cas des points critiques), on a
r=—-——-2<0,s=0,t=—>0dourt— 52 < 0. Les deux points critiques sont donc des points-col pour f.
x x

4. On a, pour tout (z,y) € D,Vg(z,y) = (2z,2y). Celui-ci ne s’annule qu’en (0,0), point qui ne satisfait pas la
contrainte g(x,y) = 1. Il n’y a donc pas de point critique de seconde espéce.

5. On pose L(z,y) = f(z,y) — Mg(x,y) — 1) le Lagrangien associé au probléme.

oL 2z
/ g—(x,y) =0 21y 22 1-2\xx =0
Résolvons ey =0 © Y — Dy =0 -
o 2 + y2
glz,y) =1 a?+y? =1
—1-2\r =0
D’aprés la troisiéme relation, on peut remplacer 22+ par 1 dans les deux premiéres relations. Il vient 2y —2\y =0 .
2249y =1
La seconde relation se rééerit y(1 — A) =0, donc y =0 ou X = 1.
Siy = 0, la troisieme relation implique z? = 1 donc = —1 ou = = 1, et la premiére donne enfin A = % ou \ = —%.
Si A =1, la premiere relation donne x = f% et la troisiéme donne y? = % soit y = 7@ ouy= @

Les points critiques de premiere espéce sont donc

A=(-1,0) avec A= 3, B=(1,0) avec A = —3, C' = (—%,—?) avec \=1let D = (—%,?) avec A = 1.

Y

g(w,y) =
C

6. L’ensemble des points satisfaisant la contrainte est le cercle de centre (0,0) et de rayon 1 qui est compact. La
fonction f étant continue, elle admet un minimum et un maximum globaux sous la contrainte, qui ne peuvent étre
atteints qu’en des points critiques. Or on a f(4) =0, f(B) = =2, f(C) = f(D) = 1. [ atteint donc son minimum
global en B et son maximum global en C et D.

7. Sous la contrainte, on a f(z,y) = —2% —x = —x(1+x). Au voisinage de (—1,0), cette quantité est de signe constant

et positif. f posseéde donc un minimum local en A, de valeur 0.
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