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TD3
Chargé de TD : Rémy Poulain

1 On peut enfin regarder les Castors

Exercice 1 (Castors affairés)

Pour n ∈ N, soit En l’ensemble des machines de Turing à ruban bi-infini,
sur l’alphabet {1, B}, à n états (sans compter accept et reject) et qui ac-
ceptent le mot vide.

Si M ∈ En, on note f(M) le nombre de 1 inscrits sur le ruban quand, sur
la donnée ε, M s’arrête en acceptant. On considère la fonction Score de N
dans N définie par Score(n) = max{f(M) |M ∈ En}.

1. Calculer Score(2).

2. Montrer que Score n’est pas calculable.

3. Montrer que Score(3) ≥ 6. 1

2 Diagonalisations

Montrer par un argument diagonal (et donc sans réduction) que les lan-
gages suivants sont indécidables :

Exercice 2
Ldiag = {wi | wi /∈ L(Mi)}

Exercice 3
Laccepte = {< M,w > | M accepte w}

Exercice 4
Larret = {< M,w > | M(w) 6= ⊥}

1. En fait, on a égalité.
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3 Vers la réduction

Exercice 5
En supposant que le langage Larret est indécidable (et seulement celui-ci),
montrez que L∅ = {< M > | L(M) = ∅} l’est également. Vous raisonnerez
par l’absurde et supposerez l’existence d’une machine de Turing M∅ décidant
L∅. Vous construirez ensuite une machine M décidant Larret en utilisant M∅.

Exercice 6
En supposant que le langage Laccepte est indécidable (et seulement celui-
ci), montrez que Larret l’est également. Vous raisonnerez par l’absurde et
supposerez l’existence d’une machine de Turing Marret décidant Larret. Vous
construirez ensuite une machine M décidant Laccepte en utilisant Marret.

4 Réductions

Les preuves des exercices 4 et 5 ont toutes un point commun expliqué
ci-dessous. On dit que ce sont des preuves par réduction.

Rappel : Si on considère deux problèmes, A et B, on dit que A se réduit
à B (noté A 4 B) si on peut exhiber une fonction calculable f qui pour
toute instance a de A, renvoie une instance b = f(a) de B, telle que a est une
instance acceptante de A si et seulement si b est une instance acceptante
de B. Mais, il n’est pas nécessaire que toutes les instances de B soient dans
l’image de f !

Si on a A 4 B, alors :
— si A est indécidable, alors B est indécidable ;
— si B est décidable, alors A est décidable.

Exercice 7
Dire si les problèmes suivants sont décidable ou non. Si c’est le cas, donnez
l’idée de la machine de Turing décidant le langage et sinon, faites une preuve
par réduction.

1. Donnée : le code < M > d’une machine de Turing
Question : M s’arrête-t-elle sur le mot vide ?
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2. Donnée : le code < M > d’une machine de Turing
Question : M s’arrête-t-elle sur au moins une donnée ?

3. Donnée : les codes < M > et < M ′ > de deux machines de Turing
Question : L(M) = L(M ′) ?

4. Donnée : le code < M,w > d’une machine de Turing et d’un mot
w et un entier n (en base 2)
Question : M accepte-t-elle w après au plus n transitions ?

5. Donnée : le code < M > d’une machine de Turing
Question : M calcule en temps polynomial (i.e. M termine en temps
polynomial) ?

6. Donnée : les codes < M > d’une machine de Turing et le code
< M ′ > d’une machine de Turing qui s’arrête pour tout mot w en au
plus 2.|w| transitions
Question : Pour tout mot w, M(w) = M ′(w) ?

Exercice 8 (automates linéairement bornés)
Un automate linéairement borné est une machine de Turing qui lorsqu’elle
lit un blanc, écrit un blanc et se déplace vers la gauche.

1. Montrer que le problème de l’arrêt des automates linéairement bornés
est décidable.

2. Montrer que le problème de l’arrêt universel des automates linéairement
bornés est indécidable :
Donnée : < M > où M est un automate linéairement borné
Question : est ce que M s’arrête sur toute donnée ?

Exercice 9 (Fonctions calculables et langages récursifs)
Donner une fonction calculable dont l’image n’est pas récursive.
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