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Introduction

Dans cette thése, nous étudions des propriétés de certains systémes
dynamiques discrets aléatoires sur des variétés riemanniennes compactes.
Nous nous intéresserons plus particuliérement aux compositions aléatoires de
difféomorphismes du tore de dimension d (d > 1).

La dynamique discrete classique consiste a étudier les itérées d"une fonction
d’évolution f sur un espace topologique X, tandis que la dynamique aléatoire
consiste a regarder par exemple deux fonctions fi, f, sur X et a étudier les
compositions aléatoires de f; et f,. C’est a dire que I'on se donne une suite i.i.d.
(in) & valeurs dans {1,2}, et on regarde les itérations F, = f;, , o--- o f;, ou de
maniere équivalente, la chaine de Markov

Xn+1 = fi,, (Xn), Xo =xeX

La trajectoire ne dépend plus uniquement de la condition initiale x mais aussi
des valeurs prises par la suite de Bernoulli (i,). On peut généraliser ce type
de systéeme a une infinité de fonctions en prenant d’autres lois que celle de
Bernoulli.

Les systemes dynamiques aléatoires englobent de nombreuses chaines de
Markov couramment étudiées en théorie des probabilités. Ils apparaissent no-
tamment en discrétisant des équations différentielles aléatoires de la forme
X = (X}, &) avec & un processus de Levy, lesquelles interviennent par exemple
en physique statistique. Ces systémes dynamiques apparaissent également
pour étudier certains modeles de population ou pour simuler une intelligence
artificielle en théorie des jeux.

Voyons un exemple tiré des travaux d’Erdos. Prenons 0 < a < 1 et §; une
suite de Bernoulli a valeurs dans {-1,1}. On s’intéresse a la loi de Y, 0xa", et
notamment aux valeurs de a pour lesquelles celle-ci est absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue. Il s’avere alors que cette loi est l'unique
probabilité stationnaire du systeme dynamique X,,+1 = aX, + 0,41 (la définition
de mesure stationnaire sera donnée dans le chapitre "Rappels"). Pour de plus
amples détails sur les systemes dynamiques aléatoires, on pourra consulter [10]

Les aspects "stochastiques" d'un systeme dynamique aléatoire (ou méme
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déterministes) sont en bonne partie régis par leurs exposants de Lyapunov :

Dans le cas d'un systeme dynamique déterministe de dimension 1, les ex-
posants de Lyapunov sont :

{fln |f'ldu

Par le théoreme ergodique, si u est une mesure invariante ergodique, pour u
presque tout x on la formule :

ﬂu=#}-

: 1 n\/ ’
lim iY@l =y = [ Il
Heuristiquement, pour n >> 1 et x une condition initiale générique :
f"(x+ 8) = f1@) = (") ()IA ~ e A.

I1 est a noter que 'exposant de Lyapunov dépend crucialement de la mesure
invariante choisie. En dimension d > 1, cette définition se généralise a
une famille de d exposants de Lyapunov, représentant les sensibilités direc-
tionnelles du systeme. Ces définitions se transportent aisément au cas aléatoire.

La non-nullité des exposants de Lyapunov représente en un certain sens un
certain "chaos" du systéme. Mais la théorie de Pesin [5] donne alors l'existence
I'existence de variétés stables et instables qui peuvent donner une certaine
compréhension de ce chaos.

Il s’avere fréquent qu'un systéme dynamique posséde des exposants de
Lyapunov nonnuls, specialement quand le systéme a une composante aléatoire,
mais étonnamment ce fait est en général difficile & démontrer. Un résultat da a
H.Furstenberg [8] ayant eu une importance considérable dit que si (M) est une
suite de variables aléatoires i.i.d. (indépendentes identiquement distribuées)
a valeurs dans SI;(R), alors le plus grand exposant de Lyapunov associé au
produit P, = M,,_1 - -- My, que 'on peut définir par

y = lim SE[n|P,[l,
n—+oco 1

est strictement positif excepté dans certaines situations exceptionnelles, que
nous qualifierons de rigide, ou il existe une mesure laissée invariante par
presque toute réalisation de M. Ce résultat fat par la suite généralisé dans
différents contextes, par exemple dans des cas ot les matrices M, ne sont pas
indépendantes (Virtser [18], Royer [17], Ledrappier [13]), ou en considérant des
compositions de difféomorphismes plus nécessairement linéaires. (Avila-Viana

[4].
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Chacune de ces généralisations illustre une certaine dichotomie :

-soit le systéme posséde au moins un exposant de Lyapunov non nul, ce
qui signifie que le systéme a une forte sensibilité aux conditions initiales et a
donc une dynamique que l’on peut qualifier de "chaotique".

-soit le systeme a une certaine rigidité dynamique, qui s’exprime par
certaines propriétés sur ses mesures invariantes, ce qui peut dans certains
cas permettre une réduction du systeme a un plus simple. La dynamique du
systéme sera alors plutdt réguliere.

Les résultats énoncés plus haut sont d'une nature assez générale. En
étudiant des systemes dynamiques plus particuliers, on peut obtenir une
dichotomie plus forte, ott dans le premier cas de l'alternative on obtient des
estimées plus précises sur les exposants de Lyapunov tandis que dans le second
cas de l'alternative la rigidité du systéeme s’exprime par une conjugaison,
éventuellement lisse, a un systeme simple, auquel cas la dynamique du
systéme sera treés réguliere. Citons par exemple l'article de D. Dolgopyat et R.
Krikorian [6] sur 1’étude de compositions indépendantes de difféomorphismes
de la sphere proches de rotation, ou celui de A. Avila et R. Krikorian [3] sur les
produits de matrices de Schrodinger a potentiels périodiques.

Une telle dichotomie forte peut s’avérer tres utile pour l'étude d'un
systeme dynamique : si ce systeme est conjugué a un systeme simple, alors
sa dynamique est relativement aisée a étudier, tandis que des renseignements
sur les exposants de Lyapunov permettent d’utiliser la théorie de Pesin [5].
C’est ainsi que dans [6] la dichotomie prouvée est utilisée pour montrer qu'un
systeme dynamique aléatoire généré par des difféomorphismes de la sphere
proches de rotations et préservant le volume est nécessairement ergodique, et
dans [3] pour résoudre la conjecture d”Aubry-André sur la mesure de Lebesgue
du spectre de certains opérateurs de Schrodinger.

Dans cette thése nous désirons établir une dichotomie forte dans le
cadre d'une composition aléatoire idépendante de difféomorphismes du
tore d-dimensionnel (d > 1), en montrant une alternative entre 1’existence
d’exposants de Lyapunov strictement négatif et une conjugaison simultanée
des difféomorphismes composés a une famille de difféomorphismes simples.
Nous nous intéresserons plus particulierement aux cas d = 1 et 2.

Il existste beaucoup de résultats généraux sur les systemes dynamiques
sur T (citons notamment le théoréme de conjugaison lisse de M.R. Hermann
et J.C. Yoccoz [19]). En revanche pour d > 1, I’'étude dynamique d'un dif-
féomorphisme quelconque de T? est un probléme trés difficile, et nous nous
restreindrons donc a un cas local (les difféomorphismes considérés sont choisis
proche de difféomorphismes connus). De plus, a l'instar d’une majorité de
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théorémes de conjugaison lisse, nous imposerons des conditions arithmétiques
sur les vecteurs de rotations des difféomorphismes.

Le premier chapitre présente les outils nécessaires par la suite, notamment
la définition formelle de systéeme dynamique aléatoire, la notion de mesure sta-
tionnaire et d’exposant de Lyapunov, et la définition de ’ensemble de rotation
d’un difféomorphisme du tore.

Le second chapitre présente certains théoremes de rigidité cités ci-dessus,
et notamment une démonstration détaillée du théoreme de A.Avila et M.Viana
dans le contexte d"un systéme dynamique aléatoire sur le tore de dimension 1.
Nous donnons ensuite quelques applications de ce résultat.

Dans le troisieme chapitre, nous établissons quelques théorémes de conju-
gaison locale sur les difféomorphismes du tore, dérivés du théoreme de conju-
gaison d’Arnold [2], et présentons ainsi le procédé d’itération KAM, dont nous
aurons besoin par la suite.

Dans le quatrieme chapitre nous définissons une famille particuliere de dif-
féomorphismes du tore, que 'on appelle cocycles d’Anzai, et en donnerons
quelques propriétés. Cette famille de difféomorphismes est intéressante en le
fait que toute composition aléatoire de cocycles d’Anzai n'a que des expo-
sants de Lyapunov nuls. Un but de cette thése est d’établir que dans certains
contextes, la nullité des exposants de Lyapunov d'un systeme dynamique aléa-
toire sur T est une caractérisation des diffSomorphismes de cette famille, a
changement de coordonnées prées. Nous démontrerons dans ce chapitre un ré-
sultat allant en ce sens, basé sur le théoréme de Avila-Viana énoncé au deuxiéme
chapitre.

Dans les deux derniers chapitres nous nous intéressons a un résultat local
de rigidité, a savoir que dans un contexte perturbatif, un systeme dynamique
aléatoire lisse sur T? vérifiant certaines conditions arithmétiques dites diophan-
tiennes admet des exposant de Lyapunov strictement négatifs excepté si 1'on
peut par un changement de coordonnées lisse ramener le systeme a un sys-
temes de cocycles d’Anzai. Nous démontrons ce théoréme dans les cas d = 1 et
2, utilisant des techniques présentées aux chapitres 2, 3 et 4.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Systéme dynamique aléatoire, mesure station-
naire

Soit X un espace topologique. Nous appellerons transformation aléatoire de
X toute application
fi OxX —-X
@%) = fox)

o1 (QQ, ¥, IP) est un espace probabilisé, telle que pour tout x dans X, w — f“(x)
soit une application mesurable. Nous dirons que f vérifie une propriété
fonctionnelle (continue, C!, bijective..) si f¢ vérifie cette propriété pour presque
tout w dans Q. Un systeme dynamique aléatoire est la donnée d'une suite x,
définie par x,41 = f“(x,), ol f est une transformation aléatoire et (w,) une
suite i.i.d. d’éléments de (Q, 7, P).

La notion de mesure invariante devient dans ce contexte celle de mesure
stationnaire (ou mesure d’équilibre). Les mesures stationnaires sont les mesures
de probabilité y sur X telles que si xp suit une loi y et est indépendante de (w,),
alors x,, suit une loi u pour tout n. Cette propriété équivaut a vérifier la relation

= E[fuul.
Autrement dit, j est stationnaire si elle est invariante par 1’opérateur de transfert
Te =Elpof]

A linstar des mesures invariantes, on dit qu'une mesure stationnaire est
ergodique si elle est extrémale dans 1’ensemble des mesures stationnaires. On
peut vérifier qu'une mesure stationnaire u est ergodique si et seulement si
pour toute fonction borelienne ¢ sur X, Tg = ¢ = ¢ = constante u-pp.
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Présentons maintenant un moyen de voir un systéme dynamique aléatoire
comme un systéme dynamique classique. Soit Q = QN muni de la probabilité
P =1PN etsoitt: Q — Q, envoyant un élément w = (wi)izo SUr TW =
(Wk+1)k=0- Considérons maintenant le systeme dynamique sur Q x X défini par
la transformation

Flw,x) = (tw, f*(x)).

Les itérés de F sont donnés par
Fl(w,x) = (T"w, f ' o+ 0 fP(x)).

Ainsi, la dynamique de F met en évidence la dynamique aléatoire de f. Une
mesure [ sera stationnaire pour f si et seulement si IP X u est invariante pour
F, et sera ergodique si et seulement si IP X u 1'est. Cela permet d’utiliser des
théorémes de dynamique classique. Par exemple, dans ce contexte le théoreme
de Birkhoff dit que si p est une mesure stationnaire ergodique et si ¢ est dans
LY(X, p), alors pour u-presque tout choix de xy on a presque stirement

n—1
Jim 2" ot = [ gouo)
k=0 X

1.2 Nombre de rotation, ensemble de rotation

Soit f une application continue de T dans T. Cette application peut se relever
en une application continue de R dans R sous la forme f(x) = kx + ¢(x), olr ¢
est une fonction 1-periodique, et k un entier, ce relevement étant qui plus est
unique a une constante entiere pres. Si f est un homéomorphisme de T, alors
k = +1.Sik =1, on dit que f préserve l'orientation de T, et on note Hom,(T)
I'ensemble des homéomorphismes de T préservant I’orientation. Si f est un tel
homéomorphisme, on peut vérifier que la quantité

frx) —x

n

converge, uniformément en x, vers une constante que 1’on notera p(f) et que
l'on désignera comme le nombre de rotation de f. Les propriétés principales du
nombre de rotation sont :

1) Si ¢ appartient a Hom, (T), p(gfg™!) = p(f)-
2)Sirg(x) =x+a, p(ty) = a.

Un objectif important en dynamique, ainsi que dans cette these, est I'étude
de conjugaisons éventuelles de difféomorphismes du cercle a des rotation. Le
nombre de rotation d’un homéomorphisme f donne la rotation a laquelle f
doit étre conjuguée si conjugaison il y a. De tels théorémes de conjugaison
nécessitent en général des hypotheses arithmétiques sur ces nombres de



1.2. NOMBRE DE ROTATION, ENSEMBLE DE ROTATION 11

rotations, entrainant certaines conséquences dynamiques sur f.

Présentons un moyen de calculer le nombre de rotation d'un homéomor-
phisme f a partir d’une mesure invariante y. En écrivant f = Id + ¢ avec ¢
1-périodique, on constate que

fn (x) n-1

kO

P(fF(x)).

Ainsi, p(f) apparait comme la limite des sommes de Birkhoff de ¢. Si i est une
mesure invariante par f, alors l'intégration de la formule précédente selon u
donne

Mﬁ=ﬁMWMm

C’est cette formule que nous allons utiliser pour généraliser la notion de
nombre de rotation en dimension superieure.

Considérons donc maintenant une application continue de T? dans lui
méme, ol d est un entier strictement plus grand que 1. Une telle applica-
tion se releve sur R?, de maniére unique a un d-uplet d’entiers pres, sous la
forme f(x1,...,x5) = A(x1,...,%3) + $(x1,--+ ,x4), olt A est une application li-
néaire sur IRY stabilisant le résau Z¢, se représentant donc par une matrice d x d
a coefficients entiers, et ¢ une application continue 1-périodique en chaque
variable (i.e. Z-périodique). Si de plus f est un homéomorphisme de T¢, alors
A doit étre inversible, i.e. A appartient a Glz(Z). On dit que A est la partie
algébrique de f, et ¢ sa partie périodique. Considérons maintenant le sous en-
semble d’homéomorphismes de T¢ dont la partie algébrique vaut Id, que I'on
notera Homg(TY). Si f est un élément de Homg(T?), il s’écrit donc sous la forme
f =1d + ¢, et al'instar de la dimension 1, on a pour x dans R?

f«,, (X) n—1

kO

P(fF(x)).

Cette quantité ne converge pas nécessairement quand n tends vers +oco.
Cependant, si y est une mesure invariante ergodique pour f, alors pour u
presque toute valeur de x la quantité précédente converge vers fw o(y)du(y).
Et réciproquement, si la quantité précédente converge, alors la limite est
de la forme de ¢(y)du(y) pour une certaine mesure invariante u, choisie
comme limite faible d’une sous-suite de %ZZ;& Op(n- 1l est donc légitime

d’appeller vecteur de rotation de f tout d-uplet de la forme fw o(y)du(y), ot
y est une mesure invariante pour f. Et on appellera ensemble de rotation de
f, que I'on notera R(f), I'ensemble des vecteurs de rotations de f. C’est un

compact convexe de T? et plus précisément 1’enveloppe convexe des limites

f()

des quantités quand x parcourt T?. Comme en dimension 1, on a les
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propriétés :

1)Si f, ¢ appartiennent & Homo(T9), R(gfg™?) = R(f).
2)Pour a dans T, si 7,(x) = x + a, R(r,) = {a}.

Regardons cette définition sur un exemple. Considérons un homéomor-
phisme de T? de la forme

foy) = (x+a,y+px)

otl a est un réel et § une fonction continue sur T. C’est une classe d’homéomor-
phismes de T? qui s’averera particulierement importante dans cette thése et
que nous étudierons plus profondément par la suite. Un tel homéomorphisme
préserve la mesure de Lebesgue sur T?, dong, la partie periodique de f étant
¢(x, y) = (a, B(x)), on en déduit que (a, fT B(x)dx) est un vecteur de rotation de
f.Si p est une mesure f-invariante, alors

f P, y)du(x, y) = (Ofrf pdu(x, v)),
T2 T

donc R(f) C {a} X T. De plus, dans le cas ou « est irrationnel, la projection de u
sur la premiere coordonnée étant invariante par x — x + a est égale a la mesure
de Lebesgue, donc ﬁrz B)du(x,y) = f1r B(x)dx, et R(f) est donc réduit au seul
point {a, [ p(x)dx)}.

Cela n’est en revanche plus vrai si « est rationnel. Par exemple, si & = 0,
et donc f(x,y) = (x,y + B(x)), alors pour tout x dans T la mesure 6, ® dy est
invariante par f, d’ott on déduit que («, f(x)) appartient & R(f). Donc dans le
cas a = 0, R(f) = {0} X [min 8, max f].

On aurait pu aussi obtenir ces résultats en étudiant directement les limites
éventuelles de

F100 ) = ()
— =

n-1
(@, % Y B+ ka).
k=0

1.3 Exposants de Lyapunov

Les exposants de Lyapunov sont un moyen de calculer les contractions et
les expansions d'un systéeme dynamique. IIs sont définis comme suit : Soient
X un espace compact, f : X — X une application continue, et y une mesure
invariante ergodique. Soit (A(x))xex une famille de matrices réelles d X d indexée
par X, de maniere mesurable (i.e. x = A(x) est une application mesurable) tel
que In||Al| € LY(u). Posons

An(x) = A(f"71 (@) - A)

Les matrices A, (x) se récupérent naturellement par la dynamique d"un cocycle :
définissant sur X X IR la transformation T(x,h) = (f(x), A(x)h), on a T"(x, h) =
(f"(x), An(x)h). On s’intéresse a la quantité
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Ax, h) = limsup % In|A,(x)h| (1.1)
n—+oco

pour i dans R?. On vérife aisément que pour tout réel t non nul, A(x, th) = A(x, h)
et pour tout hy,h, de R? A(x, by + hy) < max(A(x, h), A(x, hy)) avec égalité si
A(x, ) # A(x, hy) , et on en déduit qu’a x fixée, A(x, h) ne prend qu'un nombre
fini de valeurs A; > -+ > A,, p < d, quand h parcourt RY, et que les espaces
Vi = Vi(x) = {h € RYA(x, h) < A} (k = 1,...,p) forment une suite décroissante
de sous espaces vectoriels de IR?, vérifiant Vi(f(x)) = A(x)Vi(x).

Notant my = dim V — dim Vi, (convenant V4,1 = {0}), on peut montrer
(voir [15],[12]) que si p est une mesure invariante ergodique pour f, alors il
existe un sous ensemble d’éléments x de X de py-mesure totale sur lequel les
quantités p, Ay et my ne dépendent pas de x et tel que pour tout i de R?, la limite
supérieure 1.1 est en réalité une vraie limite. Ces réels A4, ..., Ap sont appelés
exposants de Lyapunov du cocycle T associés a la mesure invariante u, et my
est la multiplicité de Ax. Ainsi, pour u-presque tout x dans X et pour tout
appartenant a Vi — Vi,

1
Ae = lim = In|A,(x)hl.
n—+oo 11

Comme ), my = d, en comptant les exposants de Lyapunov avec leur multipli-
cité on définit ainsi d exposants de Lyapunov y1 >y, > --- > py.

Le plus grand exposant y1 = A, etle plus petit exposant y; = A, sont donnés
par les formules

.1 1 “1y-
y1= lim ~InlA@I,ye = lim —InflA, 77,
valides pour u-presque tout point x de X.

Lorsque f est inversible, on a pour p presque tout x la décomposition de

I'espace
R = E1(x) @+ @ Ep(x),
IR
Ex(x) = {h e R| lim -~ In|A,(x)h] = A} U {0)
vérifie Ex(f(x)) = A(x)Ex(x). On a alors
Vi(x) = Ex(x) @ - - - & E4(x).
Quand X est une variété riemannienne et f un difffomorphisme de X, une

famille (A(x)) naturelle associée est donnée par A(x) = Df(x).Si f: O x X — X
est un difféfomorphisme aléatoire de mesure stationnaire ergodique y, on lui
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associe la transformation (w, x) > (tw, f“°(x)) sur QN x X muni de la mesure
invariante PN ® u et on choisit A(w, x) = Df“(x). Les exposants de Lyapunov
sont invariants par cojugaison : si g est un difféfomorphisme de X, les exposants
de Lyapunov de f associés a la mesure u sot identiques aux exposants de
Lyapunov de ¢f¢™! a la mesure f.u.



Chapitre 2

Théoremes de rigidité sur les
exposants de Lyapunov

2.1 Quelques théorémes de rigidité

Les exposants de Lyapunov mesurent les contractions et expansions
exponentielles d"un systeme. Ceux ci ne donnent a priori que peu d’information
lorsqu’ils sont nuls. Mais il s’avére que la situation ou tous les exposants
de Lyapunov d’un systéeme sont nuls ne se produit que rarement, divers
théoréemes montrant que cette propriété entraine souvent une importante
rigidité dynamique. Nous allons explorer certains de ces théorémes dans ce
chapitre, ainsi que certaines de leurs conséquences.

Le premier résultat de rigidité de ce type est dii a H. Furstenberg [8], et
concerne I'exposant de Lyapunov caractéristique d'un produit de matrices aléa-
toires i.i.d. Si (M,,) est une suite de variable aléatoires a valeurs dans S/;(R),
Furstenberg montre que 1'exposant de Lyapunov caratéristique

y = lim SE[n[M,]]
n—+oo 1

est strictement positif, excepté s’il existe une mesure u sur l'espace projectif
des droites de R? presque stirement invariante par M.

F. Ledrappier [13] étudie le cas général d'un produit de matrices au dessus
d’un systéeme dynamique mesuré quelconque. Etant donné un espace probabi-
lisé (X, ), une transformation inversible f de X préservant une probabilité y, et
une application mesurable A : X — SI;(IR), il obtient un critére général assurant
la positivité stricte de ’exposant de Lyapunov caractéristique en fonction des
mesures invariantes I du cocycle (x,h) — (f(x), A(x)h) se projettant sur p.
Ledrappier récupere ainsi notamment le résultat de Furstenberg ainsi que des
résultats généralisant celui de Furstenberg d’un produit de matrices sur un

15
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systéeme dynamique Markovien (voir [17] et [18]).

En utilisant la méthode de Ledrappier, A.Avila et F.Viana [4] ont démontré
un résultat analogue sur les exposants de Lyapunov associés a un cocycle de la
forme (x, y) — (f(x), gx(y)), f étant une transformation inversible d’un espace
probabilisé et (gx) une famille de difffomorphismes d'une variété riemannienne
compacte. Ce résultat a pour conséquence un résultat semblable a celui de
Furstenberg sur les exposants de Lyapunov d'une composition aléatoire d"une
suite i.i.d. de difféomorphismes, que I’on peut énoncer ainsi :

Théoréme 1. Soit f un difféomorphisme aléatoire C' d’une variété riemannienne V,
u une mesure stationnaire de f. On suppose que In||Df(-)|| et In IDF()I™! sont P x U
intégrables, et on note y1 > - -+ > 4 les exposants de Lyapunov associés a (f, ). Alors
va <0, excepté si f,u = p presque silrement.

2.2 Démonstration d'un cas particulier du théoreme
de Avila/Viana

Nous allons maintenant démontrer le théoréme de Avila/Viana en se restrei-
gnant au cas d’un systéme dynamique alétaoire sur le cercle afin d’alléger les
notations et les calculs (le cas général est un peu plus technique mais suit la
méme trame de démonstration).

Théoreme 2. Soit f : T — T un difffomorphisme aléatoire C', et u une mesure
stationnaire ergodique pour f. On suppose In|f’| est P X p-intégrable, et on pose

=E fT In|f’(x)ldu(x) I'exposant de Lyapunov associé i (f, p1). Alors siy <0, on a
fupt = p presque surement.

L’idée est d’étudier la quantité

= [ ( v 1”‘( ))d#(x)
T

£ représente la dérivée de Radon-Nikodym de f; 'y par rapport a u
(plus précisément : c’est la fonction positive g définie i presque partout telle
que (f D.usécritd(f).pu = gdu+dv avec v mesure singuliere par rapport a ).
d(f ).
du

u d(f
du

La quantité ln( ) n’étant a priori pas nécessairement intégrable, on prend

la convention —h = —oco si ce n’est pas le cas. Par I'inégalité de Jensen,

A(f.p
du

—-h<In (]E (x)dy(x)) <0,

—1
et h = 0 si et seulement si % = 1 p-presque partout et presque surement,

c’est a dire si et seulement si f.u = u presque surement.
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On va montrer I'inégalité min(y,0) < —h, qui implique clairement le théo-
réme 2 par ce qui a été dit ci dessus. Pour ce faire nous utiliserons un lemme

de géométrie de la mesure disant d’une part que I'on peut voir une dérivée

de Radon Nikodym du type %(x) comme limite de rapport du type % ot [
est un intervalle centré en x de longueur tendant vers 0, et d’autre part qu'une
probabilité u sur T a une dimension inférieure a 1, dans le sens ott pour r > 1
il n’existe que peu d’intervalles de longueurs petites satisfaisant des inégalités

du type u(I) < [(I)". On désignera dans la suite par I.(x) l'intervalle [x — ¢, x + €].

Proposition 1. Soient v une probabilité sur T, et y une mesure signée sur T. Alors :
i) Pour v presque tout x,

dy
E(x)

(L ()]
v(I(x))

L)
=)

it) Notant q*(x) = sup,. la fonction maximale associée a u, on a

f Ing*(x)dv(x) < 2.
T

iii) Pour v-presque tout x,
Inv(L(x) _,

lim sup

e—0 Ine

Cette proposition étant un énoncé classique de géométrie de la mesure et
n’étant que peu liée aux systémes dynamiques, nous ne donnerons qu’une
breve démonstration. Celle ci est basée sur le lemme de recouvrement de
Besicovitch, dont une version simplifiée aisée & montrer sur T dit que pour
tout recouvrement d'un compact de T par des intervalles, on peut en extraire
un recouvrement fini tel que tout point de T appartient a au plus 2 intervalles
du sous-recouvrement.

On commence par établir I'inégalité maximale

QRIN

v({g" > a}) <

7

qui se montre en prenant un compact arbitraire K C {g* > a}, en choisissant
pour chaque point x de K un intervalle I, centré en x tel que |u(ly)| > av(ly), en
extrayant de (I;) un sous recouvrement (I) de K par le lemme de Besicovitch
puis en écrivant

O < Y (T < a ) v(l) < 2a.
k

k

Cette inégalité maximale permet de déduire directement le point ii) par la

formule .
flnq*(x)dv(x) = f v({g* > t})%,
T 1
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et de montrer qu’a v fixée, 'ensemble des mesures u satisfaisant i) est stable
par limite en variation totale. Il suffit de vérifier alors que i) est vrai dans les cas
simples ol1 la mesure p a une densité continue par rapport a v et ot1 le support
topologique de u est de v-mesure nulle, puis de vérifier que ces mesures
engendrent un sous espace dense des mesures signées pour la convergence en
variation totale.

Pour démontrer iii), on fixe 6 > 0, et K un compact inclus dans 1’ensemble
des points x vérifiant
. In v(I,(x))
lim sup ——=
e—0 Ine
Pour chaque x de K, on choisit un intervalle I, centre en x tel que v(I) <

m(I)'* et m(ly) < &, on extrait un recouvrement (I) par le lemme de Besicovitch
puis on écrit

>1+20.

1(K) < Zv(lk) <¢l Z m(ly) < 2¢°,
k k
ce qui permet de conclure.

Retournons maintenant au contexte et aux notations du théoréme 2.

Lemme 1. Soit x générique pour i (i.e. x appartient i un certain ensemble de p-mesure
1), et (fu)n=0 une suite i.i.d. générique de copies de f, et soit (xX)ux0 la suite définie par
X0 = X, Xp41 = fu(Xn). Si (€n)nz0 est une suite de réels strictement positifs tendant vers
0 et vérifiant I, (Xn41) C fu(le, (x4)) pour tout n, alors on a les inégalités

I,
lim inf Iné, < limsup plLe, () <-
e n n—+oo n

h.

Remarque : Seule l'inéealité extrémale liminf,_,,c 22 < —h nous intéres-
n n

sera par la suite, le terme central est uniquement un intermédiaire de calcul.

Démonstration. Commengons par prouver l'inégalité de droite. On commence
par poser
FD-u@ )
,€) =su ,
s R )

dont on sait par la proposition 1 que pour p-presque tout y de T, lim, o q(y, €) =

—1 -1
L), et que q(y,¢) < 7°(y) = sup,.o LoHE avee [[Ing (ndu®y) < 2

Maintenant, écrivons

[y

n—

I€k+1 +
Bl () = il (o | | et

p(Ie, (xi))
(fi Dot (1))
p(le, (xe))

it
_o

< M(Ifo (x))

—

T
=

< ey (x)) | | gk, €x)

o~
Il
(=}
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donc .
In u(Ie, (x1)) 1H(H(Im(x)) 1y
7 + EZlnq(xk, ék
k=0
In(u(l., (¥) , :
Le terme —*— tend vers 0 quand n tend vers +co. Pour majorer asymtoti-

quement le second terme, fixons ¢ > 0 et remarquons que pour k assez grand,
Inq(x, €x) < Ing(xy, €), de sorte que

In (I, (xn
lim sup w <limsup — 2 In q(xx, €).

n—+oo n—+oo

L’'idée est maintenant que x étant générique, on peut appliquer le théoréeme
de Birkhoff a Ing(-, ). La fonction Ing(-, €) n’étant pas nécessairement IP X u

intégrable, on majore celle ci par In g(-, €), ot on a posé In(t) = max(—A,Int), A
étant un réel arbitrairement grand. Les inégalités —A < In q(y, ) < A+Ing'(y)
entrainent l'intégrabilité de In q(:, €) (uniforme en ¢), et on obtient donc par le
théoreme de Birkhoff

In u(I; (x, ~
lim sup In plle, (40)) <E f In q(y, €)du(y).
n—+00 n T
En faisant tendre ¢ vers 0 on obtient par convergence dominée

lim sup ln#(lz,(xn)) lef ( (f 1)u(y))dy(y)
T

n—+oo

puis en faisant tendre A vers +co, une convergence monotone donne 'inégalité
souhaitée.

Démontrons maintenant l'inégalité de gauche. Fixons ¢ > 1. Grace au point
iii) de la proposition 1, on peut trouver une fonction mesurable &(-) définie sur
T a valeurs dans ]0, 1] telle que pour p-presque tout y de T, si € < £(y) alors
In pu(I:(y)) > clne. Il s’agit maintenant de montrer que l'on a ¢, < e(x,) pour
une infinité de n. Supposons que ce ne soit pas le cas. On aurait donc &(x,) < &,
pour n assez grand, ce qui implique en particulier que &(x,) tends vers 0 quand
n tends vers +oo, donc par le théoreme de Birkhoff,

n-1
| et = fim 13" ety =0,
k=0

et donc &(y) = 0 pour u-presque tout y, ce qui est absurde. Ainsi, In u(I;, (x,)) >
cln ¢, pour une infinité de 1, donc
- 1 I, (xy
lim inf clnj < limsup w

n—-+oo n H—s+00

et on obtient 1'inégalité voulue en faisant tendre c vers 1. m]
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Prouvons maintenant le théoréme 2. Fixons x et (f,) génériques et définis-
sons (x,) comme dans le lemme 1. Il s’agit maintenant de construire une suite
de réels ¢, vérifiant les hypothéses du lemme. Le théoreme des accroissements
finis montre que l'inclusion I, (xu,1) C fu(le, (X)) est entrainée par l'inégalité
Ens1 < My(Xn, €4)€y OU ON @ POSE My (X, €) = infy (v |f4]. Fixons ¥ > max(0,y) et
définissons ¢, par g = 1 et €41 = My (Xy, €n)ene™", ce qui implique en particulier
Ent1 < My(xy, €4)€,. D'autre part,

n-1 n-1
en =" [ [ et e0) < e [T 1ol
k=0 k=0

donc par le théoreme de Birkhoff,

. n—-1
limsupln%s lim %Zlnlfk’(xk)l—rzy—r<0,
k=0

n—+00 =00

donc en particulier ¢, tend (géométriquement) vers 0 quand 7 tends vers +oo.
Ainsi (&) satisfait les hypothéses du lemme précédent, donc

.. . Ine
liminf ——
n—+oo n

< -h,

et nous pouvons minorer le terme de gauche par la méme méthode que pour
montrer la premiére inégalité du lemme précédent : pour tout € > 0,ona ¢ < €

si k assez grand, donc, en posant Inf = min(Int, A) ot A est arbitrairement
grand, de sorte que A > In mo(y, €) > —A — In|f;(y)|, ona

n—-1
lim inf lnj = liminf — Inmy(xy, ex) = 1
n—+0o n n—+oo 11
k=0
1 n—-1 _ _
> lir}rn - In my(xg, €) —r = f In mo(y, e)du(y) —r,
n—+oo s T

et en faisant tendre ¢ vers 0 puis A vers +oo, le terme de droite tends vers y —r,

donc
Ing,

< -h

y —r < liminf
n—+oo n

L'inégalité y — r < h étant vérifié pour tout r > max(y,0), on a donc
min(y, 0) < —h, ce qui prouve le théoreme 2.

Remarque :La différence principale dans la démonstration lorsqu’on
remplace le tore T par une variété compacte de dimension supeérieure est la
suivante : une analyse analogue a celle présentée ci dessus permet d’obtenir
I'inégalité

min(O,]E f In|[Df(x)~ I dux) | < —dh,
T
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d étant la dimension de la variété (ce facteur d vient du fait que en dimesion d,
l'inégalité iii) de la proposition 1 devient lim sup, _,, % < d). Cependant,
lorsque d > 2, la quantité [E f]r In|IDf(x)7!||"'du(x) ne correspond en général pas
aun exposant de Lyapunov du systeme. Pour remédier a cela, on applique cette
inégalité en remplacant f par F, = f, 1 0--- o fy, (fy) étant comme d’habitude
une suite de copies i.i.d. de f, ce qui permet d’obtenir 1'inégalité

min(O,]E f lnllDF,,(x)lll1dy(x))§—pdh,
T

et on peut montrer que lorsque p tends vers +oo, la quantité

In ||DF,(x) "I .
E fT Td‘u(x) converge vers le plus petit exposant de Lyapunov
y4 du systéme, et on obtient ainsi 1'inégalité min(y,,0) < —dh, qui permet de

conclure.

Etant donné un homéomorphisme aléatoire du cercle préservant 1'orienta-
tion et minimal (un homéomorpsime aléatoire d'un espace topologique X est
dit minimal s’il n’existe pas de fermés autre que X et ) presque stirement stables
par 'homéomorphisme), l'existence d'une mesure presque stirement invariante
entraine une conjugaison du systéme a un systeme de rotations. En effet, soit
y est une mesure sur T presque surement invariante par un difféomorphisme
aléatoire f : T — T. Commengons par montrer que la mesure p est a support
total et sans atomes.

Notant U = (supppu)’,ona0 = p(U) = E[u(f~1(U))], donc f~1(U) est presque
surement un ouvert de p-mesure nulle donc inclus dans U, et on a donc presque
surement f(suppp) C suppy, ce qui entraine suppy = T par minimalité.

D’autre part, si on suppose que M = sup, . i({x}) est strictement positif,
alors I'ensemble {x € T|u({x}) > %4} est fini, donc la borne supérieure est atteinte.
L’ensemble F = {x € T|u({x}) = M} est non vide, fini donc fermé¢, et si x est dans
F, M = u({x}) = E[u({f(x)}] < M, donc u({f'(x))}) = M presque surement.
Comme F est fini, cela entraine f(F) = F presque surement. Mais F n’étant ni
vide ni égal a T, cela est absurde par I'hypothese de minimalité, donc p n’a
aucun atome.

Maintenant si on pose g(x) = p([0,x]), ona go f = g+ a, ot a = ([0, f(0)]).
Comme u est a support total sans masse de Dirac, g est un homéomorphisme
deT, et gfg™! = Id + a. Ceci permet d’obtenir le corollaire suivant au théoreme
2.

Corollaire 1. Soit f : T — T un difféomorphisme aléatoire préservant I'orientation
vérifiant les hypotheses du théoréeme 2, et dont I'action sur T est minimale, et soit u
une mesure stationnaire ergodique pour f. On a alors I'alternative :

i)Soit 'exposant de Lyapunov associé a |1 est strictement négatif.

ii)Soit il existe un homéomorphisme ¢ : T — T tel que gfg™" soit presque surement
une rotation.
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2.3 Conséquence de la négativité des exposants de
Lyapunov

Nous allons parler maintenant des conséquences dynamiques qu’entrainent
I'existence d’exposants de Lyapunov négatifs. Plus précisément nous allons
nous intéresser aux sytemes dynamiques aléatoires dont tous les exposants de
Lyapunov associés a une mesure stationnaire sont strictement négatifs. C’est
une hypotheése forte qui n’est pas entrainée par le théoréme d’Avila-Viana, celui
ci impliquant seulement qu’en général, au moins un exposant de Lyapunov est
négatif. Cependant, dans le cas d’un systeme dynamique aléatoire sur le tore
T, il n’y a qu'un seul exposant de Lyapunov associé a une mesure stationnaire
donnée. Ainsi, le théoréme d’Avila-Viana montrant qu’en général, cet exposant
est strictement négatif, les théoremes que nous allons présenter s’appliqueront,
ce qui permet d’obtenir des phénomeénes dynamiques généraux intéressants
sur T.

Nous allons présenter deux théoremes. Le premier est d(i a Y. Le jan : le fait
que tous les exposants de Lyapunov d'un systéme dynamique sont strictement
négatifs entraine l'existence de contractions locales, et Le Jan montre qu’il
y a en fait un phénomene de contraction globale. Le deuxieme théoréeme
(n’existant pas dans la littérature a ma connaissance) étudie des propriétés de
convergence des itérés de 'opérateur de transfert du systéme.

Enongons le contexte. Soit V une variété riemannienne compacte munie
d’une métrique d, f : V — V un difféfomorphisme aléatoire C' vérifiant
E[In(ID flleo)| + |1n||Df‘1||oo)|] < 400, et u une mesure stationnaire ergodique,
ety; > --- >y, les exposants de Lyapunov associés. Soit (f,) une suite i.i.d. de
copies de f, etonnote F, = f,_1 00 fo.

Avant d’énoncer les théoremes en question, énoncons la propriété de
contractions locales sur laquelle sont basés les preuves :

Proposition 2. Siy1 < 0, alors il existe g dans 0, 1] tel que pour p-presque tout x, il
existe presque surement un voisinage U de x et une constante C > 0 tels que pour tout
y dans U et pour tout entier n, d(F,(y), Fn(x)) < Cq"d(x, y).

Démonstration. Afin d’éviter le formalisme des variétés riemanniennes, nous
traiterons seulement le cas V = T%. Supposons dans un premier temps que

E fT InIDSWI) <0

Pour x dans V et ¢ > 0, on pose M(x, &) = SUP,cp(x,e) IDf(yll. Comme
—In|IDfY < InM(,, €) < In|IDf|| et lim,o M(x, ) = [|IDf(x)|l, par convergence
dominée on peut trouver ¢ > 0 tel que

Eﬁd In M(x, e)dp(x) < 0.
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Soit x générique pour u, et x, = F,(x). Le théoreme de Birkhoff appliqué a
In M(-, €) montre que, choisissant g tel que 0 > Ing > E ﬁrd In M(z, €)du(z), il
existe presque stirement une constante C telle que pour tout 1,

n—1

H M(xy, ) < Cq"

k=0

Soit maintenant y proche de x, y, = F,(y) et &, = d(x,,, y,). Par I'inégalité des
accroissements finis, €,41 < M(x,, €,)€,, donc par récurrence,

n-1

&n <& H M(xx, €k).

k=0
Si on suppose que &y, .. ., £,-1 sont inférieurs a ¢, alors

n-1

&y, < € HM(xk, €) < Ceoq",
k=0

donc en particulier ¢, < € si Ceg < €. Ainsi, si Ceg < ¢, on obtient par récurrence
que ¢, < ¢ pour tout 1, puis que ¢, < Ceog".

. . . o 1

Traitons maintenant le cas général. La quantité |E fw M&Z u(x) tend vers

I'exposant de Lyapunov caractéristique du systeme qui est strictement négatif,
donc il existe p tel que

E fT In|IDF, (x)ldu(x) <.

Soit g tel que 0 > Ing > ]Ede In ||DF,(x)lldu(x) < 0, soit x générique pour p,
y proche de x et posons x, = F,(x), y» = F,(x). En appliquant ce qui précéde
a F, appliqués au points x, ..., x,-1, on en déduit I’existence d"une constante
C telle que si d(x,, y,) est assez petit pour r = 1,...,p — 1, alors tout entier k,
A(Xkpsrs Yrp+r) < Cq"d(x,y). Par suite, écrivant un entier n sous la forme n =
kp + r avec r < p, on a d(x,, yn) < Cq;’l SUPg>5p-1 d(xe, yi) < CMqﬁd(x, y) ot

M= H;;}) ID filloo, ce qui conclut la preuve. O

Enongons maintenant le théoreme de Le jan.

Théoreme 3. (Y. Le Jan [11])

Si y1 < 0, il existe un entier p et un réel q dans 10,1[ tel que presque surement, on
peut trouver des ouverts connexes disjoints Uy, ..., U, tels que pour tout x, y dans U,
dist(F,(x), Fu(y)) < Cq" pour un certain C > 0, et vérifiant de plus p(Uy) = % (en
particulier, Uy U - - - U U, est de u-mesure totale).
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Nous ne donnerons pas la preuve intégrale, pour laquelle nous renvoyons
a [11], seulement les idées.

On a vu qu'un systéme dynamique aléatoire peut étre vu comme un
systtme dynamique usuel en regardant le cocycle sur QN X V défini par
T(w,x) = (tw, f*°(x)), ol f est vue comme une variable aléatoire wy — f*°
définie sur un certain espace probabilisé (Q2, IP). Ce cocycle est PN x y-invariant.
Mais si on regarde maintenant le méme cocycle, mais défini sur Q% x V, il n’est
plus vrai en général que IPZ X p est une mesure invariante (c’est en fait le cas si
et seulement si i est presque slirement invariante par f).

Il existe cependant une méthode pour exhiber une mesure invariante sur
Q% XV se projetant sur QN x V, dont 'étude permet d’obtenir des conséquences
dynamiques sur le systéme, et est le point clé de la démonstration du théoréeme
3. Pour ce faire, considérons pour w dans Q7 la suite de mesures

= (f om0 ),

Pour ¢ : V — R continue, on vérifie que la suite de variables aléa-
toires M,(w) = fv(pdpg) est une martingale bornée pour la filtration
Fun = o(lwr, k = —n}), donc converge presque surement, et la limite définit
presque surement une forme linéaire sur C(V,R) positive et valant 1 en 1,
donc une probabilité notée p,. On vérifie que les u, satisfont les relations
P = 9 * ug, et E[u,] = u, puis on en déduit que dn(w, x) = du,(x)dP%(w)
est une probabilité invariante pour le cocycle T. Sa projection sur QN X V est
PN X u, et on peut montrer que I'ergodicité de u entraine celle de 7.

Il s’avere que I’hypothése de négativité des exposants de Lyapunov entraine
que U, est presque surement constituée uniquement de masses de Dirac. Pour
montrer cela, il faut étudier la probabilité d i, (x)d . (y)dP%(w) sur Q2 X V X V.
Pourp:VxV - R,ona

f o5, (@, x,y) = f P(ES ), P ()@, x,y).

L'idée est de choisir ¢ a support dans un voisinage de la diagonale
D = {(x,x),x € V}, et d’utiliser que presque sirement et pour y presque tout x,
d(Fu(x), Fn(y)) tend vers 0 si y est suffisamment proche de x, afin de montrer que
f @dft ne dépend essentiellement que des valeurs de ¢ sur D. Cette méthode
permet de montrer que pour presque tout @ et pour presque tout u, tout x,
ona pe(B(x,0)—{x}) = 0sid est assez petit, et cela implique que y,, est atomique.

L’ergodicité de m permet ensuite de montrer que le nombre d’atomes de
Ue est fini et ne dépend pas de w, et que tous ces atomes ont méme masse.
Finalement pour un événement w générique fixé, notant xy, ... ,Xp les atomes
de u,, et notant U, la composante connexe de {x € V|d(F}(x), F}/(x,)) — 0}
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contenant x,, les U, sont des ouverts vérifiant les propriétés souhaitées.

Dans le cas ot V = T et f est minimale, les ouverts U, sont des intervalles,
et U; U---U U, est de y-mesure pleine donc dense puisqu’on a vu que quand f
est minimale p est a support total. Ainsi, T — (U; U --- U U,) est nécessairement
fini de cardinal p, et en utilisant le corrolaire 1, on obtient I'alternative :

Corollaire 2. Soit f : T — T un diféomorphisme aléatoire C* préservant I'orientation
tel que E[|In||f’|lo|] < +o0. Alors :

i) soit il existe un homéomorphisme g de T tel que gfg™" soit presque surement une
rotation.

ii) soit il existe presque siirement un ensemble fini F de cardinal indépendant de I'aléa tel
que pour tout x, y appartenant a la méme composante connexe de T —F, |F,,(x) — F,,(y)|
converge vers 0 exponentiellement vite.

Retournant au contexte général d"un systéeme dynamique aléatoire sur une
variété compacte dont tous les exposants de Lyapunov sont strictement négatifs,
nous allons maintenant étudier 1’opérateur de transfert T associé a f, défini par

To =E[po f].
Théoréeme4. Siy; < Oetsideplus!'actionde f est minimale, alors pour toute fonction

@ : V — R continue (resp dans LP(u)), T" ¢ converge vers fv @dp uniformément (resp
dans LP(u)). En particulier u est uniquement ergodique.

Notons qu’il suffit de traiter le cas oit ¢ est continue, le cas ot ¢ est
dans LF(u) s’en déduisant par densité des fonctions continues et le fait
que [[T"Yllrqy < Yl La démonstration s’effectue en plusieurs étapes.
Premierement, nous utilisons la proposition 2 pour obtenir que pour p-presque
tout x de V, la suite (F,,) est presque stirement contractante au voisinage de x.
Ensuite, en utilisant la minimalité de f, nous montrerons que cette propriété
est en fait vérifiée pour tout x. Cela nous permettra alors de montrer que la
famille (T"¢@) est équicontinue, puis nous montrerons finalement que toute
valeur d’adhérence de cette famille est constante égale a fv edu.

Posons U l'ouvert (aléatoire) constitué des x dans V tels que d(F,, F,(x))
converge uniformément vers 0 sur un voisinage de x. Par la proposition 2, on
a que pour u-presque tout x, x € U presque surement, et on va montrer qu’en
fait cette propriété est vérifiée pour tout x de V. Pour cela, nous utiliserons le
lemme suivant :

Lemme 2. Si ¢ une fonction semicontinue superieurement vérifiant Tp = ¢, alors ¢
est constante.

Démonstration. Soit M = sup ¢ et F = ¢~!({M}). Comme ¢ est semicontinue, F
est fermé et non vide, et si x est dans F, on a

M = ¢(x) = E[¢(f(x)] = M

donc ¢(f(x)) = M presque surement, donc f(x) appartient a F presque surement.
Par minimalité, F = V et ¢ est constante. O
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Montrons maintenant la propriété souhaitée :
Lemme 3. Pour tout xde U, P(x ¢ U) =0

Démonstration. Posons ¢(x) = P(x ¢ U), et vérifions que ¢ satisfait les hy-
potheses du lemme précédent. L'ouvert U ne dépend que de la suite w =
(fo, f1, f2, - -.), notons le U(w). Pour toutx de V, x € U(w) & fo(x) € U(tw), donc

P(x) = P({wlfo(x) ¢ U(tw)}) = E[P(w’|fo(x) ¢ U(@))] = E[p(fo(x))] = T(x).

Montrons maintenant que ¢ est semicontinue supérieurement. Soit donc
¢ un réel positif et (x,),en une suite d’éléments de V convergeant vers x telle
que ¢(x,) > c et vérifions que ¢p(x) > c. On a P(x, ¢ U) > ¢ pour tout n, donc
P(limsup{x, ¢ U}) > c. Ainsi avec probabilité supérieure a c, une infinité de
x, appartient a V — U. Puisque (x,) converge vers x et V — U est fermé, on en
déduit que x appartient a V — U avec probabilité supérieure a ¢, et donc ¢(x) > c.

Ainsi, ¢ est T-invariante et semicontinue supérieurement, donc par le lemme
précédent, ¢ est constante. Comme de plus ¢ est nulle i presque partout par la
proposition 2, cette constante est 0 et ¢ est identiquement nulle. m]

Le lemme précédent nous permettra de montrer que si ¢ est continue sur
V alors (T") est équicontinue. Le lemme suivant nous sera utile pour montrer
que les seules valeurs d’adhérence sont constantes.

Lemme 4. Si ¢ est une fonction continue sur V, alors pour tout réel ¢ la suite
(IT"@lI1 () est décroissante et si on a I'égalité || T" pllp1(yy = llpllp ) pour un entier n
alors presque surement @ o F, a méme signe que T"¢ sur V

Démonstration. Pour tout entier p,

TPl = f TP ldy < f Tlgldy = f odit = gl
14 14 1%

En particulier p = 1 donne [ Tol|r1(y) < llpllz () done (IT"@llz1 () est décroissante.
De plus si dans la chaine d’inégalités précédentes les termes extremaux sont
égaux, alors on doit avoir |[TP¢| = TP|p u-presque partout. Comme u est a
support total (car le support de i est presque stirement invariant par f), on a en
fait par continuité que [T?¢| = TP|¢p sur V. Donc pour tout x de V, [E[¢p o F,(x)]| =
E[lp o F,(x)l], ce qui n’est possible que si ¢ o F,(x) a presque stirement méme
signe que E[p o F,(x)] = TP¢(x). Ainsi, en fixant un sous ensemble dénombrable
dense D de V, la fonction T"@.¢ o F,, est presque surement positive sur D, donc
sur V. O

Démontrons maintenant le théoréme 4. Soit donc ¢ une fonction continue
sur V. Fixons x dans V et ¢ > 0. Il existe 6 > 0 tel que

Yy,ze V,d(y,z) <6 = lp(y) — @) < e
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Par le lemme 3, il existe presque stirement un voisinage de x tel que d(F,, F,(x))
converge uniformément vers 0 sur ce voisinage. On en déduit que l'on peut
presque surement trouver r > 0 tel que

Yy € V,d(x, y) < r = d(Fu(x), Fa(y)) < 6

On peut donc trouver r > 0 ne dépendant pas de 1'aléa et un ensemble A de
probabilité supérieure a 1 — ¢ tel que pour tout événement w de A,

d(x,y) <r=d(F;(x), F; () <6 = lp(F;(x) = p(Fy ()] < €

Doncsid(x, y) <7,

IT"p(x) = T"p(y)l = E[lp(Fn(x)) = pF.(m))]l
< eP(A) + 2llglloP(A%)
< (1 +2flpllo)e

Ainsi, (T" @) est équicontinue en x pour tout x de V. Par compacité de V, (T"¢)
est uniformément équicontinue sur V.

Soit maintenant 1 une valeur d’adhérence de (T"¢), disons i = klim T .

+00

Si p est un entier positif, par le lemme 4, on a pour tout k I'inégalité

IT™ Pl < NPl < IT™* @l

Quand k tend vers +oo, on obtient ||[T* Y|l = I[Pllr1(,) done toujours par le
lemme 4, on a presque surement I'équivalence

VxeV,ipoF,(x) >0 & TPP(x) 2 0

Si ¢ est un réel quelconque, ona aussi Y —c = ]}im T" (¢ —c), donc en appliquant

l'argument précédent a i — ¢, on obtient que presque surement, pour tout
rationnel ¢
VxeV,ipoF,(x)>co T'j(x) > c,

et on en déduit donc que presque stirement, i o F, = TF1) pour tout p.

D’autre part, si on pose my = ngq — 1, en écrivant T =
T + T™( — T"@), et en utilisant que [|[T™||cyr) < 1, on obtient que
T™1) tend uniformément vers ¢ quand k — +oo.

Fixons maintenant x dans V. Presque stirement, si y est suffisamment proche
de x, d(F(x), F4(y)) tends vers 0 quand n tends vers +oo, et i = klim T =

—+00

lim ¢ o F,,, donc (x) = (y). On a montré que ¢ est constante au voisi-

k—+o00

nage de tout point de V, donc constante sur V. Et comme T est y-invariant,
cette constante vaut nécessairement fv(pdy. Ainsi, fv(pdp est la seule valeur
d’adhérence de (T" ), ce qui prouve le théoreme.

Comme pour le théoréme de Le Jan, on peut obtenir un corollaire intéressant
dans le cas V = T grace au corollaire 1 du théoreme de Avila-Viana :
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Corollaire 3. Soit f : T — T un difféomorphisme aléatoire minimal préservant
U'orientation tel que E[|In(||f'[lc| + |1n||f"1||oo)|] < +oo, et soit T l'opérateur de
transfert associé. Alors, sauf si il existe g un homéomorphisme de T tel que g™* o f
appartient presque siirement a un sous-groupe fini de Hom(T), f admet une seule
mesure stationnaire 1, et pour tout ¢ : T — R continue, T"@ converge uniformément

vers fT edu.

Démonstration. Soit p une mesure stationnaire ergodique de f. Si 'exposant de
Lyapunov y associé est strictement négatif, alors le résultat est une conséquence
du théoréme précédent. Si ce n’est pas le cas, alors par le corollaire 1, quitte a
conjuguer f on peut supposer que f est une rotation 7,. Si ¢(x) = Zfz_d cremhx
est un polynome trigonométrique, alors T"p(x) = Yo cE[e2kma]ne2imkx et

pour k # 0, |[E[¢**™]| < 1 sauf si a est presque stirement de la forme a = ag + {

ol ap est non aléatoire et j est un entier, ce qu'on suppose ne pas arriver par
hypothese. On a donc que T"¢ tend uniformément vers cy = fT @(x)dx, et cela
reste vrai si ¢ est continue par densité. O



Chapitre 3

Théoremes de conjugaison
locale, théorie KAM

Nous nous intéressons ici a des théoremes de conjugaison locale sur
T? : étant donné f un difféomorphisme, déterministe ou aléatoire, de T¢,
un moyen de comprendre sa dynamique est d’essayer de conjuguer f a un
difféomorphisme plus simple, les difféomorphismes les plus simples étant les
translations r,(x) = x + a. Un tel probleme de conjugaison est compliqué en
toute généralité, méme s’il existe beaucoup de travaux en ce sens dans le cas
d = 1. Ce type de probleme est cependant plus aisé a traiter dans un cadre
perturbatif : supposant que f est proche d’une translation, on peut essayer de
conjuguer f a cette translation en cherchant une conjugaison proche l'identité
(appelee conjugaison locale), a I'aide de méthodes perturbatives. Ce type de
théoreme de conjugaison locale et les méthodes perturbatives utilisées forment
une branche des systémes dynamiques appelée théorie KAM, en ’honneur
des mathématiciens Kolmogorov, Arnold et Moser qui furent les premiers a
explorer cette voie.

3.1 Le théoréeme de conjugaison locale d”Arnold

Regardons dans un premier temps le cas d’un difféomorphisme f de T,
que l'on suppose suffisamment régulier, et proche d’une rotation en un sens
suffisamment fort que l'on précisera plus tard. Le but est de conjuguer f a
une rotation par un difffomorphisme proche de l'identité et régulier. Notant
a = p(f), on peut aisément montrer qu'il existe x dans T tel que f(x) = r,(x),
donc si le difféfomorphisme f est proche d’une rotation, il est nécessairement
proche de r,. De plus, si f est conjugué a une rotation, on sait que cette rotation
est nécessairement 7,.

29
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On peut donc formaliser le probleme comme suit. Ecrivant f(x) = x + a +
C(x), C étant une perturbation d’ordre ¢, on cherche g(x) = x + n(x), n étant
aussi d’ordre ¢, tel que ¢fg™' = r,. Voyant le terme de gauche comme une
fonctionnelle en (f, g), I'idée est de simplifier 'équation en linéarisant ce terme
au voisinage de (r,,1d), négligeant de la sorte les termes d’ordre &% : si U(x) =
x+a+u(x) et V(x) = x + p + v(x), alors

UoV(x)=x+a+p+uoV(x)+o(x),
et par le théoreme des accroissements finis,
[u(V(x)) — u(x + B)I < llullcr ey llollcocr).

donc
UoV(x)—(x+a+p+ulx+p)+o(x) < lullcmllollcoe- (3.1)

De plus, si |[ullci(r) < %, poura=p=0etV = U~! on obtient

[u(x) + ()| < llullcr () llollcor < %”U”CO(T)/
ce qui entraine |[v]lcoery < llullcogry + 3llollcoqry, done [[ollcory < 2llullcoer) et
U™ (x) = (x = w(@))| = |u(x) + 0(x)| < 2llullermllullco)- (3.2)
En utilisant les estimées (3.1) et (3.2), on obtient la linéarisation
887 () = x+a+ L) +n(+a) -n@ + Olclamllicm),  (3.3)

sous la condition ||C/|ci () < % En particulier, si [|[C/|c1 ), Illcrry = O(¢) alors le
reste est d’ordre ¢2. Ainsi, plutdt que de résoudre I'équation ¢fg~1(x) = x + a,
on se ramene a résoudre 1'équation approchée

C(x) = n(x) = nlx + ).

Cette équation implique que fT C(t)dt = 0, etn’a donc pas de solution si ce nest
pas le cas. Modifiant I’équation en conséquence, nous allons plut6t résoudre

(- fT LBt = () - x +a). (3.4

Autrement dit, plutdt que de chercher une solution approchée a ¢fg™ = r,, on
cherche une solution approchée a gfg™ = rgoup = a + fT C(Hdt, et du fait que
a = p(f), on saura apres coup que f est en fait proche de a.

L’équation (3.4) peut se résoudre par développement en séries de Fourier.
Si on impose 1)(0) = 0, 'unique solution possible est donnée par

_ ) i
n(x) - Z 1= ezinpae P
peZr
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On a alors a faire a un probleme de "petits diviseurs". Afin que cette série
soit bien définie, il faut évidemment que les dénominateurs 1 — ¢2™“ soient
non nuls, ce qui est équivalent au fait que « soit irrationnel, mais ce n’est pas
suffisant pour assurer la convergence de la série. La fonction C étant réguliere,
ses coefficients de Fourier de C décroissent rapidement, mais une condition sur
@ est nécessaire afin que les dénominateurs 1 — %™ ne soient pas trop petits
et que les coefficients de Fourier de 1 décroissent eux aussi rapidement.

La condition demandée sur a sera d’étre diophantien. Cela signifie qu'’il
existe des réels strictement positifs A et o tels que pour tout (p, q) appartenant
aZxIN",

o2t
ql q°
Cette condition implique
) 4|p|°
|e¥™P% — 1| > | sin 2npal > ld ,

A

et en conséquence, si les coefficients de Fourier de C décroissent rapidement, il
en est de méme de ceux de 1. Par exemple, si j et k sont deux entiers tels que
j<k-0-2,

. 4 . 4 1
Inllen < X WHA®) < 5 DIl <| 7 ), s Ieloany @)

peZ peZ: pEZ:

Cela permet ainsi de résoudre 1'équation approchée (3.4) et donc de trouver g
une perturbation de Id en ¢, tel que gfg™" soit égal a une rotation r & €2 pres et
donc égal a r, a €2 prés puisque p(f) = a.

Notant f; = ¢fg~, il suffit maintenant de réappliquer la méthode a f; pour
conjuguer celle ci & un difféomorphisme f, approchant 7, avec un reste O(&?).
L'itération de cette méthode permet de récupérer une suite de conjugaison
(gx) telle que (gn-10---0gy) o fo(gylo---0g 1) =ry+ O(?). De plus,
gn = Id + O(e*), ce qui permet de montrer pour ¢ suffisamment petit la
convergence de g,_1 - - - 0 go vers un diffomorphisme & = Id + O(¢) satisfaisant

Wt =1,

Hormis certains calculs délibérément omis, il reste un probleme dans la
démarche précédente dii a la perte de régularité : Une estimation initiale de
lf = 7allck(r) donne une estimation de || f1 — 74llci(ry pour un entier j strictement
inférieur a k, et en conséquence la convergence de l'itération n’est pas assurée.
Un moyen de remédier a cela est de remplacer la fonction 1 par ’approximation

CDO
() = ) A

Ipl<A
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ol A est bien choisi, ce qui permet d’avoir une estimation un peu moins bonne
de f —r,, mais pour une meilleure norme, ce qui suffit a assurer la convergence
du procédé.

V. Arnold est le premier & avoir obtenu un théoréme de conjugaison de ce
type sur T. Il ne considérait pas les espaces CK(T) comme dans la description
précédente, mais les espaces C#(T) constitué des fonctions 2n-périodiques se
prolongeant analytiquement sur la bande {z = x + iy|lx € R,y € [-7,7]} et muni
delanorme [|-||co(T) dela borne supérieure sur cette bande. Il obtint le théoreme
suivant :

Théoreme 5. [2] Soit « un nombre diophantien, et r > s > 0 deux réels. Il existe un
réel € = () > 0 et une constante C tels que si f est un difféomorphisme dans C¥(T)
vérifiant ||f — rallce(T) < ¢, alors il existe un difféomorphisme g dans CY(T) vérifiant
||g - Id”cg)(qr) < Ceet gfg_l =7y

Le théoréme de conjugaison dans les espaces C¥(T) est di a J. Moser.

3.2 Une généralisation d’un théoreme de Moser

Nous nous proposons dans cette section d’aborder un probleme de conju-
gaison locale dans un cadre plus rigoureux et plus général. Premiérement,
nous regardons des difféomorphismes de T¢, I'hypothése sur le nombre de
rotation étant remplacé par une hypothése sur 'ensemble de rotation. D’autre
part, nous traiterons le cas d’un difféomorphisme de T aléatoire.

Il nous faut généraliser la notion de nombre diophantien dans ce cadre.
Nous dirons qu’une variable aléatoire a a valeurs dans IR est diophantienne si
il existe des réels strictement positifs A et o tels que pour tout g dans Z¢ — {0},

g2l 2 —
q Q) |q|a

ol u.v désigne le produit scalaire de u et v, et {t} la distance de t a Z. On peut

vérifier que si a a une loi non singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue,

alors a est diophantien, et si & a une loi quelconque, a + x est diophantien pour

Lebesgue presque tout x de RY.

Nous allons établir le théoréme suivant :

Théoréme 6. Soit a une variable aléatoire sur R? diophantienne pour certaines
constantes A et o. Pour tout entier k, | existe ¢ = €(A,0) > 0 et un entier K tel
que pour tout difféomorphisme aléatoire f vérifiant :

i) a € R(f) presque surement,

ii) Si f est une copie indépendante de f, f o f = f o f presque surement,

iii) ||f — rallco < 1 presque siirement et B[||f — rallék]% <eg,
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il existe un difféomorphisme g (non aléatoire) tel que ||g — Id||cxge) < Ce et gfg™! =14
presque surement.

Ce résultat étend un résultat de Moser [14] traitant le cas ot d = 1 et ol

I'espace probabilisé associé a f est fini.

Commengons par énoncer une proposition donnant certaines inégalités
fonctionnelles sur les espaces C*(T7).

Proposition 3.
i) Pour tout ¢ dans C*(T?) et tous ko < ky < ki,

ky—kp kx—ko
ky=ko ky=ko

el < liell 5, llell 4,
ii) Pour tous ¢, ¢ dans C(T*)

llplle < CE)Y Il lllco + llpllcollilicr)
iii) Pour tout ¢ dans C*(T¥) et g = Id + v dans Dif ff(T¥) tel que tel que |l <1,

llg o gllckersy < CEpllex (1 + llllce)-
iv) Pour tous f = Id + ¢ et g = Id +  dans Dif f¥(T?) tel que tel que [Pl <1,

I1f o g—Idllce < CERIlk + llplli)
v) Pour tout f = Id + ¢ dans Dif f*(T?) tel que ||pllcr < 3,
I~ = Tdllee < CAONIS = Talles
(C(k) désigne une constante ne dépendant que de k)

La démarche pour prouver le théoréme 6 est identique a celle du théoreme
d’Arnold. On pose f(x) = x + a + {(x), g(x) = x + n(x) et & = IE[||C||ék(Td)]%. Si

1> ¢ > 0, supposant que I’on a max(e1, |Inllci(r+) < €, on peut effectuer par (3.3)
la linéarisation

gfg‘l(x) =x+a+Cx)+nx+a)-n)+ OLz(Q)(eZ), (3.6)

ol OLz(Q)(£2) est un raccourci pour désigner un terme dont la norme dans L?(Q)
est majoré par Ce? pour une certaine constante C ne dépendant que de A et ¢
(ici, C est en fait absolue). Il s’agit de choisir n de sorte que C(x +a) +n(x+a)—n(x)
soit proche d’une fonction constante avec grande probabilité. Cela donne
donc un aléa d’équations fonctionnelles que n doit satisfaire. En général, il
n'y aurait pas de solutions 1 a un tel probleme, mais dans le contexte actuel,
I'hypothése de commutativité du systéme entraine des relations entre les
différentes équations fonctionnelles a résoudre, ce qui permet de ramener le
probleme a la résolution d’une seule équation fonctionnelle. Plus précisément,
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on va définir n de sorte que E[C(x + @) + n(x + a) — 1(x)] soit proche d'une
constante, puis vérifier que 1 satisfait nos exigences.

Définissons 1 par

IE[@(P)] 2i
T I
0<|PZ:<A 1 - E[e>mr?]
ot A > 1 sera défini plus tard. Le fait que a est diophantien donne la minoration
des dénominateurs

A27?

|1 — E[e*™*] > E[1 — cos(2npa)] > 27121E[{pa}2] > 2Ip|2“ ,

et on en déduit que, posant r = 20 +d + 1, on a pour tous entiers j k

. 1 4 R 1 1 ey
Inlleierey < Y, PRGN < 5 Y IP|’+2"IIE[C(P)]|S[2 iy lmdﬂ}m birgy.
P

0<|pl<A 0<|pl<A eZ1-{0}

2
Ck(T?)

chercher des majorations aux coefficients de Fourier de C; afin d’estimer ¢
Par la proposition 3 et I’estimée ci-dessus, on a

]% . Nous allons

@
P

Posons maintenant f; = ¢fg™! = r, + { et e]({l) = E[|Gl|

el < Clex + IInllexers) < Ay (3.7)

pour une certaine constante C = C(k). D’autre part, si f=1d+a+ Cest une
copie indépendante de f, 1’égalité f o f = f o f p.s. se linéarise en

Cx + @) — Tx) = Ux + @) — U(x) + Opzqyy(€7)-

Un développement en séries de Fourier donne alors

Lp)(L =) = Lp)(1 = ™) + Opz(q(€7),
ce qui entraine pour 0 < |p| < A

2

) E[C(p)]

= W“-ez””“ﬂowm( ) = A=) +Opx (P E)).

!
1 - B[]
Ainsi, en utilisant de plus que
G®) = L)+ + @) =n(x) + Ory(€7.)

(par la formule de linéarisation (3.6) et I'estimée ||| ey < Cé,41), on obtient

Gip) = Up) + @A(p) — ™A (p)) + Or20(€2,1) = Orz(y (1P €2,)
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pour 0 < |p| < A. On en déduit que pour K > k>r+1,

kd €K
(A & + AK—k—dﬂ')

ElG-GOR ]t < Y, FIG O < ) Ik

pez?-{0} lpl<A lpl=A | |

pour une certaine constante C = C(K). Egalisant les deux termes du membre de

, on obtient E[||C; — (,1(0)||Ck(w)]2 < Cele 2(1 8)
2k+2;+r

oll on a posé & = o5t Puisque presque strement a € R(f) = R( fl), il
existe une mesure v invariante pour f telle que erd Gidv = 0, donc [;(0)] =
1C1(0) = [, Gvl < [T — CO)llckry, et on obtient ainsi

1
. K+2k+2d+r
droite, on choisit A = (2—‘;)

el < Ceb el (3.8)
Les inégalités (3.7) (avec K a la place de k) et (3.8) meénent ainsi au systeme

5(1) < C€}<+51 };261
(1) < Céb 2(1 0

ol 01 = 1o Ltérons cette démarche et construisons ainsi une suite de

difféomorphismes fi, f2,--os fu, ... conjugués a f.Onnote f, =7, + C, et e(”) =

E[Cl C/(W)] . Si f, est construite, on peut construire fus1 = gnfsg,' par la

démarche précédente a condition que e,(cn) soit assez petit, disons inférieur a c,

de sorte que [|g, — Idl|c1(ye) < §. Supposons (f,,) définie pour n < N :

{ ggf*'l) < C(Egl))1+bl(€](("))—2b1
1 _
8}({n+ ) < C(sg'))é(el(:l))z(l 9).

Vérifions que si K est assez grand, et eg)

rapidement vers 0 quand # grandit.

= ¢k est assez petit, alors e,(c") tend

. 1+ 01 1)
Quand K est grand, 0 et 61 sont proches de 0, et la matrice ( —25, 2(1-0) )

u .
a donc une valeur propre g proche de 2, et un vecteur propre o ) associé,

. 0 .. "
normalisé par u + v = 1, proche de ( ) En particulier, v est positif, et comme

1
(1 + 61)u + 6v = qu, u est aussi positif. La suite r, = (eg))”(e;”))” vérifie donc

la relation de récurrence 7,1 CrZ, donc si g est assez petit, 1, < Cro277".

(m) () (0)

Puisque ¢, < ry et rop < €7, on en déduit donc que si ¢y

51(:1) < Ceg)Z’q". En particuher, la condition ef{ " < cest Ver1f1ee pour toutn < N,

ce qui montre par récurrence que l'on peut définir f, pour tout entier n, et
I'estimer précédente montre que f, converge rapidement vers r, quand n tend

est assez petit,
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vers +o0o.

Pour finir, notons h, = Id + &, le difféomorphisme conjuguant f a f,,. llest de

la forme h, = gu_10---0go, 0t g = Id+1,, vérifie |[,lce-repsy < Ce,(cm) < Ceg271".
En particulier, )., [Mnllcr(r¢) converge, de somme inférieure a Cek. Ecrivant

En = sz:lo Nm © hy,, on obtient par la proposition 3

—_

n—

l€nllcererey < ) M © Bunlloxr(rey
~0

n—1
C Y Inmllcerera (1 + €mllcrere)
m=0

< Cegsup(1 + [IEmllcr-r(re))-

m<n

3

IA

On en déduit que ||, lce+rey < Cek, puis que la série )., N © hy converge
normalement dans CK'(T¥), et donc que (h,) converge dans Ck7(T?) vers un
difféfomorphisme h = Id + & vérifiant ||E||cer(rsy < Ceg, et h conjugue f a r,.

Nous proposons maintenant de démontrer une autre généralisation du théo-
réme d’Arnold. Pour a dans T, on peut voir la propriété "a est diophantien”
comme une propriété de répartition des points des orbites de r,. Notant d la
métrique sur T définie par d(x, y) = {x — y} (que I’on rappelle étre la distance de
x—yaZ,quine dépend pas des représentants x et y choisis), a est diophantien
si et seulement il existe A et ¢ tel que pour tout n dans IN et pour tout x dans T,
d(r(x),x) > 4. On en déduit que si f est C!-conjuguée a une rotation diophan-
tienne, alors f vérifie pour tout x dans T une inégalité du type d(f"(x),x) > 4.
On s’interesse, dans un cadre perturbatif, a la réciproque. On va montrer que si
f est proche d’une rotation et vérifie de telles inégalités, alors f est conjuguée a
une rotation diophantienne (ce qui équivaut a p(f) diophantien par le théoreme
d’Arnold).

Théoreme 7. Soient o et Ag > A1 > Ay quatre réels strictement positifs. Il existe
un entier k et un réel € > 0 tel que pour tout diffomorphisme f de T préservant
Uorientation, si ||f — 14l < € pour une certaine rotation t,, alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) Pour tout entier n, sup, .3 d(f"(x), x) >
ii) p(f) est (A1, 0)-diophantien.

iii) Pour tout entier n, infyer d(f"(x), x) 2 %

A
o

Remarque : contrairement au théoréme d’Arnold, ce théoréme n’a pas
d’analogue global. En effet, si f est un difféfomorphisme de T différent de
I'identité et ayant des points fixes, on vérifie aisément que si x n’est pas un
point fixe de f alors la suite (d(f"(x),x)), est minorée, ce qui montre que f
vérifie i) pour certaines constantes A et ¢ tandis que p(f) = 0, donc n’est pas
diophantien.
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Démonstration. Notons a = p(f), mu,(f) = infrerd(f*(x),x) et My(f) =
sup, . d(f"(x), x).

Pour tout n, p(f") = na mod1 donc il existe x tel que f*(x) = x + namod 1,
donc tel que d(f"(x), x) = {na}, ce qui implique les inégalités

mu(f) < {na} < Mu(f),

d’ott on déduit iii)= ii) = i). On suppose maintenant que f vérifie i), et nous
allons montrer que si € est assez petit, il existe une conjugaison g = Id + 0
vérifiant ¢f¢™! = 7, et ||l ) < 1+ Ce pour une certaine constante C, d’ot1 on
déduit (infr g/ DM, (f) < My(ra) = (1} = my(ra) < (supy g/ (f) et done

1-Ce
m(f) = mMn(f)r

ce qui entraine i)= iii).

L’idée de la preuve est d’utiliser que si n n’est pas trop grand, f"(x) est
proche de % (x), et donc M, (f) est proche de M, (r,) = {na}. Ainsi, la condition
iii) permet de minorer {na} et donc [¢*™® — 1| si n n’est pas trop grand, ce
qui permet de définir une premiére conjugaison g comme dans le théoreme
d’Arnold de sorte que ¢f¢ ! soit plus proche de 7, que f. On utilisera alors que
¢fg! vérifie encore iii), quitte & remplacer Ay par un réel un peu plus petit, et
on pourra alors itérer le procédé.

Posons f(x) = x + & + {(x), € = |[Cllcr(m), et ¥ = 1 + ||Clcx(r), ot k est un entier
que nous choisirons plus tard. Soit ¢ = Id + 1, ot

— C(P) 2iTpx
q(x) - Z 1- eZinpae 4
0<|p|<e=®

6 > 0 étant un réel proche de 0.

De |f"(x) — r(x)| < ne, on déduit {na} > d(f"(x), x) — neog, donc en prenant le
sup sur x, pourn < e °ona

A s A
{na} = M, (f) —ne > n_((’] —ne > Age®® — el > 70666,

et donc 4
[1—e¥™| > 4{na} > 2A0e.
On en déduit que pour tout entier j,

C , A C
. < = ]E—Jé C < _E—(1+U)5 C T\
Il < 2= Y, VeI < eIl

O<|pl<e=®
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ou C = C(j, 0).

Posons maintenant fi = gfg™! = 7, + (1, ot ag = a + {(0), et &1 = |Ulcie),
71 = 1+ [[Gllct(m)- Par la proposition 3,

71 < C(y + Inllcsm) < C(1 + Aghe 0y (3.9)

ot C = C(k,0). D’autre part, par la formule de linéarisation (3.3) et 1’'estimée
Inllcir < CAF'e'™1#92 on a

G = (gfg7(0) — a1 = (Cx) = LO) + (n(x + @) = () + O(AF' e (+0),

donc pour 0 < [p| < 72,

L) =Lp) + (@ = Di(p) + Oy > 1+?)
= C(P) + (ezmpa -1) (&) + O(A61€2—(1+a)6)

1 — e2inpa
— O(Aal 82—(1+o)6).
Ainsi,

e <2m ) plla(p)

p#0

<CAt Y plet+C ﬂ{l (3.10)
O<|pl<e=® |p|>e~® P

< C(1+ AGh) (2 G0 4 pk=3-000y)

ot C = C(k, 0). Supposant avoir choisi k = 1+ [267!], de sorte que (k —3 — 0)6 >
2 — (3 + 0)0, les inégalités (3.9) et (3.10) menent au systéeme

71 < C(1 + Agl)yetrow
e <C(1+ Aal)ysz_(g‘”)é

Notons de plus que
oA A
Ma(f) > inflg'|- 2 > (1 - Ce)_2.

Par itération du procédé, on peut trouver une suite (f,;) de conjuguées de f
telles que, notant f, = 74 + Gy, €4 = [Gilloymy et yu = 1 + ICallcxemy, fns1 est défini
si &, est assez petit et les suites ¢, y,, vérifient

—(1+0)8
{ Vn+l < Cn)/ngn( +o)

2—(3+0)0
Env1 < Cnyn &y s

ott C, = C(1 + [1{Z(1 — Ce,)™), C étant une constante ne dépendant que de
0 et 0. On applique maintenant la méme méthode que pour le théoreme 6. Si
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1 1

—(1+0)5 2-(3+0) ) admet

0 a été choisi assez proche de 0, la matrice (

[ u
une valeur propre g proche de 2, avec un vecteur propre associé ( v ) tel que

u,v>0,u+v=1 Lasuiter, =yl vérifie r,41 < Cnrz. Si on suppose Ci < 2C
pour k =0,...,n, etsiry < yp est assez petit, alors e < 1, < C)/OZ‘qk pour une
constante C ne dépendant pas de k, et ceci implique C,41 < 2Cy si g est assez
petit. Ainsi, on obtient par récurrence C, <2 et ¢, < C)/OZ‘qn.

En procédant toujours comme pour le théoreme 6, écrivant fui1 = gufugy®
ou g, = Id+n, onaln,llcmy < Ce,lf(lm)é, donc |[n,llci(r) décroit rapidement vers
0, et on en déduit finalement que la suite de conjugaisons h, = g,—1 0 -+ 0 go
converge dans C}(T) vers un difféomorphisme h vérifiant ||h — Id|lciry < Ce et
hfh ™t =r,.

[m}
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Chapitre 4

Théoremes de conjugaison
lisse simultanée, cocycles

d’Anzai

Dans les 2 chapitres suivants, nous montrerons des théorémes de rigidité
analogues a ceux du chapitre 2 dans un cadre perturbatif, ce qui permet
l"utilisation de techniques KAM. Nous allons décrire dans ce chapitre certaines
techniques et certains objets que nous utiliserons a cette fin.

Le premier résultat de rigidité lisse utilisant des techniques KAM est dii
a D. Dolgopyat et R. Krikorian [6] et dit que si d > 1, si w est une variable
aléatoire uniforme sur {1,--- ,p}, siRy, ..., R, sont des rotations de 57 telles que
lI'action de R, est minimale, et si fi,..., f, sont des difféomorphismes de st
suffisamment C*-proches de Ry, ..., R, tels que les d exposants de Lyapunov
de f, associés a une mesure stationnaire sont positifs, alors f,, est conjugué a
une rotation par une conjugaison C*-proche de l'identité.

Nous établirons donc par la suite un résultat analogue sur T¢ pourd = 1 et 2.
Si f est une perturbation d'un diffomorphisme aléatoire fy d"une variété V dont
la mesure de Lebesgue est I'unique mesure stationnaire, une premiére étape
consiste a approximer les mesures stationnaires de f, afin d’en déduire ensuite
une approximation des exposants de Lyapunov associés. Comme f est une
perturbation de f, il est naturel de penser que ses mesures stationnaires sont
proches de la mesure de Lebesgue en un certain sens, et ceci est effectivement le
cas si, notant T I'opérateur de transfert de f;, on a un bon controdle de la vitesse
de convergence des sommes de Birkhoff de T vers la mesure de Lebesgue. Dans
le cadre du théoreme de Dolgopyat et Krikorian ot fy = R, une telle estimation
est effectivement établie (en fait, il est méme établi dans ce cadre une estimation
de la vitesse de convergence de T vers la mesure de Lebesgue). Dans le cas ou

fo est une translation aléatoire de T?, 1’é6tude des sommes de Birkhoff de Ty fait

41
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naturellement apparaitre des petits diviseurs, et il est nécessaire d’avoir une
condition diophantienne pour pouvoir estimer cette vitesse de convergence.

4.1 Mesures invariantes de perturbations de trans-
lations

Proposition 4. Soit o un d-uplet (A, o)-diophantien, dans le sens ot pour tout p dans
Z et tout q dans Z*% — {0},

lg.a —pl = Ik
et soit v, la translation Id + . Si k est supérieur a o +d +1,
1N
N L pori= | o< alele,
e

ot C est une constante ne dépendant que de d.
Démonstration. Posons pn = 5 Ly N @ or Pour tout p dans Z7 — {0},

N-—
1 i 11- eZmNp @
=[N2e 4 ] PW) = 5 Tz PP

n=0

et la condition diophantienne sur a donne la minoration

[1 - ¥4 > |sinrp.a)| > g(271{;9.0(}) > g,
T [plo
donc 1
N a| A
IPn(p)l < —ZANIPI lp(p)l-
On en déduit
POl Y Iov < gy Y PFIO0N < [ Z ldﬂ]n(puc ‘)
peZ—{0} peZ—{0} peZ—{

O

Avec cette estimée sur la vitesse de convergence des sommes de Birkhoff
d’une translation diophantienne 7,,, on peut déduire que les mesures invariantes
d’un difféomorphisme proche de r, sont proches de la mesure de Lebesgue.

Corollaire 4. Soit a un d-uplet (A, o) diophantien, f un difffomorphisme de T et u
une mesure f-invariante. En posant ¢ = ||f — rallcierey 0t k 2 0 +d + 1, on a pour

toute fonction ¢ C* sur T?
[e
<C Z||(P||ck(1rd>

[ oo~ [ o

oit C est une constante ne dépendant que de d.
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Démonstration. Par récurrence immédiate, |f" —r};| < ne, donc|po f" —pory| <
nell@llcirey. Ainsi, en utilisant cette inégalité et le lemme précédent,

1N—1
lﬁ;(pof —fw(p(x)dx

On intégre cette inégalité selon i, ce qui donne par f-invariance de u

[ oot [ o

et on obtient le résultat voulu en choisissant N =

C
< mH(PHCk(W) + Nellgller oy

C
< (m + NE) |(P||Ck(Td),

! } +1 m|
VAe '
Remarque : Comme application immédiate de ce résultat, on obtient par

exemple que le diametre de l'ensemble de rotation de f est O(e?) quand &
tends vers 0.

Considérons f un difféomorphisme aléatoire lisse de T, y une mesure sta-
tionnaire ergodique de f, et y I'exposant de Lyapunov correspondant. Dans ce
contexte, on a

y = ]Ej;rlnf’(x)dy(x).

On veut justifier qu’en général, y < 0 et étudier le cas d’égalité. Supposons que
la mesure stationnaire p est la mesure de Lebesgue. Alors on a directement par
I'inégalité de Jensen

y= ]Efjrln(f’(x))dx <In (IEfo’(x)dx) <Inl1=0,

avec égalité si et seulement si f* = 1 presque slirement, donc si et seulement
si f est presque slirement une rotation. Supposons maintenant que p est une
densité g(x)dx ol1 g est lisse et ne s’annule pas. Si on note G(x) = j(;x g(t)dt, alors
G.u est la mesure de Lebesgue, donc GfG™' admet la mesure de Lebesgue
comme mesure stationnaire, et en utilisant l'invariance des exposants de
Lyapunov par conjugaison, on obtient de nouveau que y < 0, avec égalité si et
seulement si le difféomorphisme lisse G conjugue f & une rotation.

I1 est en général difficile d’obtenir la régularité d’une mesure stationnaire.
Cependant, si f est proche d’une rotation aléatoire vérifiant une condition
diophantienne, on peut montrer de maniere analogue au corollaire 4 que
p est proche de la mesure de Lebesgue, et en affinant la méthode on peut
approcher p par une densité g(x)dx avec une précision supérieure, g étant
une densité lisse proche de 1. Adapatant alors l’argument du paragraphe

ci-dessus, on peut montrer qu’en notant G(x) = fox g(t)dt, y est strictement
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négatif excepté si GfG™! est trés proche d’une rotation. On peut alors a I'instar
du théoreme d’Arnold et ses dérivés présentés au chapitre 2 itérer cette
démarche pour conjuguer f a des difféomorphismes de plus en plus en plus
proche d’une rotation, démarche que l'on peut itérer a l'infini pour conju-
guer f a une rotation, a moins que y ne soit strictement négatif. L'énoncé et
la démonstration précise de ce fait heuristique sera 1’objet du prochain chapitre.

Le cas de la dimension 2, c’est a dire 1’étude des exposants de Lyapunov
de difféomorphismes proches de translations, et plus précisément 1’étude du
cas critique ol tous les exposants de Lyapunov sont nuls, fait naturellement
intervenir une classe de difféomorphismes plus large que celle des translations,
que nous allons présenter dans les deux prochaines sections.

4.2 Cocycles d’Anzai, unique ergodicité

Nous noterons G le groupe des homéomorphismes sur T? de la forme
(x,y) = (x +a,y + B(x)), ot a est dans T et § est une fonction continue sur T.
Nous appellerons cocycles d’Anzai de tels homéomorphismes. Nous allons
étudier quelques propriétés dynamiques des éléments de G.

SiR(x,y) = (x+a,y + p(x)) et U(x,y) = (x, y + u(x)), alors
URU‘l(x, y)=x+a,y+px)+ulx+a)—u(x),

donc s’il existe une fonction u sur T tel que pour tout x dans T
u(x + a) — u(x) = p(x) - fTﬁ(t)dt (ce qui est par exemple le cas si a est
diophantien et § suffisamment lisse), alors R est conjugué a une translation.
Ainsi un cocycle d’Anzai suffisamment régulier hérite des propriétés dyna-
miques d'une translation. Il est en revanche plus rare qu'un cocycle d”Anzai
aléatoire soit conjugué a une translation aléatoire car ceci implique que presque
toutes les réalisations de ce cocycle commutent, ce quin’est en général pasle cas.

Il est trivial que la mesure de Lebesgue est stationnaire pour tout cocycle
d’Anzai aléatoire. La proposition suivante donne un critére pour que ce soit la
seule.

Proposition 5. Soit R : (x,y) — (x + a,y + B(x)) un cocycle d’Anzai aléatoire, et
B = ﬁr B(x)dx. On suppose que pour tout entier p, pa n’est pas presque siirement un
entier. Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

i) La mesure de Lebesgue est I'unique mesure stationnaire de R.

ii) R est ergodique pour la mesure de Lebesgue.

iii) Il n’existe pas d’entier p non nul et de fonction mesurable u : T — R (p et u non
aléatoires) tel que presque stirement, pour tout x dans T,

pp(x) + u(x + a) — u(x) € Z.
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Démonstration. i) = ii) est un fait trivial classique, et iii) équivaut a la non
existence d’une fonction u et d’un entier p tels que (x,y) +— X Y goit
presque stirement R-invariante, donc ii) = iii). Supposons maintenant iii), et
soit u une mesure stationnaire de R. On va montrer que u est la mesure de
Lebesgue en suivant une méthode diie a Anzai [1]. Pour g dans Z, posons i, la
mesure complexe sur T définie par

f Px)dug(x) = f P2 du(x, y).
T T

L’invariance de u par R donne

f(p(x)dyq(x) =E f olx+ a)e_z"”qﬁ(")dyq(x), 4.1)
T T

Nous allons montrer que 1o = dx et que u; = 0 pour g # 0, ce qui suffit pour
conclure puisque cela implique {i(p,q) = 0 pour (p,q) # (0,0).

Pour g = 0, yg est invariante par I'opérateur de transfert Tp(x) = E[p(x +a),
ce qui implique fo(p) = E[e?*]fo(p) pour tout entier p, mais par hypothese si
p # 0, [E[e2™¢| < 1 donc fio(p) = 0, et f10(0) = [ 1du = 1, donc pg est la mesure
de Lebesgue sur T.

On suppose maintenant g # 0. On écrit y, sous la forme du,(x) =

0| g(x)|, ot |uy| est une mesure positive finie et 0, une fonction borelienne
a valeurs dans ] — n, 7t]. La relation (4.1) implique

[ o < [ Towduio,
T T
ce qui en remplagant ¢ par ¢/g donne pour ¢ > 0

\meww

Par suite, si |p| < M, appliquant la formule précédente aux fonctions positives
M + ¢ et M — ¢ donne par double inégalité

sﬁmmwwm

fwmwm=fmmwwn
T T

Ainsi |y,| est invariante par T, donc le méme raisonnement que pour 1’étude de
o montre que d|u,| = c;dx pour un certain réel positif ¢;. Il nous reste a montrer
que ¢, = 0. Pour cela remplagons y, par c,e'%®dx dans (4.1) :

ququo(x)eiﬁq(x)dx =Cq]Ejj;(P(x_i_a)ei(—anﬁ(xHG(x)dx

— Cq f (P(x)]E[ei(—Znﬁ(x—a)+9q(x—a))]dx.
T
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La fonction ¢ étant arbitraire, si ¢; # 0, cela entraine que pour presque tout x,
eieq(x) — E[ei(—anﬁ(x—a)-#Gq(x—oz))]’ et donc que

—qp(x —a) + %(Qq(x —a)-6,(x) € Z,

ce qui contredit iii) O

Grace a ce critere, nous pouvons montrer maintenant qu’en général, un
cocycle d’Anzai aléatoire est uniquement ergodique :

Corollaire 5. Soit R : (x,y) = (x + a, y + B(x)) un cocycle d’Anzai aléatoire tel que :
i)ll n’existe pas d’entier p non nul tel que pa € Z presque siirement.

ii)Si R est une copie indépendante de R, alors R o R n'est pas presque stirement égal o
RoR.

Alors R est ergodigue pour la mesure de Lebesgue.

Démonstration. Supposons R non ergodique. Il existe par la proposition pré-

cédente un entier p non nul et une fonction mesurable u telle que presque
stirement, pour presque tout x dans T,

pB(x) = u(x) — u(x + @) mod 1

De méme, si R : (x, y) — (x + @&, y + f(x)) est une copie indépendante de R, alors
presque stirement, pour presque tout x dans T,

pp(x) = u(x) — u(x + & mod 1,

et on en déduit que le la fonction x > B(x + &) — B(x) + B(x) — B(x + @) est presque
stirement a valeurs dans I’ensemble discret %Z, donc constante par continuité,

donc nulle car d’intégrale nulle. Ceci entraine que R et R commutent presque
strement. O

Si l'on suppose certaines conditions diophantiennes, alors l’assertion
R o R = R oR presque slirement entraine une conjugaison de R a une
translation, et donc la encore I'unique ergodicité.

Nous réutiliserons au chapitre 6 des techniques analogues pour montrer
que les mesures stationnaires d’un difféomorphisme aléatoire proche d'un
cocycle d’Anzai aléatoire diophantien sont proches de la mesure de Lebesgue.

4.3 Une caractérisation dynamique des cocycles
d’Anzai généralisés

Nous nous intéressons aux cocycles d’Anzai car les exposants de Lyapunov
d’un cocycle d’Anzai aléatoire sont tous nuls. Au chapitre 6, nous montrerons
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que dans un contexte perturbatif, les cocycles d’Anzai caractérisent, a conju-
gaison pres, les difféomorphismes aléatoires dont les exposants de Lyapunov
sont nuls. Nous montrons dans cette section un résultat allant en ce sens dans
un autre contexte : nous allons montrer ici, dans un contexte global, que les co-
cycles d’Anzai caractérisent les difffomorphismes aléatoires ayant probabilité
positive d’étre une translation minimale et dont les exposants de Lyapunov sont
nuls. Nous allons démontrer ce résultat dans un tore de dimension quelconque.

Commengons par généraliser la notion de cocycle d’Anzai en dimension
superieure. On pose Gy le sous-groupe de Homy(T“) dont les éléments R sont
de la forme R(x1,x7,...,%5) = (x1 + a1, x2 + ax(x1), ..., xg + ag(x1, ..., X4-1)) ol
est une fonction continue sur T<1.

Si f:w — festun difffomorphisme aléatoire de T sur un espace pro-
babilisé (Q, ¥, P), on appellera restriction de f tout difffomorphisme aléatoire
¢ de T de la forme ¢ = f|a oit A est un sous ensemble mesurable de Q de
probabilité positive muni de la probabilité induite m]l’

Théoreme 8. Soit f dans Diffy(T?) un difféomorphisme aléatoire C*, u une mesure
stationnaire de f, et supposant ]Eﬁrd In* [|df(x)ll + In* || f(x) "l du(x) < +o0, soit
Y1 2 -+ 2 g les exposants de Lyapunov associés a 1.

On suppose qu’il existe une restriction R de f qui soit une translation aléatoire mini-
male. Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

i) 1 existe une action algébrique (déterministe) P dans Sl;(Z) telle que PfP~! appar-
tient presque stirement a G.

ii) f appartient presque siirement d un sous groupe résoluble (déterministe) G de
Diff,(T").

iii) ya(u) = 0.

(remarque : I'hypothese d’intégrabilité servant a définir les exposants de Lyapunov n’est
pas nécessaire pour I'équivalence i) & ii).)

Lorsque ces assertions équivalentes sont vérifiées, on a en fait plus précisément que
yi=0pouri=1,...,d, et f appartient presque silrement a un sous groupe résoluble
déterministe G d’ordre de résolubilité au plus d (i.e. le d-ieme groupe dérivé de G est
réduit a un singleton).

Une récurrence directe montre que les éléments du k-ieme sous groupe dé-
rivé de Gy sontdela forme (xy,...,x3) = (X1,.. ., Xk, Xps1+ Q1 (X1, -+ o, XK), - -2, Xg+
ag(x1,...,%4-1), donc en particulier le d-ieme sous-groupe dérivé de Gy est
trivial, donc Gy est résoluble, ce qui montre i)= ii).

Démontrons i) = iii). Soit 7 : (x1,x2,...,%3) = (x1 + aq, X2 + ax(xq),..., x5 +
ag(x1,...,x4-1) un difffomorphisme aléatoire de Gy et u une mesure station-
naire ergodique, (rx) une suite i.i.d. de copies de r et R, = r4—1 0 --- o 1. Les
endomorphismes N = dri(Ri(x)) — Id sont triangulaires sur la base canonique
de R?, donc le produit de d endomorphismes quelconques parmi la famille (Ny)
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est nul. En conséquence :

d
AR, (x) = (Id + Np_y) - -~ (Id + No) = Id + Z 2 N, -+ Nk,

j=1 0<ky<-<kg<n

et, notant M, = sup,_, |ldrx(Ri(x)|| de sorte que pour k < n, [[Nk|| <1+ M,, ona
ldR, ()|l < dn(1 + M,.)*,

et donc . . p
—In||dR,(x)|| < = In(dn) + = In(1 + M,,)
n n n

Le premier terme du membre de droite tend trivialement vers 0, et le second
terme tends presque stirement vers 0 pour u presque tout choix de x, par
exemple en appliquant le théoréme de Birkhoff a In(1 +||dr(-)|). En conséquence,
le plus grand exposant de Lyapunov associé a u est négatif, et on montre de
méme que le plus petit exposant de Lyapunov est positif.

Nous avons démontrer a ce stade i) = ii) et i) = iii), mais aussi que
I'hypothése i) entraine les assertions plus précises énoncées a la fin du
théoréme.

Nous allons démontrer maintenant iii) = i), grace au théoreme de Avila-
Viana. Appliquer le théoréme directement & f ne donnera pas assez d’infor-
mations pour conclure, nous aurons besoin d’étendre f en un cocycle mettant
en évidence l'action de df sur les droites de R?. A ces fins nous utiliserons les
notations suivantes :

-Si h est un vecteur de R?, on pose /i = \Z_I

-Si u est un isomorphisme de R?, on définit # : $*~! — S?! par i(h) = u(h).
-Si f est un difféomorphisme de T?, on définit f : T¢ x §*1 — T4 x §4-! par
[ h) = (f(x),df(x)h).

En plus du théoreme d’Avila-Viana, la démonstration reposera sur le lemme
suivant :

Lemme 5. Soit f dans Diffy(T?) un difféomorphisme C' préservant la mesure de

Lebesgue et soit v une probabilité sur la sphere S=1 invariante par d?(?) pour tout x
de T¢, alors
supp(v) C ﬂ ker(df(x) — Id).

xeTd

Admettons ce lemme pour le moment. Donnons nous un difféomorphisme
aléatoire f et une mesure stationnaire pt comme dans I'énoncé du théoreme, et
supposons que iii) est vérifié, c’est a dire y,; positif.

Par le théoreme d’Avila-Viana, p est presque sirement f-invariante. En
particulier, 4 est presque slirement R-invariante, donc y est la mesure de
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Lebesgue sur T?. Ainsi 0 = de Indetdf(x)dx = y1 + - -+ + Y4, et puisque le plus
petit exposant y, est positif, on a en fait y; =--- =y, = 0.

Si 0 est une mesure stationnaire de f sur T¢ x $%-1, alors les exposants de
Lyapunov associés sont encore tous nuls, donc f fi = (i presque stirement. En
particulier, [I est presque stirement #-invariante, et on en déduit que fI est une
mesure produit : en effet, notant, v la projection de @ sur S°!, si ¢ est une
fonction continue sur T x §4-1,

n-1
. 1 X
f o(x, hydi(x,h) = lim E f —Z(p(Rk(x),h)dy(x,h)
Tdx§d-1 n—+0o TxSd-1

n
k=0

f @(x, hydxdv(h).
TéxS4-1

Presque stirement, la mesure produit dxdv(h) est invariante par le cocycle
f C (v h) = (fix), dﬁx\)h), donc on déduit que v est ﬁ(})—invariante pour
tout x dans T¢ : en effet, si u est une fonction continue sur T¢, et v une
fonction continue sur S%71, l'intégrale f"erst u(x)v(h)dxdv(h) est égale d'une
part a dest u( f(x))v(df(x\)h)dxdv(h) car f est invariant par i = dxdv(h), et
d’autre part a fwxsd-l u(f(x))v(h)dxdv(h) car f est Lebesgue-invariant. Ainsi,

l'application continue x fs i (v(dﬁﬁh) —o(h))dv(h) est orthogonal a u o f pour
toute application continue u, et est donc identiquement nulle par inversibilité
de f.

Définissons maintenant le sous espace V des vecteurs h dans R tel que
preque stirement, pour tout x dans RY, df(x)h = h. Par le lemme 5, V est non
trivial. Nous allons montrer qu'il existe dans V des vecteurs de Z% non triviaux.
Notant ¢ = f —Id = (¢1,...,¢Pq), pour p = (p1, ..., ps) dans 7 la matrice de

W) = [ e dpmx
Td
dans la base canonique de R? s’écrit

pidi(p) -+ padi(p) P1(p)
z A B I KR
pda(p) -+ padalp) Pa(p)

donc pour h dans R?, @(p)h = p.hd(p). Si on note A 'ensemble des p tels que
$(p) n’est pas presque stirement nul, / est dans V si et seulement si presque

stirement, pour tout p dans Z¢, Eq\b(p)h = p.h(f)(p) = 0, donc si et seulement si
p.h = 0 pour tout p dans A. L'espace V est donc régi par le systeme d’équations

d
h=(,... )€V eVpe A,th(p.ek) =0,
k=1
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ot ey, ..., ¢4 est la base canonique de RY. Les coefficients p.ex étant dans Q7 ce
systéme admet des solutions non triviales dans Q“ si et seulement pour tous
pW,...,p appartenant a A, le déterminant de (p".¢)),<; ;<4 est nul, donc si et
seulement si il admet des solutions non triviales dans RY. Ceci prouve donc
qu’il existe un vecteur  non trivial dans Q¢ NV, etdonc aussi dans Z? NV en
multipliant & par un dénominateur commun.

Quitte a diviser ce vecteur h par le pged de ses coordonnées, on peut sup-
poser que celui ci vaut 1. Il existe alors P dans SI;(Z) tel que Pe; = h. Le
difféomorphisme aléatoire f; = P71 fP vérifie alors dfi(x)e; = e; pour tout x de
T, presque stirement. On en déduit que f; est presque stirement de la forme

Y(x, t) € TV T, fi(x, £) = (g(x), £+ h(x). (4.2)

Cette premiere réduction faite, les exposants de Lyapunov de g associés a la
mesure de Lebesgue sur T?! sont tous nuls, ce qui permet de conclure par
récurrence sur d.

Notons que pour démontrer la premiere réduction, a savoir I'existence de
P dans Sl4(Z) tel que fi = P 1P soit de la forme (4.2), nous n’avons pas
utilisé I’assertion iii) mais seulement sa conséquence "il existe une probabilité i
presque stirement invariante par f". Ceci nous permet de montrer I'implication
ii) = i) d’'une maniére analogue. A la place du théoréme d’Avila-Viana, on
utilise la proposition suivante, qui sera démontrée au chapitre 6 (Proposition
1):

Proposition 6. Soit X un espace topologique compact, et G un sous groupe résoluble
d’homéomorphismes de X. Alors il existe une mesure de probabilité u sur X invariante
par G, c’est-a-dire telle que f.u = u pour tout f dans G.

Comme f + f est un morphisme de groupe, la proposition précédente
donne une mesure fI presque slirement invariante par f. En conséquence il
existe P (déterministe) appartenant a Sl;(Z) tel que f; = PfP~! soit presque
stirement de la forme (4.2), et le difféomorphisme aléatoire ¢ de T¢~! appartient
presque stirement a un sous-groupe résoluble de T, on peut la encore
conclure par récurrence.

Reste maintenant & démontrer le lemme 5.

Démonstration. (Lemme 5) Posons E le sous-espace de RY engendré par supp(u),
stable par df(x) pour tout x de RY. Nous allons commencer par montrer que
pour tout x, toutes les valeurs propres de df(x)|r sont de module 1. Fixons xp
dans T et notons r; < -+ < 1y, les différents modules des valeurs propres de
df(xo) et pour 1 > k > m posons Ex = {h € E|lim,.c %ln |df(x0)"| = Inre} U {0}
le sous espace de E associé a I'exposant de Lyapunov Inrx de df (xo)|E .
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Si h est un vecteur non nul de E, écrivons h = hy + - -+ + h, avec b dans Ey
(k=1,...,p), hy # 0. On sait alors que

1 "
nlirpw - In|df(x)"h| = Inr,,
donc en particulier si k < p,

lim

1
————df(xo)"h =0,
H—+00 |df(x0)nh| f( 0) k

et toute valeur d’adhérence de df(?o)nh appartient donc a E,. En conséquence,
si B est une boule fermée de 5%~ ne rencontrant pas Ei, ..., Ey, pour tout i de
B, df(x\o)”h n’‘appartient a B que pour un nombre fini d’entiers n, donc v(B) = 0
par le théoréme de récurrence de Poincaré, et donc supp(v) C E; U---UE,,.
L'ensemble E; U - - - U E,, est donc stable par df(x) pour tout x dans T*.

Soit i < m et h dans E;, h # 0. Pour tout x dans T il existe j < m tel que
df(x)h € Ej — {0}. Par continuité de x — df(x), j ne dépend pas de x, et puisque
de df(x)hdx = h, j est nécessairement égal a i. Ainsi pour tout i < m et tout x
dans T, E; est stable par df(x).

Admettons temporairement le lemme suivant :

Lemme 6. Si f = Id + @ est un difféomorphisme C' de T préservant le volume, et V
un sous espace de R? stable par d f(x) pour tout x dans T?, alors

Vx € RY, detdf(x)ly = 1

Ce lemme implique donc que pour tout i < m, detdf(xo)lg, = 1. Or toutes
les valeurs propres de df(xo)|g, sont de module r;, donc r; = 1, et toutes les
valeurs propres de df(xp)|g sont donc de module 1.

On a montré que pour tout x de T¢, les valeurs propres de df(x)| sont de
module 1. En particulier, pour tout x de T, Tr(df(x)|g) < dim E, mais puisque

f Te(df (x)|g)dx = f Tr(Idp)dx = dimE,
b b

on a en fait pour tout x de T? Tr(df(x)|) = dimE, et donc toutes les valeurs
propres de df(x)|r sont égales a 1.

Fixant x dans T, I’endomorphisme N = df(x)|r — Idg est nilpotent. Utilisant
la formule du binome de Newton, si /1 est un vecteur de E, pour tout entier
n, df(x)"h = ¥}, CEN*R, ot p = max(k < O[N*1 # 0) et Cf est le coefficient
binomial "k parmi n". On a donc

1
i _ nh = P —
nl_l)l}rlo o df(x)'"h = NPh € ker N — {0},
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et la suite (cﬁ(})nh)n converges donc vers un élément dans ker N = ker(d f(x)|g —
Idg) C ker(df(x) — Id), et donc supp(p) C ker(df(x) — Id). Cela acheve la preuve
du lemme 5, et donc de I'implication iii) = 1i). O

Démontrons maintenant le lemme 6 :

Démonstration. (Lemme 6)

Traitons dans un premier temps le cas V = Rf x {0}, ot k = dim V. Notant
f="(fi,..., fa), onapar hypothése d;f; =0si1 <i<k k+1<j<d donc f est
de la forme f(x,y) = (g(x, ), h(y)) pour (x,y) dans T* x T¢*, Sa différentielle
s’écrit alors

d\f ’ d ’
afe,y) = DG eI,

donc detdf(x,y) = detd,g(x, y) detdh(y). Or d.g(x,y) = df(x,y)lv, et puisque
f préserve le volume sur T¢, h préserve également le volume sur T¢7, donc
detdf(x,y) = detdh(y) = 1, et on obtient donc |detdf(x, y)ly| = 1.

Traitons maintenant le cas général, l'idée étant de se ramener au cas
précédent en conjuguant f par une action linéaire P. Mais il faut pour cela
choisir P dans Gl4(Z), il va donc s’agir de coder en un certain sens 1’espace V
par des équations linéaires a coefficients entiers, ce que nous allons faire grace
a une décomposition de ® en séries de Fourier.

Remarquons que si h appartient a V, alors, pour tout (p, x) dans Z' x T,
e~ 2P Xdd(x)h appartient a V + iV, donc

dp(p)h = f 2P ()i € V + iV,
']I‘d

Par la relation @(p)h = (p.n)d(p), on en déduit que pour tout p dans Z¢, soit

~

¢(p) € V +iV, soit p.h = 0. Notons maintenant
A={peZPp) eV +iV)

et
W={heRh L A

Du raisonnement précédent on déduit que V. c W. De plus, si h appartient
a W, alors pour tout p dans Z¢, dp(p)h = (p.h)P(p) est soit nul (si p € A),
soit un multiple d’un vecteur de V + iV (si p ¢ A), donc appartient a V + iV
dans tous les cas. En conséquence, pour tout x dans T¢, dd(x)h appartient a
(V +iV) NR? = V. En particulier, W est stable par df(x) pour tout x dans T*.

Le théoréme de structure des sous-groupes de Z“ permet de trouver une
Z-base de Z¢, disons us, ..., 1, un entier k et des entiers non nuls dy,1, ..., d,
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tels que dy1tiks1, - - -, dnty, engendrent le méme sous groupe additif que A. Dé-
finissant alors P dans Gl4(Z) par Pe; = u;,i=1,...,n, on a alors

P*(W) = vect(ey, ..., ep),

ot P* est la matrice transposée de P. En appliquant le cas particulier du lemme
traité plus haut au difféomorphisme P* f(P*)™!, on déduit que

Vx € W, det(df(x)lw) = 1.

Finalement, pour x dans T, puisque dP(x)W C V la matrice de df(x)lw =
Id + d®(x)|w dans une base de W associée a V est de la forme

et donc

det(df(x)lv) = det(df(x)lw) =1
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Chapter 5

Lyapunov exponents of
dynamical systems on the
circle

5.1 Introduction

Arnold has proved in 1961 that a smooth orientation preserving diffeomor-
phism of T close enough to a rotation in analytic topology, and whose rotation
number is diophantine, is conjugated to a rotation, and that the conjugation
is analytic and close to Identity (see [2]). In this paper, we intend to study
the case where we have several such functions we want to simultaneously
conjugate to rotations. More precisely, if fi,--- f,; are diffeomorphisms of T
close enough to rotations whose rotation numbers p(f;) (i = 1,...,m) satisfy
some diophantine condition, we want to find an assumption which insure that
fi,-++, fm are simultaneously conjugated to rotations. An obvious necessary
condition is that these m functions commute, and under the hypothesis that
at least one of the p(f;) for i in {1,...,m}, is diophantine, this condition is
sufficient by Arnold’s theorem: indeed, up to a simultaneous conjugation, we
can assume that this function f; is an irrational rotation, and the commutation
hypothesis then implies that all the f;’s are rotations. Moser [14] proved in
1989 that under the commutation assumption, the diophantine hypothesis
can be weakened in a simultaneous diophantine condition on p(f1),..., p(fn)
which basically says that for each denominator g, there is at least one number
p(fi) which has a bad approximation by rationals of the form g. An other
obvious necessary condition to simultaneous conjugation is that Lyapunov
exponents of the Markov system x,+1 = f;,(x,), where (i,) is an i.i.d sequence
in{1,...,mj}, are equal to 0, and we want to prove in this paper that this is also
a sufficient condition under the same diophantine condition as Moser’s. And
instead of considering a finite number of diffeomorphisms, we will consider

55
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the more general case of a Markov system generated by any probability
on Dif f°(T). This result is not a surprising fact, since there exists many
other contexts where the nullity of Lyapunov exponent implies some rigidity.
See for example Furstenberg’s result [8] on products of i.i.d. matrices, and
Ledrappier’s generalisation [13] on product of matrices over a cocycle. See
also the Dolgopyat and Krikorian’s paper [6] which prove an analog of our
result on $¢, d > 2, and which initially inspired this paper.

Let’s also cite some global theorems (i.e. without perturbation assumptions)
on the conjugation of diffeomorphisms of T. Herman [9] and Yoccoz [19]
have proved that a C* orientation preserving diffeomorphism of T whose
rotation number is diophantine is C* conjugated to a rotation. B. Fayad and
K. Khanin [7] have proved that Moser’s result is still true without assuming
the diffeomorphisms are close to rotations. Avila and Viana [4] have recently
proved that nullity of Lyapunov exponent implies silmutaneous conjugation.
Together, these two last results give a global version of our results. But the
pertubative case still remains interesting since it gives a good control in the
construction of the conjugation, allowing for example to study the case where
the Lyapunov exponent is small but not null, and morever, the proof might be
adapted in other contexts.

Here is the scheme of this paper. In a first part, we compute an explicit
approximation of the Lyapunov exponent of the system, studying first its
stationary measure. This approximation is interesting in itself, and can for
example be applied to a random product of ii.d. 2 X 2 matrices, naturally
acting on the projective space P(IR?) identified to T. In a second part, we
use this approximation to show that smallness of the Lyapunov exponent
implies that the system is conjugated to another closer to rotations, and when
Lyapunov exponent is null, we will see that we can iterate this process to get a
simultaneous conjugation to rotations.

5.1.1 Notations and main results

We denote by T the 1-dimensional torus R/Z. We will identify functions on T
with their lifting on R by the application x > x + Z. We denote by CX(T) the
space of the functions on R which are CF and 1-periodic, and by Dif ff(T) the
space of increasing functions on R on the form Id + ¢ with ¢ in C¥(T). Setting
for kin IN

ol = sup  lpP(x)],

x€R,0<j<k



5.1. INTRODUCTION 57

we equip CK(T) and Dif f¥(T) with the metric
di(p, ) = llp — Yll

if k < +00, and
+00

1.
deo(p, ) = ) o il — Yl 1)
k=0
if k = +o0. Sometimes, for convenience, we will use the notations C¥, || - ||,

dr with k non integer to denote the corresponding quantity replacing k by its
integer part.

If ¢ is a random C* application on T (i.e. a random variable @ +— v
valued in C¥(T)), we denote

gl = E[Ipl2]*

and if ¢ and ¢ are random elements of CX(T) or Dif f5(T), we denote

5, ¥) = E|dilp, 0]

If f is a random diffeomorphism of T, a probability measure p on T is said
to be stationary for f if it is invariant for the transition operator Te = [E[p o f].
The associated Lyapunov exponent is

y(fu) = Eﬁrlnf'(x)dy(x).

This Lyapunov exponent is invariant by conjugation in the sense that if G
belongs to Dif f,(T), then y(f, u) = ¥(GfG™, G, ).

A real valued random variable o will be said diophantine if it satisfies for
some ¢ > 1 and A > 0 the condition:

. ( p )
infla— -
peZ q
This is for exemple the case if the law of a charges a diophantine number, or if
it is not Lebesgue-singular.

1

Vg € INY, A

=

(5.1)

()

Theorem 1. Let o a diophantine random variable and r, = Id + a. There exists
€0 = €o(a) such that for every random C* diffeomorphism f of T satisfying p(f) = a,
Ooo(f,1a) < €0 and ||f — v4lh < 1 a.s., and for every stationary measure u of f, the
associated Lyapunov exponent y = y(f, u) is non positive and there exists a (non
random) diffeomorphism H € Dif f°(T) such that

So(HfH™, 1) < 4/-5y.
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In particular, when y = 0, H is a simultaneous conjugation of almost every realisations
of f to rotations. Moreover, H can be chosen close to identity in the sense that d.(H, Id)
tends to 0 when ¢, tends to 0.

Corollary 1. Under the same assumptions as Theorem 1 (a = p(f) diophantine,
If =74l < Las. and deo(f, 7o) small enough), if f is an independent copy of f, then

So(f o f,fo f) <10y~

Proof. If s (f, 74) is small enough, then by Theorem 1 we can find H in Dif f,.(T)
with 9/10 < H' < 11/10 such that f; = HfH™" satisfies 8o(fi, 7a) < 4/=5). Obvi-
ously, setting f; = HfH™' and & = p(f), we also have dy(f1,7z) < \/—_5]/ Con-
sequently, do(fi © fi, rara) < S0(fi, 7a) + S0(fus 2) < 245y and 8o(fi © fi, rusa) <
2\/? , hence 0g(f1 © ]?1, fl o fi) £ 9+4/~y, which implies by the mean value
inequality that 5o(f o f, f o f) < 10 y=7. ]

Remark : In the same way, using Moser’s ideas we could get an analogous
result of theorem 1, which would quantitatively say that "f and f almost com-
mutes = f is almost conjugated to a rotation", and then deduce a reciprocal
inequality of Corollary 1, of the type v= < C8¢(f o f, f o f). Thus the square
root of —y seems to quantitatively represents the "default of commutativity" of
realisations of f.

5.2 Proof of the main Theorem

In all this section, we fix a random increasing diffeomorphism f of T and a
random real variable a satisfying (5.1) for some ¢ and A, and up to replacing
A by min(1, A), we will assume A > 1. We set C = f —r,. We also define on
C%(T) transfer operators T and Ty by Te = E[p o f] and Top = E[p o r,]. We
will denote dx the Lebesgue measure on T.

5.2.1 Cohomological equation

Lemma 1. For any ¢ € CX(T) with k > 20, the equation

@-To¢=¢—ﬁrwdx

has an unique solution ¢ such that ﬁr @dx = 0. Moreover, this solution satisfies the

, . NIl
inequality ||@lli—2s < %
Proof. The equality ¢ — Top = 1 — 1)(0) is equivalent to the fact that for any p in

7, p(p)(1 — E[2™]) = i(p)), or still ¢(q) = % (IE[¢?™%] can not be equal
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to 1 thanks to diophantine condition on «). Thus the uniqueness is clear and to
justify the existence, it is sufficient to prove that we can define the function

(P(x) — Z Y(q) eZz’nqx,

~ 1- IE[e2inqa]
and hence we need to bound the Fourier coefficients %. The modulus of
Ao Il . . . .
the numerator (g) is less than (27lf|qT)k‘ Using the diophantine condition (5.1),

we can estimate the modulus of the denominator 1 — E[¢%™] as follows :

|1 — E[¢*™]| > 1 - E[cos(2mqa)]

2 _ 2
> E inf(( n(qa —p)) )]
qez. 2
22 A?
= |q|2(7—2 :
Thus finally,
(@) 201l
1- IE[eZinqa] - (zn)k+2A2|q|k—2g+2'

So ¢ is well defined, is Ck29 and satisfies

k—20 k=201 A 2 1 1l
lpll-20 < )2 ) gl 00) < s qZZ‘IW il < =5t

qez

5.2.2 Estimation of T-invariant measure

We define U the operator which associate to a function 1 in C¥(T) the solution
@ of the cohomological equation ¢ — Top = ¢ - fqr Ydx. Thus :

UIIJ(X) — Z Y(q) g2imax

— 21
pory 1 ]E[E lnqa]

By Lemma 1, U is well defined on C¥(T) for k > 20 and satisfies the bound
IUllk-2s < A72[lYlle. We also define U the adjoint of U in L*(T) (U*y(x) =

Lq#0 %ez"“q"). Operator U will allow us to obtain an approximation of

stationary measures of f, and next of the associated Lyapunov exponents.

Proposition 1. If u is a T-invariant probability measure, then:

f@dﬂ = f@dx+ OCellpllzg+1) = f(PdJH f(U*C)fp'dx+ O(?l|@llag+2)
T T T T

where C = E[Cor_y] and € = |||Ullag+2-
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(Here and in the sequel, O(M) is a quantity bounded by CM where C is a
constant depending only on a)

Proof. First, we will establish an expansion formula of u at order 0. We start
from a Taylor formula at order 0 :

pof=gory+O(Cbllelh).

Taking the expectation, this becomes
T = Top + Oleliplh)-

Then, thanks to the invariance of y :

fT (¢ = Top)dut = Oellplh).

For 1 in C1**°(T), we apply the previous formula to ¢ = Uy and we get :

f Ydy = f Ydx + O(ellPllag+1)- (5.2)
T T

Now, to obtain an expansion of p at order 1, we use this time a Taylor
formula at order 1:

To = Top + El(¢ © ra)T] + O llpll2)-

By p-invariance and our first estimation of i :

f @ - Togphy = f E[(@’ o r2)Cdu + O(eXlll)
T
= [ El(@’ o ra)Cldx + Ol + £IELg’ o r)llor)

Zj[(P,EdX+O(€2“§0”20+2)
T

As previously, for i in C**%(T) we take ¢ = Uy to get

fT Ydu = f Ydx + f (Uy) Ux + O U g 12)

= | gdx+ | @' U Ddx + O [P llao+2)
T T
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5.2.3 Estimate of the Lyapunov exponent

Thanks to Proposition 1 we can deduce estimates of the Lyapunov exponent of
f:

Proposition 2.
1 , o5y, =\ 5
V(f/#)Z—E]E‘fT(C —(UQ) ory + (U C)) dx + O(&”)

where €3 = E[||C)1%].

Proof. Let g = UL, G=1d-g, fi=GfG', 4 =fi-rgand y; = Gu (G is
invertible if [|g|; < %, which is the case if ¢ is small enough). If ¢ is in C**(T),
then thanks to Proposition 1:

f(pdm =f¢°Gd#
T

= | pdu-— f @’ gdu + O(€%|9ll2)
T T

= (f pdx + f qo'gdx) - f(P’gdx + O(*lllag+2 + €llgllos1llll2o1)
T T T

- f gdx + O(elplliosa).
T

Now, using invariance of Lyapunov exponent by conjugation and the estimates
il = O(e) and ¢ = C— g o 74 + g + O(€2), we can compute y(f, p):

y(fiw) =E f In(1 + C))dwa
=E [ (¢ - P/2)d + O
T
_ g f Cdx + O(Y)
2y
= —1 f E[(T —g' ory + g')z]dx + 0(83).
2 Jr

O

Remark :We could avoid the conjugation by G to estimate y and directly
expand [E f In f"(x)du(x) using Proposition 1, but the method we have used
has the advantage to make appear a main term clearly non-positive in the
expansion of y. Moreover, in the context of Theorem 1 this conjugation G will
correspond to the first step in order to conjugate f to a diffeomorphism closer
to rotations.

Here is an application of Proposition 2, independent of the proof of the
main Theorem, which allows to estimate the caracteristic Lyapunov exponent
of a product of i.i.d. 2 X 2 matrices close to rotation matrices.
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Corollary 2. Let (M,) an i.i.d sequence of random matrix of SLy(IR) on the form

cosTiay, —SinTma a
M, = R,, + N,, where R, = " " land N, = ( "

sinma,  COSTidy, ¢, dy

2a,, is not almost surely an integer. Then the Lyapunov exponent of the sequence (M,,),
In||My—1---M .

given by T = lim E M] satisfies, setting €3 = E[||No|I*], z = ¢ and

n—co n

S:ﬂoi—b0+C0—d0i$

, where

1

ST e [|SZ(1 - E[2%]) + E[sz](1 - z)|2] 1O,

In the particular case where oy is not random, this formula becomes

r= %]E [Is = ELs1P] + O) = V%(S) +O(e3).

( O(&®) represents here a quantity bounded by Ce® where C depends only
on a )

Proof. We identify C and R2. Let f = r, + C € Dif f.(T) defined by

einf(x) _ MO ( eimC)
IMp(ei™)|

f can be seen as a perturbation of r,,, and thanks to the formula of area con-
servation [sin(t(6 — 0"))| = [Moe™| [Moe'™'| |sin(re(f(6) — £(0"))), leading to
1 = [Mpe™®? | f'(0)|, we deduce that the Lyapunov exponent of the system gen-
erated by f is y = —2I', and we can estimate it by Proposition 2. We first need
to estimate C : writing that

1 ity ,—int(x+ag)
inc(x):ln( + No(e™)e )

IMo(e='m)]

, , , . -1/2
and using that [Mo(e™)|"! = (1 +2Re(Np(e™)e ™+a0)) + [Ny(e™)P) 2 and
usual Taylor expansions, we get that C = {y + {; + {; where :

o (H(x) = Im(No(e™)e ™*+20)) is a trigonometrical polynomial of degree 1
satisfying [||Colllo = O(IINII)

e (; is a trigonometrical polynomial of degree 2 satisfying [||Ci|llo = O(/|N| %)

e lICalllo = O(INIP)
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Now, if we assume that @ satisfies the diophantine condition (5.1), then by
Proposition 2,

1

I=-
2

f L — (UT) © ra + (UToY Yldx + O(e).
T

A simple computation gives us

Co(x) = —(ag cos(mx) + by sin(mx)) sin(7t(x + ap))
+(co cos(mtx) + dg sin(mx)) cos(m(x + ap))
= Re (Zei”(2x+“°)) + constant
* 7 _ IE‘[SZ] 2iTx
Ulx) = Re(4—(1 — ]E[Zz])e ),

hence using our estimation of I, the end of the proof is straightforward.

Now, in order to treat the case where ag does not satisfy (5.1), we must
copy the proof of Proposition 2, remarking that we only need in this case to
estimate u on trigonometrical polynomials of small degrees, and so we do not
need a uniform estimate on small divisors appearing in the definition of U¢.
More precisely, if Ty is transition operator associated to r,,, the cohomological
equation p—Top = - 1(0) can be solve in the Ry[e?™] space of trigonometrical
polynomials of degree 2, allowing to define as before the operator U on this
space, and U is necassarly continuous since thsi space has a finite dimension.
Next, we succcessively deduce that:

e For every 1 in Rp[¢?™], denoting ¢ = Uy we have

fT Wiy fT Yidx = fT (¢ - Top)dpt + O(ellgllo) = O(elllo)

2inx]
7

e For every ¢ in Ry [e
ﬁ#’dﬂ - fT Pp(x)dx = f(@ — Top)du + j;r]EkP'(x + a)Co(x)ldu(x) + O(?llpllo)
= ). ¥ (U Co(x)dx + O I llo)
e Denoting p1 = (Id — U*{p).p, we have for 1 in Rp[e?™]
le,Zdel = ﬁwdy + OC(ellyllo) = lepdx + OC(ellgllo)
and for i in Ry [¢2™],

du; = du — U Cody + O(2
fﬂ t f¢ u Lw Codu + O(7[[Yllo)
= stdﬂo(ezlllpllo)
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e Denoting f = (Id - U)o fold—UT)™ =1d+ap+ {, we can write
C=0Co+ G + G with

Co = T U'(Q) o gy + U'Tp € Ry[e?™], [ITolllo = OCe)
Ci € Ro[e™], ICalllo = O(e?)
IClllo = O(e)

Y =f1nf1’du1

. . 1 -
- ww+qur§quwo@>
T T T

and next

1 (.
== f CZdx + O(e?)
2 Jr
Thus, we can conclude that the claimed estimate on I' is valid without diophan-
tine assumptions on «ay. O
Remarks :

1) If (M,) is not assumed to belong to SI>(IR) but only to GI>(IR), we still can
obtain an asymptotic formula for the Lyapunov exponent of (M,) applying

previous statement to M,,/ \/det(M,,).

E-gv, -1

2)IfM,1=( | 0

), where E = 2cos(0) €] — 2,2[-{0} and (v,) is

an ii.d centered sequence of reals, then M, is conjugated to Rg + gvy, ((1) CO(’; 0

and previous result gives the Lyapunov exponent estimate of Figotin and
Pastur [16] when g tends to 0 :

2 2
gV 3 gV
r- o) = S
ssio T 0¥ T a

+0(8%)

(V = Var(vy))

5.3 Simultaneous conjugation

We summerize tools we need to make functional calculus on CF spaces in the
following proposition :

Proposition 3. We can find constants By depending only on k such that for any k, the
following assertions are satisfied :
1)There exists a family of linear operators (Py),so such that for any ¢ in CX(T) and for
any j <k:
IPallk < Bk)\k;||||<P|||lj 53)
kPl .
{nw—M¢msjﬁ}. (
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2)(Kolmogorov inequality) For any integer j < k and for any ¢ in CK(T),

lpll; < Bellll ligplly ™™ (5.4)

3)For any ¢, ¥ in CK(T), and any integer j < k,

l@lljlldlle-; < Billllellllo + llpllolille) (5.5)

and

llplle < Bedli@llkllgllo + lgllollllk)- (5.6)

4)For any ©, W in Diffff(T) such that max (d1 (D,7,),d1 (W, rﬁ)) < 3, and for any real
numbers o and f,

di(@ 0 W, 7a4p) < By (d(®, 1) + di(W, 7p)) (5.7)
and when d1(®,r,) < 1/2,
d(@7", 7_0) < Bidi(D, 1) (5.8)
Proof. Points 1), 2) and 3) are classical:
e P, is constructed using a convolution by an appropriate kernel.

o (5.4)is aconsequence of (5.3), using the decomposition ¢ = P p+(p—Pr¢)
for an appropriate choice of A.

e (5.5) is a direct consequence of (5.4) and the convexity inequality
a%'=% < Oa+ (1-6)b, and (5.6) is a direct consequence of Leibniz formula
and (5.5).

Let’s now prove inequalities (5.7) and (5.8): writing® =r, +pand W =rz + 1,
we have di(® o W, 7a4p) = [l + ¢ o Wl < [Pl + llgp o Wlik. And

llp oWl <ligllo + IW¢" o Wlik—1 < ll@llo + Bi-1 (I’ [loll¢” © Wllk-1 + 1" [lk-1l"ll0)

thanks to (5.6). Now, using that ||’y < 4, an iteration of this inequality gives
the existence of C = C(k) such that

k-1
llp o Wil < Clllgll + Z ¥’ lljll"llk—1-;
j=0

and so we get inequality (5.7) using that

W 1ill" llk-1-7 < Be-a (I llollep” 1 + 11 llk-1ll"llo) < 3Br-1(llepllic + Ile)lle)-
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For inequality (5.8), we set ¥ = @71 = r_, + ¢, and we make the induction
assumption that for every j <k, [|¢[|; < Bjll¢l|; for some constant B;. Noticing
that p = —p o ¥, we get

k-1

1Pl = llp o Wl < ligllo + IV ¢" © Wlik—1 < llllo + Z Cr_yllp” o WY lle-1--
j=0

Then, for j = 0, ||’ o W||;|[\W’|[x-1-; is bounded by above by %||¢||k +llpll1, and for
j # 0, llp" o W||j|[¥'[|-1-; is bounded by above up to a multiplicative constant by
llpllx thanks to the inequality (5.7), induction assumption and inequality (5.5).
Thus, we get an inequality of the type |[{)[lx < %Ilybllk + Cll@llx, which implies that
Wl < 2Cllellx. mi

The following lemma is an easy consequence of Proposition 3 which will
give us useful Ck-estimates of a conjugation :

Lemma2. Let U=7,+u, V=1Id+vand W = Id + w in Dif f*(T) with |jull; <2,
max(|[vlly, llwll1) < 1/2. Then :

DAd(VUV, 1) < Be(llullk + [[0]lx)
2)do(VUV™L, WUW™) < Bodo(V, W)

where By is a constant depending only on k.

Proof. 1) is a direct consequence of inequalities (5.7) and (5.8) of Proposition 3.
To prove 2), we write that

do(VUVL, WUW™Y) < do(VUV!, WUV + do(WUV-!, WUW-1)
< do(V, W) + do(WU, WUW-1V)
< 1+ [(WUWY[lo)do(V, W)

and we bound |[(WUW™')'||o by the chain rule. m]

For the sequel we assume that f satisfies assumptions of Theorem 1, that
is p(f) = a, di(f, 7o) < 1 as. and 8« (f, 7o) small enough. We fix y a Lyapunov
exponent of f associated to some stationary measure.

5.3.1 First conjugation

Lemma 3. If [|[Clllag+2 is small enough, f is conjugated by some G = Id — g to some
f=GfG™ =ry + Csuch that for any K > 20 :

* |Igllk—20 = CllICllx

« 1Tl < /=4y + CollCIE,

where C depends only on o and K, and Cy depends only on a.
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Proof. We proceed in a same way as in Proposition 2. We set g = U*C which
satisfies the first claimed inequality by Lemma 1, G = Id — gand f = GfG™! =
fo + C. Noticing that I < IUhA + O(e)) < % if ¢ is small enough and that
In(1+¢t) <t- % for t in [0, 2], we have

Zr _ 1~'2 — _1 ¢2 3
yg]EfT(C 4(, )d,ul— 4f1rC dx + O(e”)

where ¢ = [||Cl|l4o+2. Thus there exists Cy depending only on & such that
E f {%dx < —4y + Coel.
T

Next, we notice that for a fixed event, for every a, b, IC(a) — L(b)| < fT |T|dx,
and since p(f) = p(f) = a, we have {(b) = 0 for some b, and so |||y < fT |T)dx.
Thus, by Cauchy-Schwarz, IIillé < fT {%dx, and taking the expectation and
using previous inequality gives the result. O

Lemma 4. Letk =40 +2. Ify > —C0|||C|||2 and if |||Clllag+2 is small enough, f is
conjugated by some Go = Id — go to some fi = Gof G, = 1o + (s such that, for every
K>k:

® lIgollk—=20 < CalllClllx
® [liCilllx < CalllCllxICHE

3(1-6
o lITllle < Callicammeyz=

where a = 22

k—20"

0 = k/K and C; is a constant which depends only of K and a.

Proof. If g is the function given by the previous lemma, we set go = P,g for
some A > 1 we will choose later (where P, is defined in proposition 3). The
first inequality simply comes from ||gollx—2s < lIgllk-2s and Lemma 3. Next, by
Lemma 2 and 3,

ICulllk < Bx(llITllix + 11gollk) < Bx(lITllk + BxkA¥lIgllk—20) < CAZIIITlk ~ (5.9)
with C = Bk(1 + BxCp). On another hand, still by Lemma 3,

IIGEG™ = ralllo < C'IIITIE

with C' = v5C, and by Lemma 2,

l1g1lk—20 < C”MIClx

1GofGo = GG lllo < BollGo = Gllo = Bollg = Pagllo < BoBi-2o Fr=ral iy

with C” = ByCyBj_p;. Combining the two last inequalities we get

IIElllo = G0 fGy" = ralllo < max(C’, C">(|||cn|i/2 +
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and by Kolmogorov inequality (5.4),

1-6
Il ) 5.10)

MNk—20

Il < C Gl I +

with C"”” = Bgmax(C”,C""). Taking A¥2° = |||C,|||]:1/2, (5.9) and (5.10) give the
result. m|

5.3.2 KAM iteration

Now we assume that y > 0, and we will iterate the constructed conjugation,
and verify the convergence of the scheme to get a conjugation of f to r,, which
will imply in particular that y = 0. Thus, we fix k = 40 — 2, we define f, = f,
Co = G, and once constructed f, = r, +(,, if Lemma 4 applies we set G, = Id — g,
the conjugation obtained and f,+1 = G, fnG;1 = 7y + Cue1. We also fix a large
integer K, and we set ¢, = [||C,[llx and Vn = 1Calllk-

Lemma 5. There exists an integer Ko and b > 0 depending only on « such that if

4
K > Ky , then for some constant C depending on a, K and y,, we have e,41 < C”Zeﬁ
and y, < C"e;? as long as f, can be defined.

Proof. Using notations of Lemma 4

YVn+1 = Clj/né‘;u (5.11)
31—
e < Cppf e (5.12)

We will assume K large enough so that 2(1 — 6) — 4a6 > % where 6 = £. Let

P, =&, €o. By (5.11), we have y,11 < C[yoP,". So (5.12) becomes
31—
ey < Cle2 70 prad, (5.13)

. 1
with C; = ((1+70)C1)°. If for some integer 7 and real M > 1, we have ¢, < MP}.,
then the previous inequality becomes

3(1-8)— 1
enn < MC2P20™ < MCIPE,

and multiplying left and right side by 85 ., and then taking the power 3, we

1 1
obtain €,41 < MC;P,;1 .- Thus by induction, we have ¢, < CZZP,j, and (5.13)

becomes
2 3(1-5)-4ad
- n° .
en1 < Ch &
4

and since 3(1 — 6) — 4ab > 3, this prove the first inequality. And the second

1
inequality is then a direct consequence of y,,41 < C{yoP," and ¢, < C;‘ZP,;‘. o
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Now we can finish the proof of Theorem 1 :
First we apply the lemma with K = K. Thus, if ¢y = [||C/|lk, is small enough,
then ¢, = O(5z57)- Next, we apply the lemma with a larger K: if I = 6K be an
1

integer such that 6 < 3z-5, then

1
Tl < Biel 0y0 < Cep 06" < Ce2

and so [||C,ll; quickly decrease to 0. Since K can be chosen arbitraly large, this
holds for every I.

Now we set H, = G,-1 -+ Gy, so that f, = H,fH;!. We have H, = Id + h,
with
I’ln = g]' o j-1-
=0

For every I, we have for some C = C(/)
n—-1
Wl <) lig; o Hjll
=0

n-1
<C Y gl + i)
j=0
< Cegsup(1 + [1hll)-
j<n

Using an induction we deduce that if ||h,||; < Cép), and next that

n—1

Y ligj o il < Ceo
j=0

for some C = C(I). In consequence, h, normally converges in C'(T?) to some
limit & satistying ||h|l; < Cep, and H = P + h is thus C*, close to Id, invertible if
& is small enough, and satisfies HfH™! = r, almost surely.

Now, if we assume that y < 0, then we notice that in the previous construc-
tion, we can define f,,4; from f, as long as y > —Coe3 since we can use Lemma
4. Thus we can conjugate f to f, satisfying y > —Coe3. Then Lemma 3 allows

us to conjugate f, to some f = r, + C satisfying ||[T[llo < +/—4y + Coed < /=5y

This completes the proof of Theorem 1.
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Chapter 6

On simultaneous
linearization of
diffeomorphisms of T?

D.Dolgopyat and R Krikorian studied in [6] Markov system on ¢ (d > 2) of the
form x,41 = f;,(xn), where (i,) is an i.i.d sequence on {1,...,m}, and fi, -+, fu
are smooth diffeomorphisms C*-close to rotations Ry, ..., R,, whose action on
S% is minimal, and proved that for each stationary measure of this system, at
least one associated Lyapunov exponent is non-positive unless fi, ..., f, are
simultaneously conjugated to rotations, with a conjugation C*-close to Identity.

Our purpose is to obtain an analogous result on T if fi, ..., fm are diffeo-
morphisms of T close to rotations, does nullity of Lyapunov exponents imply
simultaneous conjugation? We proved in the previous chapter that the answer
is yes when d = 1, under some diophantine condition on rotations numbers
p(f1),--., p(fm). If d > 2, it does not hold anymore. Indeed, if each function f; is
on the form

filx1, .., xq) = (1 + a1, 00 + a2 (x1), X3 + @3(xX1, X2), ..., Xg + ag(x1, ..., X4-1)) (6.1)

where a; is a smooth map on T*1, then it is not difficult to show that all
the Lyapunov exponents of the system are null, though there is not in general
simultaneous conjugation to rotations since in general, the f;’s do not commute.
Thus, the natural extention of the result would be rather:

if fi,- -+, fn are diffeomorphisms of T C*-close to diffeomorphisms of the form
(6.1), does nullity of Lyapunov exponents implies simultaneous conjugation of
fi,-.., fm to diffeomorphisms of the form (6.1)? In this paper we will prove this
assertion, under some diophantine condition, in the case d = 2. Moreover, we
will also prove that simultaneous conjugation is equivalent to some algebraic
relation between fi, ..., fi, (precisely: the group of diffeomorphisms generated

71
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by fi,..., fu is solvable of order 2, that is, for every i,jk,1, fifif" f].’1 and
fifife ! ffl commute. This can be viewed as an analog of Moser’s theorem
[14] which states that in a perturbative context, conjugation to translation is

equivalent to the fact that the diffeomorphisms commute).

6.1 Notations and results

Let T? = R?/Z* be the d-dimensional torus. We will identify functions on T*
with their liftings on R by the map x — x + Z“. Thus, in this context, we will
denote:

e CK(T",R") the space of the C* functions on R? into R", 1-periodic in each
variable, or only CK(T?) if n = 1. If k < +oco, we endow CF(T%) with the
norm [|@lle = sup|, < rege [9°@(¥)|, and we endow C™(T?) with the metric

in(L [l -
dm((p,¢)=zmm( !ﬁf Yllk)

keN

e Dif f*(T") the space of the functions which induce a C* diffeomorphism of
T¥, that is the bijective functions f : R? — R? of the form f(x) = Ax + ¢(x)
where A € Sly(Z), ¢ € CK(T?,RY). A is the linear part of f, and ¢ its periodic
part.

e Dif f§(T) the connected component of Id in Dif f*(T?), that is functions
of Dif f*(T%) whose linear part is Id.

Let (QQ,7,P) be a finite probability space. If E is one of the function

spaces described above, we will denote by E the space of random variables
f o f*from Qinto E. Such a random variable f will be called random
function/diffeomorphism, and if x belongs to T¢, f(x) will denote the random
variable w — f“(x). If || - ||, is some functional norm and ¢ a random map, we
will denote

gl = E[lpl2]*

A probability measure y is said stationary for f € Dri?fo(Td) ifE[ful=p A
stationary measure is said ergodic if it is extremal in the convex set of stationary
measures.

ff=Id+®e [517?8(11""), we will call random rotation vector of f a random

variable X on RY of the form X = ﬁrd ¢dy where |1 is a stationary measure of f.
If A, 0 are positive reals, a random variable ® in RY will be said (4, 0)-
diophantine if

A
Vg e 7% E|inf|g.0 —p|| > —.
q LEZ lq P|] i
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From now on we will essentially work in T2:
We will call Anzai cocycles the maps of Dif f*(T?) of the form R(x,y) =
(x + a, y + B(x)). We will write ﬁ as a shortcut for E(O) = fT B(x)dx.

If f belongs to 5?7‘ ' (T?) and u is a stationary ergodic measure of f, then
letting (f,,) be a sequence of independant copies of f and F,, = f,_10---0 fy, we
set

.1
7 = Jim S [ I, @lduco
.1 -
ya(fw) = lim ~E [ InfldFu(0) ™ du(x)
n—+oo 1 T2
the Lyapunov exponents of f associated to p.

Theorem 1. Let Q a finite probability space and let A, 6, My > 0. There exists gy > 0
such that for every random Anzai cocycle R satisfying de(R,Id) < My a.s., and for
every random diffeomorphism f : Q — Dif f5°(T?) satisfying de(f, R) < €9 a.s. and
admitting a (A, o)-diophantine random rotation vector, the following assertions are
equivalent:

(1) y2(f, u) = O for some probability measure y stationary for f.

(II) There exists a solvable subgroup G of Dif fJ(T?) such that f € G almost surely.

(I11) f is smoothly conjugated to a random Anzai cocycle, by a conjugation C*-close
to a linear automorphism of T2,

Remark: Random rotation vectors are not in general invariant by conjuga-
tion. But it is when the stationary measure of f is almost surely invariant by
f, which is the case when f is conjugated to a random Anzai cocycle. (Anzai
cocycles are Lebesgue invariant).

(III) trivially implies (I) and (II) (and in fact implies more precisely that
yi(f,1) = 0 (i = 1,2) and that f almost surely belongs to some solvable sub-
group of Dif fo(T?) with index 2) ,thus we will be interest with the converse
implications. The way we will use assumption (II) relies on the following
proposition:

Proposition 1. Let X a compact space, and G a solvable group of homeomorphisms of
X. Then there exists a G-invariant probability measure u (that is g.u = u for every g
in G).

Proof. Let G a solvable group of homeomorphisms of X. Thus, there exists a
chain of subgoup Gy = {Id},G1,...,Gn-1,Gn = Gsuch thatfor 0 <i <n -1,
Gi < Gis1 and Giy1/Gi is abelian. Let II(X) = C%(X)’ the set of probability
measures on X endowed with the weak topology, and M; the set of G;-invariant
probability measures, which is convex and closed in I1(X). We assume that
M; # 0 for some i, and then we define for f € G;,1 the linear operator Ty on M;
by T¢(u) = f.u. Since Gi<Giy1, forevery fin Gy, every gin G;and every u € M;
we have (f7'gf).u = p and so g.(f.pr) = fp, thus Ty(u) = fou € M;. Moreover,
if f,g € Gis1, then flg71fg € G, so for every uin M;, (f1g7 fg).u = u and
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50 Ty o Te(u) = Tg o Te(u). Thus, (Tf)feg,,, is a commuting family of linear
operators of M; into itself. By Kakutani-Markov fixed point theorem, there
exists a common fixed point of these operators in M;, that is there exists u in
M,; such that f.u = u for every f in Gi+1, so M1 # 0. By immediate induction,
M, £ 0.

O

We recall here properties of Cf-calculus we will need in the sequel:

Proposition 2. See [6]
i) For every ¢, ¢ in CK(T?),

llplle < CElIPlllllo + lipllollllk)

ii) For every f = P+ ¢ and g = Q + ¢ in Dif f*(T?) (P and Q are the respective linear
parts of f and g) such that ||| < My,

llf og—PoQIl <Clk, Mo)(IPIl 1Pl + QI llpllic + [1pllelllk)
iii) For every f = P+ ¢ in Dif f*(T%) such that ||plh < 5y,

If~ =P~k < C(OI £ = Pl

6.1.1 Scheme of the proof
We describe here the differents steps of the proof:

e Step 1: If R is a random Anzai map whose random rotation vector (a, f})
satisfies a diophantine condition, and if we denote Ty : ¢ +— E[p o R]
the associated transition operator, for 1 in C*(T?) we will prove that the
cohomological equation

o-Top =y~ [ vz

admits a solution ¢ in C*(T?) whose norms of derivatives are controlled
by derivatives of 1.

o Step 2: Using estimates of step 1, we prove that a random diffeomorphism
of T? close to R has stationary measures close to Lebesgue measure,
noticing that such a stationary measure will be small on functions of
the form ¢ — Top. Moreover, by a finer analysis we will obtain a more
precise approximation of stationary measures by some density measure
(1 + h(z))dz, where h is small.

Next, we conjugate the diffomorphism by a conjugation close to Identity
in order to vanish the term h(z)dz. Thus, the new diffeomorphism has
stationary measures closer to Lebesgue measure.
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o Step 3: Using the formula

vilf,w)+y2f, ) =E j;rz Indetd, fdu(z)

(d.f is the differential of f at point z), when p is close to Lebesgue measure,
we verify that the condition y»(f, 1) > 0 implies by Jensen inequality some
uniform estimates from which we deduce that Lebesgue mesure is close
to be invariant by realisations of f, and that in fact, y1(f, u) and y2(f, 1)
are close to 0.

o Step 4: We study the action of the differential of f on the space of vectorial
lines of R? denoted P(IR?) (which can be identified to T): we define a
natural extension of f on T? X P(IR?) by f(z, h) = (f(z),d.f(h)). Using
step 2, we can assume, up to conjugating the system, that stationary
measures of the cocycle have a projection on T? close to Lebesgue
measure. Moreover, using analog arguments we can also assume that
stationary measures of f are close to product measures.

When f is close to a translation, d, f is close to the identity, and by Taylor
expansions the transition operator S of the cocycle has on C*(T) the form,
up to negligibles terms:

Sp(h) ~ p(h) + (@(h)g’ (h) + b(h)p" (1),

with b > 0. Next we prove a dichotomy:

-If b has a bound by below not too small, this implies some ellipticity
on the operator S and then stationary measures can be approximated by
some density dz ® g(h)dh, where g is smooth and has a controlled size.

-If there exists & such that b(h) is very small, then this direction / is close
to be invariant by d, f, uniformly in z.

If the first case of this alternative occurs, then using that the Lyapunov
exponent of the cocycle is close to 0 (consequence of the fact that Lya-
punov exponents of f are close to 0), we prove that the cocycle is close to
be linearizable, that is conjugated to one on the form (z, h) — (f(z),e“®h)
up to negligible terms. And we prove next that such a linearization is
impossible in this context, and so that the first case cannot occur. Thus,
the second case of the alternative necessarly occurs and there exists a
direction & close to be invariant by the cocycle. It is then not difficult
to deduce that f is linearly conjugated to a diffeomorphism close to an
Anzai cocycle.

When f is not close to a translation, using a conjugation of the cocycle
by (z,h) — (z,D(h)) where D is some diagonal matrix, we can obtain a
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cocycle whose second term is close to the identity, and thus use previous
arguments and prove the same result in this case, and more precisely
in this case the diffeomorphism f is close to an Anzai cocycle without
algebraic conjugation.

o Step 5 At this point we have proved that a random diffeomorphism close
to a diophantine Anzai cocyle whose Lyapunov exponents are positive
is conjugated to a random diffeomorphism closer to an Anzai map, and
in general, the algebraic part of the conjugation is the identity. Iterating
this fact, by the use of classical KAM methods we prove that the random
diffeomorphism is conjugated to an Anzai cocycle.

Remark: It is natural to wonder if the result holds in a torus of dimension
d > 2. It seems that a large part of the proof can be adapted, and the main
difficulty seems to be the step 4: the projective space P(IR?) has dimensiond -1,
and the approximation

Sp = @+ (ap’ +byp"),

becomes on the form

Sq) =@+ [Z aia,-qo + Z bi,,&i]-(p] ,
L]

i

where the right operator is elliptic. In consequence the study of the equation
S*u = u becomes much harder, and the classical results of elliptic theory does
not suffice to obtain needed estimates on p. It is not clear if this new difficulty
is deep or only technical.

6.2 Cohomological equation

For all the sequel, we will assume ¢ and M, are fixed, and we will not explicit
the dependence of constants which will appear in ¢ and My. We will neither
explicit their depedence on A, but we will need the easily checkable fact that
this dependance is polynomial (there are bounded by CA™ for some m > 0
with C not depending on A) We will use the notation O(Z) to represent a
quantity whose absolute value is bounded by CZ for some constant C, and if
E is some normed vectorial space, Og(Z) will represent an element of E whose
norm is bounded by CZ.

Let R : (x,y) = (x + a,y + B(x)) be a random Anzai cocycle, Ty the
associated transition operator defined by Top = E[p o R], f = fT B(x)dx and
A =|||IR o R = R o R|l|;2(r2y where R is an independant copy of R. We will assume
that (o, ﬁ) is (A, 0)-diophantine and that d(R, Id) < M.
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If k1 and k; are two integers and ¢ is a C* function on T2, we will denote

ail +ip (p
dxh dyP

lPllk, k, = sup

. i
11,12€N,OSH+631

L2(T2)

(with the convention } = +co0, 3 = 0).

Proposition 3. The operator I — Ty is a bijection from the space

Ey= {(p € C”(Tz)lf Q(x, y)dxdy = 0}
T2
onto itself. Moreover:

i)For every integer k there exists an integer K such that for every 1 in Eo,

(T = To)™" ¢l < Cllglix
for some C = C(k).

i)lf A # 0, there exists an integer a such that for every integers ki, k, > 1 and
every Y in Eo,
- C
(T = To) ™ Wl g, < Ak Pllksa ko va

for some constant C = C(ky, k).

iii)For every 6 > 0 and every integer p, there exists an integer ko such that for every
Y in Ey, there exists ¢ in Eq such that for every ki and ky larger thant ko,

@l i, < CllPll o)k, 1+5)k
I = To)p = Yl k, < CAPIIYl146)kr, (145)ks

for some constant C = C(5,p, k1, ky).

Proof. We will use the decomposition of the space Ey on two subspaces Ey =
Ego & F where

Ep = {(p € C™(T?)Vx € T,f(p(x, ydy = 0}
T

and F is the subspace of functions of Eg which depend only on the first variable.
Notice that the spaces Egy and F are stable by Ty, and by the derivations d;
and . It is easy to check that I — Ty is a bijection of F onto itself satisfying
estimates i),ii) and iii) (it satisfies in fact stronger estimates), since for ¢ in F,
Top(x) = E[p(x + a)], so that the cohomological equation ¢ — Tog = ¢ can be
solved using Fourier series expansion (see Lemma 1 of Chapter 5) . Thus, we
will mainly study the restriction of I — T, on Egy.
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Up to replacing R by URU! with U(x,y) = (x, y + u(x)), u being defined by
the relation u(x) — E[u(x + a)] = E[B(x) - ﬁ] (see Lemma 1 of previous chapter),
we will from now on assume that

Vx € T, E[f(x) — ] = 0.
If R is an independant copy of R, then
(RoR=RoR)(x,y) = (0, (B(x +a) + p(x)) = (Blx + a) + (x)))-
Since E[f] = constant,
E[R o R — R o Rla, ] = (0, ToB - B),

and in consequence
ITop — Blll2eT) < A.
Thus, still by Lemma 1 of the previous chapter, we have for every integer k,

1B = Blllk < ClliToB — Blllk+2s

for some C = C(k), and for K large enough, we have by convexity inequality

ITof = Bll < C \JIITof = BllzcrnITop — Bll < C v2IBlk VITTof — fllc
so that we finally get the estimate

1B = Blllzcry < C VA
for some C = C(k, M).
When A = 0, this implies that R is almost surely a translation on T?: in this

case we do not need to use the previous decomposition of Ey, Proposition 3 can
be proved by Fourier arguments:

Lemma 1. If R is almost surely a translation, then (I — T) is a bijection from Eq onto
itself, and for every 6 > O there exists an integer ko such that for every integers ki and
ko larger than ko and for every V in Ey,

I = To) " ¢lley o < CllYllsoyr, 16k
for some C = C(6, k1, ky).
Proof. The equation ¢ — To@ = ¢ is equivalent to
Vp = (p1,p2) € 22, p(p)(1 — E[™ 7 *7:P]) = {(p)

Thus defining ¢ by

(p(x) — Z lﬁl](p) ezin(p1x+pzy)’

— E[e2in(pia+pap)
peZz—{Oll ElesrimamrP]
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we have ¢ — Top = 1 and using that
A2
Ip11?9 + |pf?°
we deduce that 1 is C* and that there exists an integer a such that

llplzerey < CUlDTYllzar) + 193¢ (r2))-

If k; and k; are larger than § and if i; and i, are integers satisfying 1% + ,l(—zz <1,

|1 _ ]E[EZin(pla+p2;S)]| >

then since (I — To)8i1l 8;2(p = 9? 8;2170 we get by the previous inequality
107 93 @llizqry < CAI0Y 03 Plliaere) + 103 5 Wllezces).
hta + b _ 1! [(i—1+i—2)+£]<1
(1 + (S)kl (1 + 6)k2 h 1+6 k1 kz k1 -

so that |91 ™07l < 1Wllsop, ok, and 10707 Yllzrey < 1Pllasspm, aronk,
in the same way. The result follows. O

with

In the sequel, we will assume that A # 0. Now we will prove the point iii)
of Proposition 3

Lemma 2. For every integer p and every O > 0, there exists ko such that for every
ki1, ko larger than ko and every 1 in Ey, there exists ¢ in C®(T?) such that

1@l k, < ClYN+8)k,,(1+6)k
I = To)p — Yl k, < CAPIIYl1+5)k1,(1+6)6, -

Proof. We set Top(x, y) = E[p(x + a, y + B)]. This operator Ty is close to Ty when
A is small, in the sense that for every ¢ in Ey,

I(To = To)@llk, &, < ClIB = Bllis @l ko1 < C VAI@Ilk, £y+1

Moreover, we know by Lemma 1 that [ — T, is invertible on E,. For Y in Ey,
we define functions ¢, and 1, by induction by ¢ = 0, ¥, = (I — To)¢p, and
Pp+1 = @p+(I— To) ' — ). Now let pin IN, let us assume that for every 6 > 0
if ky and k, are large enough we have

{ lpplli k, < C||1P||(1+§)k1,(1+5)k2
1Yy = Yllky ke, < CAZI[Yll 18y, (146)k -

for some constant C = C(6, ky, k2). Then

~ 14
lopr1=@pllis s = IT=T0) W=l by < CllY—=Ppllasoy, o0k < CAZIWl 1ok, 1402k,

hence

14
lop+lli ey < N@plli iy + CAZ[WN 452k, 14012k < ClYlla+spr, q+o7k 1
3 pr
1Vp+1 = Yllky ke, = 1(To = To)(@p+1 — @pllk e, < Cll@p+1 = @pllky kor1 < CAZ [Pl @152k, (1+5200+1)

We deduce by induction that ¢ = ¢, satisfies the claimed estimates. O
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Lemma 3. There exists an integer ko such that for every ¢ in Ey,
< Sk -,
lpllr2erz) < F“ 5 (@ = Top)llr2r2)

Proof. Let ¢ = E[|d%(¢ o R - (p)lILz(TZ 12
integer k we will chose later. We have

]E[”ak((P @oR~ 1)||L2(1r2 ]z for some

& —2f Eo(x, y) dxdy - Zf Ep(x, y)To(@5p)(x, y)dxdy

= fz (p&%k((p — Top)dxdy
T
< 2/l 103 (@ — To)lli2er2)

(6.2)

Notice that if S is a composition of # any copies (not necessarly independant)
of R or R7!, then

E[lI05(@ 0 S = @)l 217 < me.
Letting R : (x, y) — (x + &, y + ) be an independant copy of R, we set
So=R'oRT1ToRoR,
which is on the form
SO(x/ ]/) = (x/ y + b(x))

where b(x) = f(x) + B(x + &) — f(x + a) — B(x).
Next, let R; : (x,y) = (x + a;, y + Bi(x)) (i = 1,...,n) be n copies of R for some n
we will chose later such that R, R, Ry, ..., R, are independant. We set

S = (Rno~--oR1)_1oSOO(Rno---oRl),
which is on the form
S(x/ ]/) = (x/y + b(x + SH))
wheres, = a; + -+ + a,.

By the previous remark, we have

ELlI0%(p 0 S = @)lZaz) )7 < (21 + d)e.

Writing |
P y) = Y P, (6.3)

pez

we have

P oS, y)—elx,y) =@ y+Dbx+sy)—@x,y)
— Z (Pp(x)(ezmpb(xﬂ,,) _ 1)e2inpy.
peZ
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Seeing ¢, (x)(e*P™+s1) — 1) as a Fourier coefficient of y - ¢ o S(x,y) — (x, y)
leads to

()P 1) < Wlla 2(@ 0 5(x, ) = (x, Dz

Denoting u = E[e*/™], we have E[e*/™(*)] = Try(x) (we still denote Ty the
restriction of Ty on functions depending only of the first variable), and so

C
lpp(Tou — Dllz(r2) < W(Z” +4)e,

hence
n-1
1 < C
- E Tu-1 < —(@2n+4)e. (6.4)
(Pp(n L 0 ] Ipl¥
L(T)

Setting m, = I [, ™" dt, writing u = v — Tov + m, (by Lemma 1 of previous
chapter) leads to

,1 l
1 ”2 ; 2llollo _ Cllully,  Clpl®
=Y Tu < < <
= 0 4 n n n

for some constant C and integer /. Next, writing that for every integer j,
lulljsr <1+ ||2npb’u||] < 1+Clpl|lull; for some C = C(j), we deduce by induction
on k that |jul|; < CIpIJ for some C = C(j). In particular, |[u];,, < Clpll0 for some C
and hence

15 Colpl®
j
EZTOu—l > 1= my| -
j=0
. 2C|p| .
for some constant Cy. Choosing n = T we obtain
-y
-1
1 |1 mpl
n Z 2
=0
and so (6.4) becomes
Cne Ce

||(Pp||L m = (6.5)

IplFI1 = my,| ~ Ipl" o1 — m,|?
for some constant C.

Let us look for a lower bound for [1 — m,|. We have

I1—m, >E f (1 - cos(2mpb(t))dt > 2" E f {pb(t)dt,
T T



82CHAPTER 6. ON SIMULTANEOUS LINEARIZATION OF DIFFEOMORPHISMS OF T?

where {t} is the distance of t to Z. Next, using that b(0) = 0, we have the
alternative:

-either there exists fy and a realization of b such that |pb(t)| = %, and then

1
— < —
for |t tol il o we have

1
Ipb(t) — pb(to)l < Iplllb"llolt — tol < 1
hence {pb(t)} > }1, SO

fT {pb(t) Pt > f[

a1
b | 10 641plilb’llo”

_ 1
fo 4iplie’llp 7 + 4lplir’llp

and since the probability space is finite, this implies that

1
E b(H)Y?dt >
fqr{’” OVt = ST,

for some constant C.

-or [pb(#)| < 3 for every t in T and every realization of b and then

2 _ 2 242
E fT {pb(H)2dt = fT (pb(t))2dt = p*A2.

Thus in the two cases,

E f (pb(t))2dt > A
P = Cipl

for some C, and
2

1 —m, > —.
P Clpl
Finally, using these lower bounds of |1 —m,|, (6.5) becomes

Ce
llppllizer) < Pl 2A (6.6)

and, choosing k = Iy + 4, we have by (6.3),(6.6) and (6.2):
1

Ce C 1 1
Illacrs < ) Iepllen < 55 < 7ol 19560 = Tog)lE )
peZ

The result follows. O
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Lemma 4. There exists an integer a such that for every @ in Eo and every integers k;
and ky larger than 1,

”(p”kl,kz - ||(P - 0(p||k1+ﬂ k2+uk1

C
A8k
for some C = C(ky, k).

Proof. Therelation (I-T)d1¢ = d1(p—Top)—E[B'drpoR]leads to the inequality
1970 = To)orllcry < 107 (I = To)pllizqrey + CIY Dol
Thus, for every positive integer j less than k;,
1970 = To)d] @lizqrs) < 119V = To)d] plliacrsy + ClAy ™ Daglizcre,
and we deduce by succesive use of this inequality that
I = o)y @lliarey < 1193 (T = To)@lliacre) + Clldy ™ Dallizrey

for some constant C. Next, Using Lemma 3 and the fact that d, and Ty commute,
we get

193 952 pllezqre) < —||(1 To)d} 95 ™ plliere) < (||aklak2+"°<1 To)pllizary +19y 95 pllizcre)

and by iteration of this inequality;,

k1
C o
||8’1<1 a];Z(PHLZ(TZ) < M Z ”alil 1a§2+t11+k0(1 _ TO)(P”LZ(TZ)
i=0

with a = kg + 1. Now, If iy, i, are integers satisfying k—l k—z 1, then

o C &
”alllalzz(pHLZ(TZ) < _Agkl Z ”8111 18122+ﬂl+k0(1 - TO)(P”LZ(TZ)
i=0

with
i1—1 ir +ai+ko _ il in (_ 1 a ) . ko
k1+k0+ k2+ak1 _k1+k0+k2+ﬂk1+ k1+k0+k2+ﬂk1 l+k2+ﬂk1
11 k1 iz kz kO
< - + — +
k1 k1 + ko k2 k2 + ak; ky + llkl
<_1 k1+k2 1_2 k1+k2 k() -1
_k1 k1+k2+k0 kz k1+k2+k0 k1+k2+k0
hence C
”811812(P||L2(T2) Ash —=I(I = To)llk, +xo kp+aky
and hence

llplli k, < Ask 5 I = To)llk, +ko s +ak -
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Lemma 5. For every y in Ego, there exists ¢ in Egg such that ¢ — Top = ¢

Proof. We set S, = Y/, Tk and we fix ¢ in Eg. Using Lemma 3, we have for
every n the inequality

C C : C
ISnllr2qrz) < EII(I— To)Snyllok, = EII(I— To)llok < E”#’”O,ko/

hence (S,1) is bounded in L?(T?). Setting

1N
PN = N ; Sn¢/
we have .
(I=To)pn =1 — IT]SNI’D’

hence (I — Ty)pn converges to ¢ in L*(T?) as N tends to +o0. Since (S,1)) is
bounded in L?(T?), so does (¢n) and there exists a subsequence of (¢y) weakly
converging to some function ¢ in L*(T?), which satisfies (I — To)p = .

We will prove that ¢ is C* on T?. Denoting

x,y+h) —ox,
Ahqo(x,y):@( y 2 oL y)

we have (I — To)Ayp = Apyp. Since (||Ayllok,)nz0 is bounded, by Lemma 3,
(An@)nz0 isbounded in L2(T?), hence d2¢ belongs to L>(T?) and (I-To)d2¢p = daip.
By induction, 8¢ belongs to L*(T?) for any integer k and (I — To)d%¢ = k1.

Now, let k1 be in IN and let us assume that 8}1‘1 a’;(p belongs to LZ(TZ) forevery
integer k,. Using that
d1(I - To)p = (I - To)p + E[f' 2 o R],

we can write

P = (- To)d e+
where J; 8§;r belongs to L*(T?) for every k}. Next, denoting

~ x+h,v)— o,
Ahgo(x,y)zw( y; L y)

we have
_Avhﬁlf 8};2170 =(I —TO)FAVh&’Il &SZ(pHE[B]{l 8§2¢(x+a, y+ﬁ(x+h))—8’1cl &I;z(p(x+a, y+ﬁ(x))]+ghr

and we deduce that ((I — To)Zh&?&gz(p)h#o is bounded in L?(T?) for every ky,
hence that (||(I — To)(Ah&I;la];Z(pllo,ko)h;to is bounded for every k;, and next by
Lemma 3 that (Ah&’;1 8’;2@),1;&0 is bounded in L?(T?), and so that 8’;1”8';2@ belongs
to L2(T?).

O
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Now, we can finish the proof of Proposition 3. At this point we have proved
that I — T} is a bijection of E, satisfying the estimates ii) and iii). Let us now
prove i). Let i in Eg, and ¢ = (I — Tp)"'¢. By Lemma 2, we can find ¢ such that
for k1, k; large enough

1Pk, 5, < Cllllo, 2k,
I = To)(@ = Pl k, = I = To)P — Pllk, k, < CAP|IP Ik, 2%, -

Using Lemma 4, the second inequality implies that

. C . _
||(P - (P||k1,k2 s E”(I - TO)((P - (P)||k1+ll,k2+llk1 < AP 8 ||ll/||]}]j(2

with k; = 2(k; + a), ky = 2(k + ak;). Choosing p = 8k;, we deduce

ol ke, < NPl ke, + Nl = Pl < CllPlIg, £, -

6.3 Estimates on the stationary measure and the sum
of Lyapunov exponents, first conjugation

We fix a diophantine random Anzai cocycle R as in the previous section, f = R+C

in I/)WOM(TZ) a perturbation of R, and u a stationary measure of f. For ¢ in
C™(T?), we will denote

Uep = (I = To)" (¢ — p(0)).

If u and v are probability measures on T?, we denote

di(y,v) = sup {fz pdu — fz pdvip € CE), llpll < 1}.
T T

Proposition 4. There exists an integer K such that for every ¢ in C*(T?), we have

f(Pd‘u:f (pdz+f(@)U(p).idz+0(£2||(p||1<),
’I[‘Z ’]I“Z ’]I‘Z

where T = E[Co R, &€ = |[Tllx. In particular, if T = constant + O(e?), then
dy(u, dz) = O(e?).

Proof. For ¢ in C*(T?), setting Tg = E[p o f] and Top = E[p o R], we have
|Te — Topl < €llplli. Using the T-invariance of u, we get

U (p— To(p)dy' < ellplly.
'I[‘Z
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We now use Proposition 3. For ¢ in C*(T?), applying the previous inequality
to ¢ = Uy gives for some C and K

RSN

Thus u is equal to Lebesgue measure in first approximation. To get a more

< CellUyll < Cellllk-

precise approximation, we now write T — Top = E[(ﬁ(p o R).C] + O(ez||(p||2),
which gives by integration and our previous estimate on p:

Fe@ = Top)dp = [ El(Vg o R).Qdu + O(lipll)
= Jp EI(Ve o R).0Jdz + O(ll)
= [ Vo.ldz + O(lplIx).

Applying as previously this formula to ¢ = U this gives for some Kj:

_ _ 5 = 2
j;rz Ydu jj;z Ydz sz(Vu¢).Cdz+ O(ellYllk,)-

O

Proposition 5. i) There exists a diffeomorphism G = Id + g such that, denoting
f= G_lfG=R+C:

o Forany ky ky larger than 1,

C
||g||k1,k2 S A16k1 ”|C|”k1+a,k2+ak1-

for some C = C(ky, k).
e For any k, there exists K such that
ligllk < ClIICllIx
for some C = C(k).

o For any integer k, there exists an integer K such that
’ E [f, oR7! - f C(z)dz]
T2

it) For any 6 > 0 and integer p, there exists a diffeomorphism G = 1d + g such that,
denoting f =G fG=R+C

< CllIClilE

k
for some C = C(k).

o Forany ki ko large enough,

181l &, < CHITN 18y, (1+5)ks -
for some C = C(ky, k).
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o For any integer k, there exists an integer K such that

HIE [C oR7! - f C(z)dz]
TZ

Proof. Let G = Id + g in Dif f°(T?) with |igll, = O(|l|C/llk,) for some integer ko,
andlet f = G'fG = R+ . Setting T = (G, (), £ = (G4, &) and G = (G1, G2) =
Id + (g1, §2), we have

{ §1 =G +(@1—-g1oR)+ O(|||C|||io)
GQ=0G+(BoG—p)+(g2—82°R) + O(|||C|||f0),

< C(AIIICHllk + TR

k

hence, denoting Top = E[poR™'], 7 = E[( o R and n, = E[(G + 0 Gy —f) o
R1], we have ) i
{ G =m— (g —Tog1) + O(|||C|I|,30)
G = m = (82— Toga) + OIITIIE,)

Thus, using Proposition 3 with T, instead of T, and denoting U

the associated inverse operator, setting g1 = ﬂ(TgCl) and next g

H(TO(CZ oR '+ (BoGy— ﬁ))) we obtain the point i). If instead we define g;
and g, using the point iii) of Proposition 3, we obtain the point ii). O

Proposition 6. If f = R +  satisfies for some ¢ > 0 and some integer ko large enough
the inequalities

llIclllk, < €
[E[co R = froC@uz]| <& -
and if moreover y1(f, ) + y2(f, 1) = 0, or fou = p a.s., then we have,
1 det(d: f) ~ Uz = OCe?).
where d. f is the differential of f at the point z.

Proof. By Proposition 4, d; (i, dz) = O(e?). In consequence, we have

nf,w+y2f,n) =E [, Indet(d. f)du(z)
=E JTZ In det(d. f)dz + O(e%)
= E [, (det(d. ) ~ )z — LE [/, (det(d. f) — 1V’dz + O(e%).

Since f is a diffeomorphism of T?, f1r2 det(d, f)dz = 1 hence

yi(f, 1)+ ya(f, w) = —%]E fT Z(det(dz f) = 1)%dz + O(%).

This gives the expected estimate when y1(f, u) + y2(f, u) = 0.
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To obtain this same estimate when f,u = p a.s., we write that for ¢ in C*(T?),

f pdy = f P(2)dz + O(|pllk)
T T

f po fldu =f o(f @)z + OEllp o f7lk)
T2 T2

7

and

= fT @) det(d. f)dz + O(e?llplle)

hence
| etz = | o+ opl

Setting ¢ = det(d, f) — 1 and taking the expectation of the last formula, we get

E f (det(d-f) — 1)%dz = O(&?)
T
O

Thus, using the last two propositions, under assumption (I) or (II) of The-
orem 1 we can conjugate f to some f which is close to be Lebesgue invariant.
In the next section, we will use more finely these assumptions in studying the
action of the differential of f on the projective space P(IR?), and we will obtain
that in fact f is close to an Anzai cocycle, up to an algebraic conjugation.

6.4 Projective action

The aim of this section is to prove the following proposition:

Proposition 7. There exist a positive real numbes 8¢ (depending only on A, o and M)
such that for every x > 0 there exists a constant C and an integer k such that if f = R+C
satisfies assumption (I) or (II) of Theorem 1, and that in addition E[(x — a)] = B,
Ilf = Rlllx < € and ||[E[C o R™" — LO0)]llk < &2, then there exists a matrix P in Sly(Z)
and an Anzai cocyle R : (x,y) = (x + &, y + p(x)) such that |||[P71 fP — R|||p < Cel*,
IP|| < Ce™, and P = Id if |||B’lllo > 2.

Proof. We assume that R satisfies the condition E[f(x — a)] = f. We fix
€ > 0 and an integer ky large enough and we assume that f satisfies the
estimates|||f — R|||x < ¢ and |[E[C o R~ = L(0)]llk < &%

By Proposition 6, we already know that
det(d.f) = 1+ O(e?) (6.7)

To prove the more precise fact that f is close, up to an algebraic conjugation,
to a random Anzai cocycle, we will study the action of the random cocycle
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(z,h) = (f(z),d.f(h)) on T? X P(IR?), where P(R?) is the projective plane. Notice
that in the case where f is close to a translation of T?, d.f is close to Id. And
in the general case where f is close to an Anzai cocycle, we can conjugate the

cocycle by (z,h) — (z, D(h))) where D = ( E)\ (1_) ) to obtain for an appropriate
]

choice of A a cocycle whose second component is close to Id.

Let us state some notations:

e Let f; and f, be the coordinates of f and for z in T2, and let 7, f =

( gié gié ) be the Jacobian matrix of f at point z.
e Let A <1 a positive real number we will chose later, D = ( 0 8 ) and
P

M, = D(J.f)D7! = Id + N,. For z = (x, y) in T?, we have
N. = ( 81(,1(2) @ )
AMA1Ga(2) + B (x)  92Ca(2)
We denote m = [||f’|llo and €1 = Am + £ so that [[N|| < e1.

o Let
u, =1Id + 1,

the diffeomorphism of T induced by the projective action of M,, that is

M) _ inu(0)
such that M@0y = € .

e Let U the random cocycle (z, 0) — (f(z), u»(0)) on T? X T, { a stationary
measure of U, and y, v the projections of {1 on the first and second factors.

Let us begin by proving an elementary estimate of 7,:
Writing that

ind ind in6
eZinuz(@) — M:e - e + Nee

Mzeinﬂ e—in@ + Nzeine

= ¢%mf (1 + 2Im(N,e™ .e7 %) + O(e%))

leads to the estimate

n0) = s=Im(N.e™ 70 + O(?)
= A01G + ) cos?(10) + (920 — 9101) cos(n6) sin(O) (6.8)
— %28 sin%(n0) + O(e2)

Proof of Proposition 7 will be based on the study of the measure fi. By
Proposition 6, we already know that 1 is close to Lebesgue measure. In the next
lemma we will prove that {1 is close to product measure.
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Lemma 6. Under assumptions of Proposition 7 and previous notations, there exists
an integer k such that for every ¢ in C*(T? x T),

f o(z, 0)dp(z, 0) = f (2, 0)dzdv(6) + O(ligll)
T2xT T2xT

Proof. We will follow the same scheme as Proposition 4. As in previous sec-
tions, for ¢ in C*(T?) we denote Top = E[p o R™!]and U = (I - Tp) X (¢ — ¢(0)).
We know by Proposition 3 that for every k, there exists K and C such that for
every ¢ in C*(T?), [Upllk < Cliglik.

For ¢ in C*(T? x T),

f f P 0dpE0) =E f f o(F(2), (@) (z, 6)

-k || f 9(R@),0)dftz,0) + Oe lplh)

T?2xT

and so, for i € C*(T? x T), choosing ¢(-,0) = U ((-, 6)) we obtain for some
integer k:

[[ veomeo= [ veoume o, 69
T2 T2xT
Next, for ¢ in C*(T? x T),
Elp(f(2), 12(0))] = E[p(R(), 0)]+ E[V-0(R(2), 6.1+ Edop(RE), O)1-(0)]+ OElpla)
hence by (6.9)
fsz T((p(z, 0) — E[p(R(z), 6)])dﬁ(z, 0) = fsz . ﬁz(p(z, G)E[C(R_l(z))]dzdv(e)
v f f 200 (2, O)E[1]x-1(0)ldzdv(6)

2xT

+OlElipllen)-

Since E[(; o R™! - {;(0)] < &2 by assumption and ¢ > ¢1, the integral

f f V.02, O)ELL(R™ (2))ld2dv(6)
T2xT

is bounded by above by sﬂl(plll for some. We estimate the integral

ff a@@(zl G)E[ﬂRfl(z)(Q)]dZdV(Q)
T2xT
thanks to (6.8). We have IIEW)CZ' oR << 5% and:

9> (E[L; o R71]) = E[d,¢; 0 R
91 (EIL 0 R™1]) = E[01G; 0 R + E[B'950; 0 R = E[91T; 0 R + O(e?)
E[B'(x - @)] =0,
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hence [E[ng-1(,)(0)] = O(e%), and the integral f fir2><1r do(z, 0)E[ng-1(,)(0)]dzdv(0)
is bounded by above by Ce?|l¢|l;.

Consequently,

[ @0~ Elptr@), 00z, 0) = olgh,

and choosing ¢(-, 0) = U((:, 6)) for ¢ in C*(T? x T) we obtain

f f 0z, 0)dp(z, 6) = f f o(z, 0)dzdv(6) + O(ligllx)
T2xT T2xT

for some integer K. m|

Now, we will study v the second factor of fi. We will use that v is almost
invariant by some elliptic operator, and use the following proposition

Proposition 8. Let d and k be two integers. Let S be an operator on C*(T?) defined
by

Sp =@+ (ap’ +bp”)
where a, b belong to C*(T), b > 0 on T? and a vanishes at most d times on T. We
set M = max(|lall, |Ibllx), m = infrband g =1 + % Then for any probability v on
T, denoting e = d;(S*v,v) there exists a smooth density h(0)d6 satisfying ||l < Cq*,
[In k||, < CqX and

1
4, h(0)d0) < Co ()
(v, 1(0)d6) < Cg*
where C and K are positive constants depending only on k and d.
Before proving this proposition let us see how it applies in our context.

Corollary 1. There exists a constant C and an integer K such that for every 6 > 0,
we have the following alternative:

e cither there exists O such that

(., Oo)lll2r) < 1t

o or thereexists asmooth density g(0)d0 satisfying gl < Ce7X, ||[Ing||, < Ce7®®
and d (v, g(6)d0) < Cslé_m.

Proof. By Lemma 6, there exists an integer k and a constant C such that d; (&1, dz X
v) < Ce?. We set

a(0) = sz 1.(0)dz

/ 1 o (6.10)
b(6) = 3 [ 67z = 3llnc, Ol
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By (6.8) we have the estimates [[1)2llk = O(e1), |Ibllk = O(3), and also |lallx = O(e?)

using that sz N.dz=0.WesetSp = ¢ +agp’ + bgp”. If pisa C* functionon T,
then

[vowo & [[ puonnco

-k [ (0001 + ¢ Om0) + L@ 07) e 00+ Ol
T2xT
(0)dv(0) + fT (@(0)¢’(0) + b(O)p” (0))dv(0) + O(e3llpllk)
Spdv + O(s‘i’ll(pllk).
T
Thus, d;(5*v,v) < Ce? for some constant C. In order to use Proposition 8,
we need a bound on the number of zeros of a. This is not obvious that such

a bound exists, and we will rather consider a polynomial approximation of a.
From the relation

ind im0 in0 in0 ,—in0
ezinuz(e) — Mze — e + Nze _ eZiﬂ@( 1 + Nze e )

MzemG e—m@ + NzemG e—m@ + NzemG e—m@

we obtain

1+N ein@ e—i‘n@
0= o[ L |
1Tt om0 4 Nzemﬂ e—ind

and by Taylor expansion we deduce the existence of a trigonometric poly-
nomial 7, of degree 2 such that 7, = 7. + O(¢e}). Thus 4 = fwz fi.dz is
trigonometric polynomial of degree 2 satisfying 4 = a + O(¢3). Since @ has at
most 4 zeros on T, we can apply Proposition 8 on the operator Sp = p+idp’+bg” .

We have for some constant C the estimates di(S'v,v) < Cei’ and
max(|lalli, |[blle) < Ce2. If moreover we assume that b > ¢*** on T?, then we

obtain by Proposition 8 a density probability h(t)dt such that ||hlly < Ce;*,
| InAllx < Ce7 and d; (v, h(0)d0) < Cel%_Kb for some constants C and K. m]

Now we will prove Proposition 8:

Proof. We begin by a lemma studying solutions of some elliptic differential
equations:

Lemma 7. Let a, b be in C*(T) and k be an integer. and let M = max(||allx, ||bllk),
m=infrband g =1+ % Then there exists an unique smooth periodic function g

such that fT g(hdt = 1 and ag + by’ is constant. Moreover, g is positive, ||g|lx < CgX
and ||In gllx < CqX where C and K are positive constants depending only on k.
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Proof. Let Q(0) = fo Zggdt For ¢y in R, g : R — R is solution of the equation

el
ag +bg’ = ¢y if and only if (geQ)’ = T hence if and only if there exists dp in R

such that
VO € R, (0) = dpe %® + ¢uR(0),

where R(0) = fog EQ(Z(;?(H) dt. By Cauchy-Lipschitz theorem, g is 1-periodic if and
only if g(1) = g(0) since 0 — g(1 + 0) is solution of the same equation, and so
if and only if do(e" %M — 1) + ¢oR(1) = 0. Since R(1) is non null, we deduce that

the space of 1-periodic functions g such thatag+bg’ is constant has dimension 1.

If g in C*(T) is such that ag + bg’ is constant equal to co, then:
-If ¢ = 0, g cannot vanish by Cauchy-Lipschitz theorem, unless it is identically
null.
-If ¢p # 0, at each point 0 where g vanishes we must have b(0)g’(6) = co, so
g’(0) has the same strict sign as ¢g. But if §; and 0, are two consecutive zeros
of g, §(61) and g'(6,) cannot have same sign. Consequently, g cannot vanish
on R.
Thus, unless g is identically null, ¢ does not vanish on T, and in particular,
i g(tdt # 0.
In any case, there exists a unique function g such that ag + bg’ is constant and
fT g(t)dt = 1. Moreover, since g does not vanish, it is necessarly positive.

Let us now prove that g satisfies the claimed estimates. Let 6 be a point
where g is minimal. Then g'(6y) = 0 hence |co| = 1a(00)g(60)| < Minf(g), and
hence

d col| |a

< =]+ = £ 29.

7 | |bg + b’ <2

For k > 2, derivating k — 1 times the relation ag + bg’ = cy gives

k—
bg®+Y ;g9 =0

H

j=0

where g; is some linear combination of derivatives of 2 and b of order less than
k. In particular we have |a;| < CM for some C = C(k) and we deduce that

*) = ()
8 8
| | <Cqg sup |=—
|b| Z‘ ! 1 Osjskp—l 8
for some C = C(k), and so by induction,
(k)
% <cqf 6.11)

for some C = C(k).
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Next, for every 0in T,
8

‘g(@)— fT g(B)dt] < fT Ig’(t)ldts(s?rp . ) fT g(B)dt <2g

so |gl < 2g + 1 < 3g, and by (6.11), |g®| < Cq**! for some C = C(k).

Finally, by induction on k we have
7\ (k) \
8 8
(lng)(k) = iy, ix (—) (_)
05i1;ikgk 8 8

where the 4;’s depend only on k. It follows by (6.11) that || In gl < qu2 for some
C = C(k). O

We will now prove Lemma 1. Setting a; = b’ —a, we fix g(0)d0 be the density
probabilty given by Lemma 7 with b defined in (6.10) so that

mg+bg =co (6.12)

for some constant cy. We will distinguish the cases where ¢ is small and large.

First we will prove that when |co| is not too small, g(6)d0 is a good approxi-
mation of v:
Lemma 8. There exists constants C and K depending only on k such that

q<e

d (v, 8(0)do) < C|c0|2

Proof. By assumptions, for ¢ in C*(T) we have

L(cup’ + b’ )dv = O(el|@llk).- (6.13)

Noticing that g(6)d0 is null on the functions of the form ap’ + be”, if 1 in
C*(T?) satisfies fT P(t)g(t)dt = 0 then there exists ¢ such that ¢ = a@’ + bp”,
and we can assume fjr @(t)dt = 0 up to adding a constant to ¢. In order to use

(6.13) and conclude that fT Ydv is small, we need to estimate [|¢||. Using that
(' —a)g +bg’ = co or equivalently ag = (bg)’ — co, we write

Vg =agp’ +bgp” = ((bg)" —co)p’ +bgp” = (bgy') — cop’.
If |bge’| is maximum at 8y, (bgp’)'(69) = 0, hence
lco®’ (B0)l = [¥(60)g(O0)] < Cq¥Illlo,

and
lco(bg9)(B0)| = Ico@’ (Bo)l b(60)g(B0) < CMg* (Il
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. Thus,
llcobge’llo < CMg* [1llo.

We have b > m by definition, and if g is minimal at point 0;, we have by (6.12)
lcol = 1a1(61)g(61)] < CMIg(61)l,
so that g > ﬁ|00| > %61% These lower bounds leads to

2K

9
2
o

lle’llo < —=Illlo-

Next, derivating k times the equality a@’ + bp” = ¢, we have

k-1
1 . ,
o® = - [IP(k 2 4 Z‘ aj(pm]

7=0
where q; is a linear combination of derivatives of a®, b) (0 < i < k) and we

deduce by induction on k that [|p|lx < C %”Kbﬂk for some C = C(k), and thus by
6.13),

qte
f@[)dv = f(a(p’ +be")dv = O(ellplly) = O(—2||1P|Ik],
T T 0

hence d:(dv(0), g(0)d6) < L-e.
0
O

Now we will treat the case where ¢ is small. The density g(0)d0 is not neces-
sarly a good approximation in this case, but we still can find an approximating
denisity:

Lemma 9. There exists a smooth density h(6)d6 such that d, (v, h(6)d6) < CMgX(e +
lcol), IIkllx < CgX and || Inhl|, < CgX.

Proof. For ¢ in C*(T), applying (6.13) to ¢1(0) = fog((p(t) — ¢(0))dt gives
[ ap+priv=as [ premto+ oty
where ¢y = fT a(0)dv(0), and we also have
ﬁ(a@ + bp’)g(0)do = fjr(ag — (b9))pdO = _Coﬁ¢(6)d6'
Thus, using Lemma 7 we choose ¢ such that ag’ +bg is constant with fqr p(0)do =
1 and [lpllk < CqX and we deduce that & = —cp + O(gXe). In consequence,

denoting & = |co| + g¥¢, for every ¢ in C*(T),

fT(a(p + be")dv = O(allpllk). (6.14)
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We set A(6) = [ t.

First, let I = [0y, 61] an interval be an interval where A does not have local
minima and let ¢ in C*(T) supported in 10y + g7, 6; — g7![, and satisfying
ﬁ¢(t)%dt = 0. Then the function p(9) = ¢© 09 %eA(t)dt is 1-periodic,
supported in I, satisfies ap + bep’ = ¢, and:

-If 0 € [0y, 6 + 7], then for t in [0y, O], |A(t) — A(O)| < ”Aq’”‘) <1and so

0
Y(t) 3
< —dt < — .
lp(O) <e AT m||¢||0
-If 0 € [01, 01 + q7!], then using that p(0) = —e~A©) f:l %EA(t)dt, we get in the

same way |p(0)| < é||1,b||0.
-If 6 € [0, 01], then either A is increasing on [0y, 0] and

0
|go(6>|Se—A<9>(eA<90>|<p<eo>|+ Me’“”dt)ﬁl<p(90)l+ W04t < 2 gl

0, b(t) T b(f)

or A is decreasing on [0, 01] and in the same way,

01
|(p(9>|Se-f‘<9>(ef‘<91>|qo<el>|+ fe %e“‘“)dt)sl(p(ﬂl)H T%dts%lllﬁllo-

Thus we conclude that ||¢llo < 2[[¢llo. Then, derivating k times the equality
ap + by’ =1, we have

k-1
1 .
= [¢<k> + Z a].@(;)]
=0

where q; is a linear combination of derivatives of 4@, b) (0 < i < k) and we

deduce by induction on k that [|p|lx < Céllybllk for some C = C(k), and so by

(6.14),
qa
| v O(anuk).

Thus, we deduce that there exists A > 0 such that for every C* function ¢

supported in I,
qa
flpdv =A f Yhodt + O(—llz,bllk)
T T m

Now we divide the torus in intervals Iy, ..., I, such that A has not local
minima on each I,,. We assume these intervals ordered so that I,, =]60,,, 0,,,1][ for
some sequence 01, ..., Oy, Ops1 = Oymodl. We denote I, =10, — g1, 041 +g71[
and [, =10, — g7, 6, + g7'[. We have proved that for each n there exists A,, > 0
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such that v can be approximated by &, = /\n§ on I, in the sense that for every
function ¢ C* on T supported in I,,,

k
f(pdwf(ph,,dwo(ﬂu(puk)
T T m

Now we fix u a C* function on [-1,1] into [0, 1] such that u(-1) = 0, u(1) = 1
and u(-1) = u¥(1) = 0 for every j > 1, and we define i by h = h, on I, and
h(6) = hy,(0)~4O=0)p, 1 (6)4O=0u),

Let us prove that h(0)d0 is an approximation of v. We fix a C* function v
with compact support from ] -1, 1[ into [0, 1] such taht v = 1 on a neighborhood
of 0 and we denote x(0) = Y., v(q(6 — 6,)), and for ¢ in C*(T) we write ¢ =
(1 = x)¢ + x¢. The function (1 — x)¢ is null at the neighhorhood of the 6,’s
hence for every n,

qka q2ka
(1-x)pdv = f(l - X)@hydt + O (?”(P”k) = f(l — X)phdt + O(7||(P||k)~
1)1 IVI

I

The function x¢ is supported in U, J,. Since J,, C I, N 11, we have

g g
xedv= [ xph,dt+O|—llx¢llk| = | xphpdt+O|—llxollk|,
Jn I m I m

and if for exemple A, < A,4q then b, < h < hy41 On [, hence

f Xphydt < f X@hdt < f XPhydt
]Vl ]” ]Yl
and hence
da o
f}«phdt=f)«pdV+O(—le<pllk)=fmdeO(—llqollk)-
Ju I m I m
a
edv = | phdt= | @hdt+ O|—TIloll].
T T T m

Finally, up to replace 1 by 1/f(0), we can assume that (6)d0 is a probability
density. Next, since for each n, In(h,) = In(A,) + A — Inb, we obtain that for
1<j<k,

Thus,

(0 h,)Pllo < CIl < IADlg + [I(In b)Vllg < Cq
for some C and K depending of k , and hence that [|(Inh)?||y < Cg¥ for some C
and K depending on k and d since In/ is locally either equal to some Inh, or a
smooth combination of In#, and In/,,.1. Next, as in the proof of Lemma 7 we
deduce from V,ﬂ < CgX that fw |n'|dt < Cg¥ and hence that ||h|lp < Cg¥ and next

by successive derivations of the relation i’ = (Inh)’h that |||l < Cg¥ for some
C\K. m|
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Thus, using the two previous lemmas, we can find a density probability
h(0)dO such that || InAll, < Cg%, |||l < CgX and

. Kief € lcol + &
d (v, h(0)d0) < Cq 1nf(|CO|2, i )

If co| > (Me)3, then

=
S |m

N

|
PrARy
e
S—
-

and if |cg| > (Me)% then

lcol + & (e)é € (£)§

= <= — < —_
v <\m) M=

(using the obvious inequality ¢ < 2M). The proposition 8 is proved

o

At this point, we have proved that either there exist a direction close to be
invariant by the matrices M., or that the stationary measure {I can be approx-
imated by a controlled density. Now we will see that in the second case, the
fact that f satisfies assumptions (I) or (II) imply that the cocycle U is close to be
linearizable:

Lemma 10. If f satisfies the assumption (1) or (1) of Theorem 1, we have for some
C = C(k,0) and o = 0(k, 0) the alternative:

e cither there exists Oy in T such that

(., @olllr2rzy < Cer*?,

e or there exists a diffeomorphism G in Dif fo(T) satisfying ||G — Id|lx < Ce™ and
a family (r, = Id + w(2)),e12 of random translations on T such that:

_ 7_Ks
IIGu.G™ = r)lllr2rz) < Cef .

Proof. We can assume that the first alternative does not hold, so that we
can apply Lemma 1 to approximate v by some smooth density g. We set

GO) = [ g(tyit.

We first treat the case where y,(f, u) = 0. For any real numbers 0; and 0,,
and any z in T?, the aera of the parallelogram generated by the vectors M,(e™%)
and M, (e™%) is equal to |det(M.,)| - | sin(r(61 — 62))|, and also to |M(e™)] -
IM_(e'9%2)| - | sin(u(61) — u2(62))|. Letting 6, — 6 tend to 0 and using (6.7) leads
to the equality

IM.(e™).[u(0)] = | det(M.)| = | det(d.f)],
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and hence

2 f f E f f In |M.(e™)|dfi(z, 0) + E f f Inul(0)df(z, 0) = O(&}).
T T2XT T2xT

Moreover, y1(f, 1t) = v2(f, 1) = 0 and

yi(f, w) +y2(f, u) = E ]T;Z Indetd, fdu(z) = O(e%)

hence we have y;(f, u) = O(ef) fori = 1,2. This implies that

E f f In|M,(e™0)|dfi(z, 0) = O(e?),
T2xT

and hence

E ff Inul(0)df(z, 0) = O(eY).
T2XT

Thus, the Lyapunov exponent of the cocycle U associated to the stationary
measure i is close to 0. The idea is now tu use that since i is close to g(0)dzd0,
the conjugation of U by (z,0) — (z,G(0)) should be almost dzd0-stationary,
which would allow to easily estimate the associated Lyapunov exponent. But
we will not exactly proceed like this because we do not have a good control on
derivatives of G™!. We will rather copy the proof of the invariance of Lyapunov
exponent by conjugation, which leads to the following computation:

By {1 invariance we have

E f fT - Inu;(0)dfi(z,0) =E f fT . (In1(6) + In g(12(0)) — In g(0)) d(z, 6)

_ (Gou)(0)) ..
=E . ln( 0 )dy(z, 0)
=E In(1 + w)df

T2xT

where we have set
(G ou,)'(6) — G'(6)

w(z, 0) = 0]

We estimate w using the relation
Inl+w)=In(1+7n))+Ingou. —Ing.
By Taylor formulas at order 1, we have
(L + 1)) = ey < IR .. < Cef

for some C = C(k), and

g ou —Ing = (ng) i lexrexn) < CllIN glhrall I gayeg, < Ce270



100CHAPTER 6. ON SIMULTANEOUS LINEARIZATION OF DIFFEOMORPHISMS OF T?

for some C = C(k).

Thus,
llw = (1 + (In g)'n)llckrescmy < Cet X
and hence )
I In(1 + w) = (7 + (In §)' N.lIckerznem) < Ce3 ™ .
In particurlar, |[wllcipexr < Cel™, and @(0) = sz w(z, 0)dz satisfies

ol < Ce2Ke,

Now, using that d; ({1, dz X v) < Ce% and dy (v, d(0)d0), we obtain

f In(1 + w)dp
T2xT

f In(1 + w)dzdv(0) + O3 X?)
T2xT

2
- E (w - w—)dzdv(@) + O(e37K)
T2xT 2

- E f 2(O)n(6) - 2 E fT e P9+ O

= E [ a(@)3(0)d=6 - SF f ole, 67 5(6)dad6 + OEE™)
T2xT

T
) (G oGy (0)
= ]Efm( 5(0) )g(e)m@

1 (Gou, —G) ()Y 7_2Ks
SE fT . (—g @ ) g(0)dzd0 + O(e; )
Z2Kd

1 dzd6
= —Z-E Gou, —G) (0> —= + O(¢e?
TZXT( )(6) 20) (e )

We deduce that
E f f (G ou, — GY(0)*d0dz < |||l E f (Gou, —G)(0)?
T2xT T2xT

for some C = C(k). Thus, setting w(z) = G(u,(0)),

dzdo 7_3Ks
< Ce?
8(0) !

7_
E [ IGou -G-aw@ldz<Cel ™.
']1"2

If f satisfies assertion (II), hence belongs almost surely to some determinist
solvable group G, then the cocycle (z, h) = (f(z), d. f(h)) almost surely belongs to
the solvable group G = {(z,h) — (g(2),d-g(h)), g € GN Dif f1(T?)}, and then that
this is also the case for U. Hence, by Proposition 1, there exists a probability {1
almost surely invariant by U, which can be approximated by a density g(0)d0dz.
Thus, for ¢ in C*(T? X T), the integral of ¢ o U~! — ¢ along { is null, and differs
from its integral along g(0)d0dz by a remainder

O (e ™l o Ul + lipll)) = eyl

By a change of variable,
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f po Uz, 0)3(0)d0dz = f @(z, 0)g(112(0))u(0) det(d, f)dzdO
TxT?2 T2xT
and by Proposition 5, detd,f =1 + O(e% ), hence

(2, 0)(G o - — G)'dzd0 = O(c} " lllly)

T2xT

Choosing ¢(z, 0) = (G o u, — G)'(0), we deduce as in the first case that

fz IG o 1, - G - w(@)IRdz = O(e ).
T
O

Lemma 11. There exists 09 > 0 such that for every x > 0, if f satisfies assumption (I)
or (IT) of Theorem 1, there exists a vector p in Z2, a map k : T?> — R and some positive
constants C and Oq such that

lld- f(p) — k(z)plllr2r2y < Ce'*
with |pl < ™, and p = (0,1) if m = || lllo > 2¢.

Proof. Now, we will fix the value A in the definition of M; and ¢ of the begining
of the section by:

A= \/%if m > 2¢, in which case €1 = 2 Vme.
A =1if m £ 2¢,in which case €1 = ¢ + m < 3¢.

Let 6 > 0. We will first prove that if 6 is small enough, this is necessarly
the first alternative of Lemma 10 which occurs. Thus, let us assume that there
exists G and w such that for every 0in T,

Kb
IG o u(6) — G(0) — w()ll2(r2y < Cey .

By Taylor expansion, denoting ¢ = G/,
IG 0 12(0) = G(6) ~ 8(O)n=(O)] < Cllgllilln:llo < Cei™,
hence for every 6in T,

Ko

lg(0)n.(0) = w(:)llr2(r2) < Csf* (6.15)

We first treat the case where inf ¢ < 8‘15: by (6.15), for every 6y and 6; in T
we have

7_
1(60)7.(60) — (6.6 ll2r2) < Cel ™



102CHAPTER 6. ON SIMULTANEOUS LINEARIZATION OF DIFFEOMORPHISMS OF T?

, and hence
7_
8(00)1:=(00) < g(61)eT + €° 0
Choosing 0y such that

8(6p) =supg > fT g(t)dt =1

and 0 such that
g(61) =infg > &

we obtain that
[17.(B0)lli2qr2) < Cep™.

Thus we can assume that inf g > e‘f. If W is a complex measure on T?, we
set Ny = f]rz N.dW(z) and nw = fqrz n.dW(z). The interest of theses notations is

the following: If W is a complex measure on T? such that |W|(T?) < 1, then by
(6.15) we have for every 0 and 6" in T

12(60)w(B0) — g (B1)] < Ce ™
hence

1 7_KS _ 7_ S
(O < =5 (g(G’)Inw(G’)I + Ce? Kb) < & C D)) + e

and in particular, if there exists Oy in T such that Nw(e™%) = 0, what implies

. . 7_
nw(00) = 2Im(Ny(e™@)e ™) + O(e2) = O(e2), then |lnwlly = O(ef ) and

e
hence Ny = O(e! ).

Using the previous remark:

-If m > 2¢, and hence

NZ=( 1Gi(2) 24 )
ML) +F @) G )’

we choose dW = 0, X dy, so that Ny = ( % 0

x 0 .
) vanishes at the vec-

1

Vix) = p'(x) + fjrall.z(x,y)dy, that AV(x) = O(ef_s), and using that

tor ( 0 ) By the above remark, Ny = O(slg—Ké), which implies, setting

IVIlp > m—¢ > % we get &y = Am = Ol "), which is absurd if ¢

and 6 are small enough.
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If m < 2¢, then

_ _ 1Gi(2) 22G(2)

Nz = JP(z) = ( hG(@) + () Da(2)
where ® = f —Id. For p = (p1,p2) in Z?, we choose dW = ¢*™3dz, so that
Nw = (pj@)i(p))151,jsz is null at vector _p ;1 ), hence Ny = O(slg _b). Since this

estimate is valid for any choice of p, this implies that for i, j = 1,2 and k; large
enough

02l < Y Ipidicp)

pez?
2o (DI,
<C Z e
|P|<° Ipl=ze®
<Ce 6 ~@K+ 1
We deduce that N = O(e; =@ ) and so thatn; = O(z? Sy,

Thus, if 6y is small enough, there necessarly exists 6y such that
Im.(@o)lllz2¢r2y < Ce;*®. This implies that

||N.€in90 — k(.)einﬂo”LZ(Tz) < CE}_HSD
where k(z) = Re(N,(¢™00)e~i0),

If m > 2¢, for W = 6, X dy, Ny and V(x) defined as previously and ky =
[, K@)AW(2), we have Nige™ = kye™® + O(e1) with Ny = ( 0 0 ) +

AV(x) 0O
O(&2), hence
AV (x) cos(n0p) = kw sin(m6p) + O(e“%)
{ kw cos(r0p) = O(e“b“)
Combining these two equalities gives AV(x)cos?(nfp) = O(e;™) with
VIl > %, hence cos’(nfp) = O(e;™™). Thus, e™ = xi + O(),

hence, denoting e, the second canonical vector of R?, we succes-
sively obtain N.e; = k(z)e + O(e}"™), Mzex = (1 + k(z))e; + O(e;™) and

d.f(e2) = (1 +k(z))es + O(Ael ™), with Ael ™ = P e1+F = O(e1+7),

If m < 2¢, we set AW = %™2dz, where p = (p1,p2) € Z*. On one hand, we
have Nye'™ = kye™ + O(e'*%), and on another hand, Ny vanishes at vector

( p2 ), hence writing Ny in the basis ( _Pz ), ( cos(m6y)

_pl Pl Sll’l(T(@O) ) giVes the relation

Tr(Nw) = kw + O(e'*%).
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But Tr(N,) = det(M,) — 1 + O(e?) = O(e*%) so kyw = O(e'*%) and so Ny (e™%) =
O(e™*%), that is

(p1 cos(1t0g) + pa sin(0p))Ci(p1, p2) = O(e'+%)

fori = 1,2. Now we distinguish two cases:

D IF[L(p)| < e*F (i = 1,2) for every p € Z2 — {(0,0)} such that [p| < &%, then,
for k; large enough,

li-toms Y Gens Y et ¥ 0 gy

[l
peZ?—{(0,0)} [pl<ex [pl=e=*

1[G > '+ for some i in {1,2} and some p = (p1, p2) in Z* —{(0, 0)} such
that |p| < €7, then |p; cos(n6y) + p2 sin(nbp)| < ¢%. Thus, ¢in% = i‘% +0e),
where j = (—p2, p1). Consequently, N,(p) = O(el+%0)'

o

We can complete the proof of Proposition 7. Letp = (p1, p2) and k(z) given by
Lemma 11. Up to dividing p; and p, by some common divisor, we can assume
ged(p1,p2) = 1. According to Bezout Lemma, there exists P in SI;(Z) such that
Pe; = pand ||P|| < |p| < €% ,and we can choose P = Id if p = (0,1), hence if
m > 2¢. The diffeomorphism f = P~ fP = (f;, f») satisfies

d.f(es) = €2 + P"INLPey = 5 + O([P"L[le*®) = e, + O(e1+ ),

that is
~ O
hfi = O™ 7). (6.16)

Thus, f; depends only on x, up to a remainder O(e'*%). Next, we have by (6.7)
det(d. f) = det(d.f) = 1+ O(c?),

which leads to
O fi+afo =2+ O(e?).

Using that f1r d2fo(x, y)dy = 1 and that fT A filx, y)dy = 91 fi(x, ") + O(s“%o), we
obtain

{ O/ =1+0(!"H) 6.17)

drfr=1+0(e" ).

Estimates (6.16) and (6.17) imply that f = R + O(e“%o) for some Anzai
cocycle R. o



6.5. KAM ITERATION 105

6.5 KAM iteration

Let f = R+ C a random diffeomorphism of T? having a finite number of
realizations, where R : (x, y) = (x + a, ¥ + p(x)) is a diophantine random Anzai
cocycle satisfying [E[f(x — )] = 0. We will denote e, x, = lIClllk,x, and A =
IR o R — R o R|||. As a corollary of the two previous sections (more precisely of
Proposition 5 and 7), we have the following conjugation result:

Lemma 12. There exists a and ko in IN and 8¢, € > 0 such that if f satisfies assumption
() or (II) of Theorem 1, and if ey, x, < € then:

i)There exists a diffeomorphism G = P + g where P is the algebraic part of G,
and an Anzai cocycle Ry, such that

IGfG™" = Rulllo < Ce;;l‘z‘)’
and for every ki, ky
C
||g”k1,k2 S mek1+ﬂ,k2+ﬂk1+ﬂ'
for some C = C(ky, k).

ii)For every integer p, there exists G = P + g where P is an algebraic automorphism,
and an Anzai cocycle Ry, such that

IGFG™" = Rillo < Cleky o + VAV ko jer)

and for every 6 > 0 and every integers ky, k, large enough,

ISl ks < Cesoyhy,146)kr-
Moreover, ||P|| < Ce;o’fko and P = Id if |Iflllo = 2/|Cllk,-

In order to iterate this conjugation procedure, we will need some estimates
on large derivatives of the conjugated diffeomorphism. In this view, we will re-
place the conjugation G by some approximation by a trigonometric polynomial.

If ¢ belongs to C* (T?) and Ay, A, are real numbers, we denote
P/\lf)\z(P(x/ y) = Z (p(p)ezm(pﬂﬂizy)'
[p11<A1,Ip2l<A2
The operator P, 5, satisfies the estimates:

Lemma 13. For every 6 > 0 and every integers ky ko, and ky, ky large enough, there
exists a constant C such that for every ¢ in C*(T?):

ki—k ka—k:
IPA 2.9l 5, < CAATT + A7)l k,
1 2
1

- — + — — @l &
(k1—k1)—06k1 (ka—k2)—0ka 12
/\1 AZ

llp = Pa, 2, @l k, < C
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Proof. 1f ]’(—11 + ;{—22 <1, then

105 5P Py SC Y PP o, po)?
[p11<A1,Ip21<As ]
<Cc Y., (P +ip
[p1lSA1,Ip21<A2 )
2(k1—k 13 2(ky—k: k
< COT TN @I ey + 453 105 I )
< C()\?(kl_kl) + A;(kz—kz))”(P“ihkz

|2i€2

N(p1, p2)l?

. i] iz
and if Ete <1,

10795 (p = Pr@llizasy <C[ Y.+ Y ]lpllillpzlizl(ﬁ(Pl,Pz)l
p11>Ap2€Z  p1€Z,|p2]> A2

(|Pl|k1 + |pof®

Ipilf + |polf

)II(pIIrﬁ,zz2

[p11>A1,p2€Z.  pr€Z,|pa|>A2

Ip1 [ Ipol
=C Z 1| (=01 o [0 + Z [p1[0% [, 1002 lllg, £,
[p11>A1,p2€Z P1 P2 P1EZ |pa|> A4 P1 p2
~_ L el
— = o | 1Pk &
(k1—k1)—06k1 (ka—k2)—0ka 142
/\1 /\2

Lemma 14. Let 0 a positive real number. We set &; = €si k.

There exists a and ko in IN and 69, > 0 such that if f satisfies assumption
(D) or (II) of Theorem 1, and if e, < € then:

i) For every A > 1, there exist a diffeomorphism Gy = P + go, an Anzai cocy-
cle Ry : (x,y) = (x + a1,y + B1(x)) and a family of constants (Cy)ren depending on
0 and A such that, denoting fi = Go f Gal =Ry +{ and e,ﬁl) = |l|C1llsk k., we have for
every integer k, k:
Cs X &1
(1) k| yk+a J1+0 k
K < Al6k (/\ ko o /\(i‘c—k)—él‘c—a)'

ii)For every integer p and every A > 1, there exists a diffeomorphism Go = P + go,
an Anzai cocycle Ry : (x,y) &= (x + a1,y + p1(x)) and a family of constants (Ci)ren

depending on 6, A and p such that, denoting fi = GofG;* = Ry+Cy and e,((l) = [[ICulllsk ks

we have .
(1) k+a 4 1+6¢ k
& = Cx (A (ex, + VAPEL,) + —A(E—k)—él}—a)

Moreover in the two cases, we have E[f;(x — a1)] = 0, |PIl < Ce * and P = Id if
11B"lllo > 2¢x, or [lIB"lllo < 281(3]).
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Proof. Let G = P + g and R; given by point i) of Lemma 12, Gy = P + g;,,1, and
f/\ = Gofcal = R; + {; where A h, = P/\l,)\zg-

We know that c
1811k, ~a s —aky < Aok Chuker
hence
C a aky
”g)\],/\z”]q,kz S W(Al + Az )8k1,k2
and

C 1 1
g = S tullk e < G2 (/\(kl—kl)—ékl + A(kz_kz)_éb]e,a,,gz.
1 2
Next, we have for some constant C the following estimates:
IGFG™ = Rulllo < Cegig
IGofGy" ~ GFG ™o < IGofGy" — GfGyMlllo +IIGFG5" — GFGll
<11Go = Gllo + IGf = GfG ™' Gollo
< L+ GGG = Gollo
1 1
Rk | koh,
1 2

€k ko

Combining the two last inequalities, we obtain:

1+00 1 1
& + —— + ——— | €% % | -
kosko ( /\kl ok, Akz—LSkz ISP

1 2

el < lIGofGy" = Rulllo < C

Moreover, we also have

M - o c k).
8]7{1,}—{2 < C(8k1,k2 + ||g||k1,k2) < A161_<1 (/V{ + /\2 1)5k1,k2

and consequently, using the decomposision C = Py, 1,C + (C = Py, 1,0), we
deduce

oo L kit | ktay (D) 1 1 0
Gy = ClAT+47)gg +[ YRS + k) oks ik
1 2
ki+a ko+ay 1+ ki+a ko+a 1 1
< - o
B A16}7<1 (/\1 * Az )Sko’ko " (Al " /\2 ) Ah—ék} - /\kz—észgkl’kz
1 2

1 1

a ﬂkl R

A1+ A )[ 1 Fakn)-oks * 1 Fak) =0k ] S"lf"Z}
1 2

Now we set Ay = A, Ay = A%, ky = k, ky = 67k, ki = k, ko = 67 'k. The previous
inequality becomes

(1) L k+a 1+09 ;,_
& = ING: (/\ & T A =R)~(a+1)5k—a é")'
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The proof of ii) is analog.

Finally, we can assume that E[](x — a)] = 0 up to conjugate by some
diffeomorphism U : (x,y) = (x,y + u(x)), and if [[|B]llo < 2é&x,, then f; is close to
a translation and hence P! P is stillclose to a translation so that we can assume
P=1Id.

o

The convergence of the procedure will be assured by the following combi-
natorial Lemma

Lemma 15. Let a and ko in IN and ¢ > 0. There exists ki and s in IN and 6 > 0 such
that, setting Q = 1+ % and A, = e<', if (e,({’”)k,,ieN and (Cy)ew are families of positive
real numbers satisfying for every integers n, k, k with k > k > ko

)

(n+1) N akrag ()N1+80 k
g <SGl Ay (sko )0+ —A(/}—k)—ok—a (6.18)
n

()
k

and e,((?) < C.', then for every kp in N, &, = O(A,”) as n goes to +oo.

()
k+ko’
enough. Let k and p be large enough and satisying the following conditions:

Proof. Up to replacing ¢} by ¢ we can assume kg = 0. We fix 6 > 0 small

p(1 + 80) > k(1 + ) +2a
Q & Q
(-og=pk-ag=y =1 +op (6.19)

-1~
p(l+60) —a>(1+0d)p

(when 6 = 0, these inequalities become p(1 + &) > k + constant, k > p + constant
and p > constant, hence are compatible, and still are when 6 is small enough)
We fix an integer N and we set M =sup,_y ef)”)AZ.

Using inequality (6.18) with k = k we have

(n+1) M+ k 1460 o (1)) 0k+a
& <Ct — + = < Cr(MT 4+ e AT,
k /\p(1+60)7k—a A-0k—a k n

n n

and we deduce
Ok+a

M 04 < 2GR M 046"V < - < QG M +eD) (g -+ Aya) < (G ATT

and hence
Ok+a

8;(n) < Cg(MHéO + 5;(0))/\71&1 (6.20)
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(up to replacing C; by 3C;). Next, inequality (6.18) with k = 0 gives
2
L(n+1) N Y IRONEN k
g S Cr|An(eg ) + 0Dk

n c
Mt MM+ efj”)]

<G — + -
k Az(1+bg)—a Aaié%)kia%
~ n
= é\fé)p
/\n+1

where M = Cg“(ZM“‘S(’ + elgo)). A first consequence is that the sequence M, =
sup;._, S(Ok)/\’[kJ satisfies the inequality
My < CEHM + ),

which implies that (M,,) is bounded if

1
©) K
e <C .
A second consequence is that once we have proved that Egl) = O(A,))

for some p, we have ef)”) = O(/\;(Hb)p ), and by induction we deduce that

el = O(A,") for every p > 0.

Finally, we deduce by (6.20) that for every k,

a

ok
el = oA

and next by inequality (6.18) that for every p, k, k,

1 1
gl(cnﬂ) = (o0 ka T 0 ik
APd+o0 A(-0gtkk-aghy
n
which gives the result choosing k and p large enough. a

By successive uses of the Lemma 14, we will now define a sequence of
random diffeomorphisms f, conjugated to f and converging to a random
Anzai cocycle, defined by fy = f and the induction relation f,11 = G,f,G,!
where G, is constructed using point i) or ii) of Lemma 14.

Thus, we assume now that f = R + C satisfies assumptions of theorem
1. If (ao,ﬁo) is a (A, 0)-diophantine rotation vector of f, we can assume that
sz(R - Id)dz = (ag,fo). Indeed, we have fIZ(R — Id)du = (ao,fo) for some
stationary measure p for f. The first coordinate of R — Id is constant, hence
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close to ag. In consequence  is small on maps on the form [E[@(x + ag)] — @(x),
and using that @) is diophantine, we deduce that y is close to Lebesgue on

maps depending only on x, and so ﬁrZ (R = Id)dy is close to f1r2 (R - Id)dz.

Now we fix § > 0, we set A, = e1*%/2" a5 in Lemma 15, we define fy = f,
Ro =R, { = {, and once we have constructed f, = R, + C,, if Lemma 14 applies
we define fy1 = Gy fuG;' = Rys1 + Gun where G, = Py, + g, is a conjugation
constructed using point i) or ii) of Lemma 14 with A = A, (contruction ii) will be
used with some fixed integer p we will chose later). We set H, = G,—-1 0---0 Gy,
el((") = [ICulllskx and A, = IRy, © R,-R,o0 Rilllz2(r2), where R, is an independant
copy of R,,. More precisely, we will use construction ii) of Lemma 14 as long as
A, is small behind C,;, and construction ii) once A, is large behind G,.

Using that (ap, fo) is a diophantine random rotation vector of f, we can
assume that R, is diophantine as long as f, is defined: indeed, by Proposition
4, the stationary measure u, = (H,).u for f, is close to the Lebesgue measure

2
(up to a remainder O ((81(;’_1)) )), hence

(o fo) = [ (Ho = Fdds = [ (Fyo R, = o)z = Pl )
T T
and hence we can assume R, is diophantine up to adding it a constant.

There will exist ng such that the diffeomorphism G, will be defined
using construction ii) for n < ny (with some fixed p we will chose later) and
construction i) for n > ny.

()
k

Aslong as f, is defined, ¢ satisfies for n < n

(n+1) ka0, [ram) &

n+ - +a n p.(n

& < Cr|Ay (eko + Aneko ) + /\(}}_k)_ﬂp
n

and for n > ny

)

_ ) o

e < ?;k [Aﬁw(gl(c?)mo + (I?—kl;—él?—u]'
A A,

If we control derivatives of H,, then the numbers A, are comparable. If we
assume that A, < 2A,, for every n,m, then for n > ng we have

(1)

(00 o G [y e | CF

k = OALek [T ko A(I_(—k)—él_(—u ’
no n

A S
and so by Lemma 15, there exists integers s and k; such that if e}(:) < (C—m) ,
k1
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then for every n > m and every k,q > 0

<o
An
for some constant C = C(k, g).
Thus, we use the following scheme: As long as A} < Cj ¢ ") we use

construction ii) with p = s to define f,.1. If A} > CS ("“) for some no, then we
use construction i) to define f; for k > n.

Hence, for n < ngp we have

(1)
e
(n+1) ktag (Wy1+dg o kK
g S GG | A (e )T+ 2 (k=k)=dk-a
n

Thus, there exists k; in IN such that if s](g) is small enough then we have
the estimate sl({") = O(A,)") for any k, g as long as f, is defined and ||H,||y is
controlled. Let us prove that this estimate of ef{”) implies an estimate on H,,.

Noticing that there is at most one integer g such that P,,, = P # Id, we have
H, = P,, + h,, with

=
=

l’ln: P](g]OH] 1)
J

I\
o

For every I, we have for some C and k

Ml < 2 IP(3; © il

j=0
n—-1
< CY IRl ll(1 + Il
j=0
< Cel sup(1 + [Ihjly).

j<n

Using an induction we deduce that |||y = O(s(o)) and next that

,_.

n—

IPj(g; 0 Hulli = Oe).

Iy
o

j

In consequence, we deduce by induction that f,, G, and H, are defined for
every 7, and that h, normally converges in C/(T?) to some limit & satisfying

1Al = O(e(o)) and H = P + h is thus C*, close to P and invertible if f is close

enough to R and HfH™! is almost surely a limit of Anzai cocycles, hence is
almost surely an Anzai cocycle.
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