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Rappel : l’ensemble des fonctions récursives primitives et le plus petit ensemble de fonctions
Nk → N :

— contenant 0 : N0 → N telle que () 7→ 0,
— contenant Z : N→ N telle que n 7→ 0,
— contenant S : N→ N telle que n 7→ n+ 1,
— stable par composition : si g1, . . . gm : Nk → N et f : Nm → N sont récursives primitives,

alors Compm(f, g1, . . . , gm) : Nk → N telle que −→n 7→ f(g1(
−→n ), . . . , gm(

−→n )) est récursive
primitive.

— stable par récursion primitive : si b : Nk → N et e : Nk+2 → N sont récursives primitives,
alors f := Prim(b, e) : Nk+1 → N définie comme suit est récursive primitive :
— f(−→m, 0) := b(−→m)

— f(−→m,n+ 1) := e(−→m,n, f(−→m,n))

1 Fonctions récursives

Exercice 1 :
Montrer que :
— La factorielle,
— la négation ¬,
— la conjonction ∧,
— la disjonction ∨,
— la fonction prédécesseur,
— la différence entière,
— le prédicat ≤,
— et le prédicat d’égalité =

sont primitifs récursifs.
Exercice 2 :

Montrer que l’ensemble des fonctions récursives est clos par maximisation bornée ; c’est-à-dire
que pour toutes ψ, ξ récursives primitives telles que

∀−→n ,∃m ≤ ψ(−→n ); ξ(−→n ,m) = 0

la fonction ϕ définie par :
ϕ(−→n ) = max

m≤ψ(−→n )
(ξ(−→n ,m) = 0)

est récursive primitive.
Exercice 3 :

Montrer que l’ensemble des fonctions récursives est clos par minimisation bornée.
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2 Pour la semaine prochaine

Exercice 4 :
Prouver par réduction l’indécidabilité de ces deux problèmes.

1. Donnée : le code 〈M〉 d’une machine de Turing,
Question : M s’arrête-t-elle sur le mot vide ?

2. Donnée : les codes 〈M〉 et 〈M ′〉 de deux machines de Turing,
Question : L(M) = L(M ′) ?
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