Chapitre 8
Intégrale généralisée

Pour le moment, on n’est capable d’'intégrer que des fonctions continues par morceaux sur un
intervalle compact [a; b]. Lobjectif de ce chapitre est de généraliser 'intégrale au cas d'un inter-
valle quelconque I. Une fois la théorie construite, nous allons établir des versions plus puissantes
de tous les théorémes d’échanges de limites et d’intégrales : en effet, les théoremes étudiés dans
les chapitres précédents nécessitent généralement une hypotheése tres forte de convergence uni-
forme; nous verrons qu'il est possible de se contenter d’hypothéses moins restrictives.

Dans tout le chapitre, I est un intervalle contenant au moins deux points. Mis a part cela, I est
quelconque : il peut manquer une ou deux bornes, ou bien 'une ou I'autre des bornes peut étre
infinie. Les fonctions étudiées seront toujours continues par morceaux sur I.

8.1 Fonctions positives intégrables

Pour commencer, faisons I’observation suivante :

Proposition 8.1.1
Soient a < b deux réels et f € Cpm([a; bl,Ry). Soit (1) nen une suite croissante d’intervalles fermés

inclus dans |a; b] telle que U 1, =[a; bl. La suite (f f) est bornée et
neN I neN

sup[ f=[
neN JI la; bl

./I.nfgj[.a;b]f

parce que f est a valeurs positives et I,  [a; b]. La suite (f f) N est bien bornée etl'on a
I ne

Supf f<f f
neN JI, [a; D]

Maintenant, soit € > 0. La fonction f est continue par morceaux sur [a; b], donc majorée par
| fllo- Posons alors

Preuve:SineN, ona

b-a ”f”oo)

n=Min| 3 ' 2
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En particulier, 2n<b-a donc a<a+n<b-n<b

p € €

Egalement, F<niflee<z et F<iflle< =
la;a+n] 2 [b—n; b 2

Par suite, f f:f f_f f_f f>-e+ f
[a+n;b-7] la; b] la;a+n] [b—n; b] [a; b]

Mais on sait que U I, = [a; b]; comme a +n et b—1 sont dans [a; b], on peut trouver N; et
eN

n
N, entiers tels que a +n€ln, et b—ne€ly,. Posons N = Max (Nj,Nj) ; la suite (I,,) ,en est croissante
donc Iy, et Iy, sont inclus dans Iy et on a

a+nely b—nely donc [a+n; b—nleln

Comme f est a valeurs positives, il vient

o2 L2
In [a+n; b— r]] la; b)

On a prouvé :

Ve>0 dNeN —s+f f<ff< f
la;b] I, la;b]
d’ou Supf f:f f U
neN JI la; D]
Proposition 8.1.2

Soit f € €pm(I,R,). Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Il existe une suite croissante (1,) nen d'intervalles compacts inclus dans|, dont la réunion est|,

et telle que ( f f) N est majorée.
I, /ne

2. Pour toute suite croissante (1,,) nen d'intervalles compacts inclus dans 1, dont la réunion est1,

la suite ( f f ) est majorée.
I, /neN

3. L’ensemble{ f f | ] intervalle compact inclus dansl} est majoreé.
J

Si l'une de ces deux propositions est vraie et si (1)) nen €t Jn)nen Sont deux suites croissantes
d’intervalles compacts inclus dans 1, dont la réunion est1, on a

Sup | f=Sup f—hmff:lim If:ICIfIf

neN JI, neN n—oo n—oo

Preuve: Il est évident que 2 = 1 et que la troisieme proposition implique les deux premieres.
On suppose la premiére assertion vraie : on sait qu’il existe une suite croissante (I,) ,en d’'inter-

valles compacts inclus dans I, dont la réunion est I, et telle que ( f f ) N est majorée. Observons
I

que cette suite est croissante : en effet, f est positive etI,, 1,4, si n € N. Par conséquent, ( f f ) N
1, /ne

converge et

lim f Sup f

n—co neN
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On se donne une autre suite croissante (J,;) ney d’'intervalles compacts inclus dans I, dont la
réunion est I. Soit n € N; comme J,, est compact, il existe ¢, < d;, tels que J,, = [c¢;; d]. Comme
(Ip)pen @ pour réunion I, il existe P, et P, entiers tels que ¢, € Ip, et d, € Ip,; en posant
P = Max (P4, P»), on voit que ¢, et d, sont dans Ip parce que Ip, c Ip et Ip, < Ip. Comme f est

positive et ], = [c,; dp] < Ip,0ona
[ r<[ r<sum| s
In Ip keN JIi

Ceci prouve que la suite ( f f ) N est majorée donc la propriété 2 est vérifiée. De plus, I'inégalité
In ne

précédente montre que

Sup | f<Sup| f
neN JJ, neN JI,

Lautre inégalité s’obtient de la méme maniere.
Montrons aussi la troisieme assertion. Soit J un intervalle compact inclus dansI; alors ] = [c; d]

avec ¢ < d dans [. Comme précédemment, on peut trouver N € N tel que J c Iy d’ot par positivité
de f:

1< resw] s
IN neN
et Sup | f<Sup | f
JcI J] neN JI,
L'autre inégalité est triviale, puisque
f flne I\I f f 1] intervalle compact inclus dans I} O

Ce sont ces deux propositions qui nous amenent a poser la définition suivante

Définition 8.1.3 (Fonction intégrable sur un intervalle quelconque)

Soit f € Gm(I,Ry). On dit que f est intégrable sur1 si, et seulement si, il existe une suite (I,)) ey

d'intervalles compacts inclus dans I, telle que U I,, =1, et la suite ([ f) N est majorée. Dans ce
In ne

neN
Cas, on pose

ff Sup f: r}im[ f:Sup{ff | J intervalle compact inclus dans I}
U, ]

neN

La proposition 1.2 prouve que cette définition est correctement posée : I'intégrale de f sur I
ne dépend pas du choix de la suite (1) ,en- Et la proposition 1.1 prouve que toute fonction conti-
nue par morceaux sur un intervalle compact I est intégrable; et les deux définitions de I'intégrale
coincident, ce qui est une bonne chose.

Maintenant, il nous faut étudier cette nouvelle notion d’intégrabilité.

Proposition 8.1.4 (Propriétés élémentaires)
1. Soient f et g a valeurs positives, continues par morceaux, intégrables surl, soit A € R... Alors

Af + g est intégrable sur] et
j;(Af+g):AfIf+fIg
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2. Soient f et g a valeurs positives, continues par morceaux, telles que
Vxel 0<f(x)<gl)
Si g est intégrable surl, f est intégrable sur1.
3. Soit f € €(1,Ry) intégrable, telle quefI f=0.Alors f =0.

4. Soient f € €pm(,Ry) et c € 1. Alors f est intégrable sur 1 si, et seulement si, elle est intégrable
surl, =In{c; +ool et surl_ =1INn]—o0; c]. Dans ce cas,

Jr=hre)s

Preuve : Les deux premiéres propositions sont des conséquences triviales de la définition 1.3 et
de la proposition 1.2.
Soit f € € (I,R,), intégrable sur I, d’'intégrale nulle. Alors pour tout intervalle compactJ <1,

0<ﬁf<£f=0

Comme f est continue positive sur J, on sait que f est nulle sur J. Mais tout élément de I peut étre
placé dans un intervalle compact inclus dans I, donc f est nulle partout sur I.

Enfin, soient f € 6pm(I,R;) et c € . Si ¢ est une des bornes de I, il n’y a rien a prouver. Donc on
suppose c intérieur a I. On pose

Iy =In{c; +ool I_=In]—o0;c]
Supposons f intégrable sur I. Soient J; c I, etJ_ cI_ deux intervalles compacts; posons

I =1[x; ¥l J_=1z; t] avec Z<EL< LX<y

Ona f]+f+fl_f:f[2;y]f_f[t;x]fgf[Z;y]f

en utilisant la relation de Chasles et le fait que ¢ < x et f est positive sur [£; x]. Comme [ est

intégrable surlet [z; y] <1, il vient
[ s+ r<[r
J+ J- I

Les intervalles compacts J; et J_ étant quelconques inclus dans I, et I_ respectivement, f est in-
tégrable sur I et sur I_, et en passant au Sup, on a

Lj+ﬁf<£f

Réciproquement, supposons f intégrable sur I, et sur I_. On prend J c I un intervalle compact
inclus. Alors Jn] —oo; c] et JN[c; +oo[ sont des intervalles compacts inclus dans I et I respective-

ment. D’apres Chasles,
[r=] g+ <[] s
J Jn]—oo; c] Jn[c; +oo[ I- I,

Comme ] est quelconque, on voit que f est intégrable sur I et en passant au Sup sur J, on a

£f<£f+Lf 0
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Corollaire 8.1.5
Soit f € €pm(I,R,). On pose a = Infl et b = Supl et on prend c € 1. Alors [ est intégrable si, et seule-
ment si, les deux limites suivantes sont finies :

X c
li ndt li rdt
XLI% c f( ) xll)r[ll»[x f( )
De plus, dans ce cas, f f est la somme de ces deux limites.
I

Preuve : C’est une simple reformulation de la proposition précédente, en tenant compte du fait
que pour une fonction croissante sur un intervalle, le sup en un point est égal a la limite. U

Exemple 8.1.6
Donnons maintenant quelques exemples classiques de fonctions intégrables. Ces exemples seront nos in-
tégrales de référence pour I'étude d’intégrabilités plus compliquées.
« Intégrales de Riemann : Soit a € R; on pose
VieRy  f()=t“
Alors f est continue par morceaux sur R}, a valeurs positives. On a

P |

. ) ———— sia#E-1
Vx>0 f(t)dt— 1—-«
1 Inx sia=1

Sia<1l,ona

X X 1
lim f fdt=+0c0 et lim | f()dt=——
1 x—0*t 1 1

X— 400 o—

Donc f est intégrable sur ]0; 1], pas intégrable sur [1; +ool. De plus,

1
for -+
10;1] l-a

Si a > 1, un calcul de limite similaire montre que f est intégrable sur [1; +oo[ et n'est pas intégrable

sur ]0; 1]. De plus,
1
[
(1400 Q=1

Enfin, sia =1, f n'est intégrable ni sur ]0; 1], ni sur [1; +oo].
En conclusion : f est intégrable sur ]0; 1] si, et seulement si, @ < 1; f est intégrable sur [1; +oo] si,
et seulement si, o > 1.

¢ Intégrale logarithmique : Posons

Vi>0  f()=|Int|

f est continue par morceaux positive sur R}. De plus,

1
Vx€]0; 1] [ fde=[t-rInt]L =1-x+xInx
X

1
d’ou lim | f(nde=1
x—0Jx
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Ceci prouve que f est intégrable sur ]0; 1] et
f f=1

X
De méme, Vxe[l;+oo] f f(t)dt:xlnx—x—1x~ xlnx
1

—00

Donc f n’est pas intégrable sur [1; +ool.
+ Intégrales exponentielles : Soit o € R; posons

VteR f(t) =exp(at)

[ est continue par morceaux, positive sur R. On prend c € R. On a alors

exp (ax) — exp (xc)

X i 0
VxeR f f(t)dtz{ a st

x—c sia=0

Un simple calcul de limite montre que : f est intégrable sur [c; +ool si, et seulement si, a < 0; f est
intégrable sur | —oco; c] si, et seulement si, o > 0.
e Sia>1,0ona

Vi | sin x| < 1
x>1 e NS F
’ N sge | sin x| sz .
D’apres la proposition 1.4, x — =2~ est intégrable sur [1; +oo] et
*o0 | sin x| oo dx 1
dx < —=—
1 x« 1 x* a-1

8.2 Théorémes de comparaisons

D’apres la proposition 1.4, pour savoir étudier l'intégrabilité d'une fonction positive sur un
intervalle quelconque, il suffit de savoir I'étudier sur les intervalles de la forme [a; b[ (b € R,)
ou ]a; b] (avec a € R_). On formule ici des théorémes de comparaison pour les intervalles du pre-
mier type, le second type se traitant de maniere identique.

Ainsi, dans toute la suite, a € R et b € R, avec a < b.

Théoréme 8.2.1
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux, positives, sur [a; b|.
e On suppose que f(t) = O(g(1)). Si g est intégrable sur [a; b, alors f est aussi intégrable sur
b

b b
fx fde = o( fx g(t)dt)

Si f n'est pas intégrable, alors g n'est pas intégrable. De plus,

X X
fa f(t)dtt_):biO( fa g(t)dt)

e Meéme chose avec des « petit 0. »
e Meéme chose avec des équivalents.

[a; bl. De plus,

Preuve:
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» Supposons que f est dominée par g au voisinage de b. Il existe c € [a; b[ et M > 0 tels que
Vxele; bl 0< f(x) <Mg(Xx)

Si g est intégrable sur [a; b, la proposition 1.4 assure que g est aussi intégrable sur [c; b| et
que f aussi. Comme f est aussi intégrable sur [a; c] (intervalle compact), elle est finalement
intégrable sur [a; b[. En outre, toujours a I'aide de la proposition 1.4,

b b
Vxelc; bl ogf f(t)dthf g(r)de
X X

b b
Ainsi, ff(t)dt =b_o(f g(r)dt)

On suppose maintenant que f n’est pas intégrable sur [a; b[. D’aprés ce qui précede, g ne
peut pas étre intégrable sur [a; b[. Aussi, par définition de I'intégrabilité, on a

hmf fde= hm g(t)dt—+oo

Ensuite, si x € [c; b, on sait que

ff(t)dthf gt dt
donc ff(t)drgf f(r)dt+Mf g(t)dt:f(f(t)—Mg(t))dt+Mf g(n)dt

X
Comme lim g(dt=+o0
x—b~ a
on sait qu'il existe d € [a; b[ tel que

Vx>d

f(f(t)—Mg(t))dt]<f g(tdt

X X
Par conséquent, Vxe€ [a; b[ x>Max(c,d) = Oéf fnde< (M+1)f g(pde
a a

X—

X X
Conclusion : f fndt = O (f g(1) dt)
a b~ a

» Supposons que f est négligeable devant g au voisinage de b. Soit € > 0 : il existe c € [a; D] tel
que

Vxele;bl  0<f0< gg(X)

Si g estintégrable sur [a; b, alors f aussi; donc elles sont toutes deux intégrables sur [c; b[
et on peut intégrer I'inégalité :

b b
Vxe€lc; bl 0§f f(t)dtgef g(nde

b b
Ainsi, ff(t)dt = o(f g(t)dt)
x b~ x

X—

Maintenant, si f n’est pas intégrable, on sait que g n’est pas intégrable donc
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X
lim g(H)dt=+o0
x—b~

a

Si x € [c; bl, on sait que (méme calcul que dans la preuve précédente)

ff(t)dtgf (f(t)—gg(t))dwgf g(pdt

C
or, f(f(t)——g(t) = fg(t)dt
a

doncil existe d € [a; b[ tel que

Vx>d (f(t)——g(t) fg(t)dt
X X
Au final, Vxela; b| x>Max(c,d) = ng f(t)dtgef g(pde
X X
Conclusion : ff(t)dt = o(f g(t)dt)
a x—b~ a

e Supposons que f et g sont équivalentes au voisinage de b. En particulier, f(x) = O(g(x)
b
et g(x) :b O(f(x)) donc f estintégrable sur [a; b| si, et seulement si, g I'est.
Py
Ensuite, on sait que | f (x) — g(x)| = o(g(x)). Doncsi f et g sont intégrables, ce qui précede
assure que -
b b
f If()-gnlde = o(f g(ndi)
X b X

X—

D’apres I'inégalité triangulaire intégrale,

b b
Vxe [a; bl f(f(t)—g(t))dt‘éf 1f(0—g(Dldt
b b b b
dott ff(t)dt—f g(t)dt:f (f(t)—g(t))dtxfb_o(f g(t)dt)
b b
et finalement, f fnder ~ f g(ndt
X x—b~ Jx

Dans le cas ou f et g ne sont pas intégrables sur [a; b[, c’est exactement le méme principe
et]’on obtient

x X
f f(nder ~ f g(ndr O
a x—b~ Ja

Exemple 8.2.2
Ces théoremes permettent d’étudier rapidement des questions d’intégrabilité, ou de calculer des équiva-
lents d’intégrales.

e Posons Vx>0  f(x)=exp(-In®x)

f est continue par morceaux, positive sur R}. De plus, lilgl+ f(x) = 0 donc f est prolongeable par
X—

continuité en 0; sil’on note encore f la fonction prolongée, elle est continue sur R... Le seul probléme
d’intégrabilité se situe donc au voisinage de +oo.
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Sil'onfixea>1,ona

Vx>0 x%f(x) =exp(odnx—ln2x)=exp(lnx(0(—lnx)) 0

X—+00

Ainsi, f(x) = o(x~*) donc f est intégrable sur R} (ou sur R;, puisqu’on a prolongé f par conti-
X—+00
nuité). On peut méme dire, au cas ol cela nous intéresse, que

+00 +00 dt 1-
fxf(t)dtx_iooo(fx )=o)

e Soit x € R. On pose Vi>0  f()=t"lexp(-1)
f est continue positive sur R}. On a f(¢) o t*~! donc f est intégrable sur ]0; 1] si, et seulement si,
—+

x—1> -1, c’est-a-dire x > 0. Et f(¢#) L= 0(%), en utilisant les théorémes de croissances comparées.
(0.0]

Ainsi, f est intégrable sur IRI si, et seulement si, x > 0.

On fera tres attention a l'erreur classique, qui consiste a croire qu'une fonction positive inté-
grable sur [a; +ool doit avoir une limite nulle en +oo. Cette assertion est vraie sil’on ajoute 'hypo-
thése que la fonction a une limite en +oco. Par exemple, considérer la fonction f définie sur chaque
intervalle [n; n+ 1[ par:

n n+1
Cette fonction est intégrable sur [1; +oo[ mais elle n’a pas de limite en +oo.

8.3 Intégrale des fonctions a valeurs scalaires

Définition 8.3.1 (Fonctions intégrables)

Soit f € 6pm(LK). On dit qu'elle est intégrable sur 1 si, et seulement si, | f| est intégrable. On note
o Z1(1,K) I'ensemble des fonctions continues par morceaux intégrables sur I.
o Z1(1,K) I'ensemble des fonctions continues intégrables sur I.

Proposition 8.3.2
LUK) et .ch (I, K) sont des sous-espaces vectoriels de €, (1, K).

Preuve : Soient f et g continues par morceaux sur I, intégrables; soient A et p dans K. On a

Vxel  Af(0)+pg)I<IAIF)+IullgHl
Or, | f| et |g| sont intégrables donc |A f + pg| est intégrable (proposition 1.4). U

Proposition 8.3.3
Soit f € Cpm(,K).
e SiK =R, f estintégrable surl si, et seulement si, f, et f_ sont intégrables sur]l.
o SiK =C, f estintégrable surl si, et seulement si, Ref et Im f sont intégrables surl.



Mathématiques Spéciales INTEGRALE GENERALISEE

Preuve : Supposons f a valeurs réelles. On rappelle que f = f, — f_ et |f| = f1 + f- et que f; et f_
sont continues par morceaux, positives sur I. D’apres la proposition 1.4, si f et f_ sontintégrables
sur I, alors | f| = f} + f- est aussi intégrable sur I donc f est intégrable. Réciproquement, si f est
intégrable sur [, alors | f| 'est; or fi <|f] et f- <|f|donc f; et f- sont intégrables sur I.

Pour les fonctions a valeurs complexes, c’est exactement pareil, en utilisant les inégalités

RefI<Ifl  ImfI<Ifl  |fI<IRefl+Imf] O

Définition 8.3.4 (Intégrale généralisée)
Si fe Z11,K), on pose

f1f=fI(Ref)+—fI(Ref)_+i(fI(Imf)+—fl(lmf)_)

Proposition 8.3.5 (Linéarité)
Lintégrale est une forme linéaire sur £ (1,K).

Preuve : Vérification immédiate a partir de la définition et a I'aide de la proposition 1.4 pour les
fonctions a valeurs positives. U

Proposition 8.3.6 (Relation de Chasles)
Soient f € 6,1, K) et c € 1. f est intégrable sur1 si, et seulement si, elle est intégrable sur les inter-
vallesI_ =1Nn] —oo; c] et surl, =1n[c; +oo[. Dans ce cas,

Jr=hre)s

Preuve : Trivial. O

Comme précédemment, on prend a € R et b € R, tels que a < b et on énonce uniquement des
criteres d’'intégrabilité sur I'intervalle [a; b[. Il est possible d’obtenir des critéres similaires pour les
intervalles du type |c; d] avec c € R_etdeR.

Ces théoremes ne nécessitent presque aucune preuve : ils sont immeédiats a vérifier, grace au
travail fait sur les fonctions a valeurs positives.

Théoréeme 8.3.7
Soit f € L1 (1, K). Alors

f= limf f()de
b x—b~Ja

[a;b[

Il faut bien faire attention au fait qu’il n'y a pas de réciproque a ce théoreme : si la limite
existe, cecine signifie par que f estintégrable; cela signifie uniquement que la limite existe.
Lexistence de la limite ci-dessus est strictement moins forte que I'intégrabilité.

Par exemple, il est assez simple (voir exercices) de prouver que x — W n’est pas inté-
grable sur RY ; cependant, la limite suivante existe :

*sint

lim —dt
X—+00 0 t

10
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Corollaire 8.3.8
Soit f € L1, K) ; soient (a,) nen et (bp) nen deux suites a valeurs dans1, telles que

lim a, = Infl et lim b, = Supl
n—oo n—oo

by,
Alors la suite( f() dt) |, converge vers f f-
ne I

ap

Théoreme 8.3.9
Soient f et g continues par morceaux surl, avec g a valeurs réelles positives.
e On suppose que f(x) = O(g(x)). Si g estintégrable sur [a; b[ alors f estintégrable sur[a; b[
b

b b
fxf(t)dt:O(fx g(t)dt)

Si f nlest pas intégrable sur [a; b[, alors g n'est pas intégrable sur [a; b[ et

f:f(t) di = O(f:g(t) dt)

e Meéme chose avec des « petit 0. »

et

Théoreme 8.3.10 (Théoreme de changement de variable généralisé)
Soit 1 un intervalle quelconque contenant au moins deux points; on note a = Infl et b = Supl. Soit
PpE &1 (I,R), strictement monotone; on note

@(a*) = lim ¢(x) @(b7) = lim @(x)
x—at x—b
Si fe LY M), K), alors (f o) @' est intégrable surl et

@(b) b ,
f=f (fep)g
a

¢(a)

Preuve : La preuve se fait en plusieurs étapes.
+ Commencgons par supposer f a valeurs positives et ¢ strictement croissante. Comme ¢ est
continue, on sait que ¢(I) est un intervalle ; et comme ¢ est croissante strictement, on a

Infe () = ¢(a™) Sup (D) = @(b")

Soient (a,) nen €t (by) nen deux suites de réels telles que

lim a, =a lim b,=b

n—oo n—oo
et (an)nen croissante, (b,)nen décroissante, avec a, < b, pour tout n. Autrement dit, les
([an; byl)nen sont une suite croissante d’intervalles compacts dont la réunion est I. Par suite,
(lp(an); (by)]),.n st une suite croissante d’intervalles compacts dont la réunion est @(I).
Le théoréme de changement de variable pour les intégrales sur des intervalles compacts as-
sure que

b" (P(bn)
f f(tp(f))(p'(t)dtzf f(nde

¢(an)
Comme f est intégrable sur ¢(I), on sait que

@(by) @)
lim dt:f fo f(de
=00 Jy(ay) o @lat)

11
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by @)

donc lim flp(1) (p'(t) dt existe et vaut f f(t)dt. Mais la fonction (f o ) ¢’ est po-
n—oo an (p((f')

sitive ; I'existence de cette limite assure que cette fonction est intégrable sur I et que

b b, @)
f flem)e'(ndr= lim f(cp(t))cp’(t)dt:f( : fde
a an @(a*

« Maintenant, si f est a valeurs réelles et ¢ est strictement croissante. Alors ¢’ est strictement
positive donc

(fo@@)=(fioc@@'  ((fo@ @) =(f-o@)¢’

Supposons f intégrable sur ¢(I). Alors f; et f_ sont positives, intégrables sur ¢(I) ; d’apres
ce qu'on vient de faire, (f; o @) ¢’ et (f- o) @’ sont intégrables sur I et

b , @) b , @)
f [+ (t)dl‘=f fde f [~ (l‘)dt=f f)de
a @(at) a @(at)
D’apres la proposition 3.3, (f o @) ¢’ est intégrable sur I et par définition de I'intégrale,

b b b
ff(tp(t))tp'(t)dt=f f+(tp(t))cp'(l‘)dt—f flp@) @' (de
a a a

¢@b7) @)
:f f+(t)dt—f f-(n)dt

@(a’) ¢@(a*)

b @(b7)
f f(cp(t))cp’(t)dt:f f(ndr

@(a*)
e Si f est a valeurs réelles et ¢ strictement décroissante, il suffit d’appliquer ce qui précede
avec —@.
 Si f est a valeurs imaginaires et ¢ strictement monotone, on sépare parties réelle et imagi-
naire, puis on applique les résultats précédents. Un des points importants est que ¢’ est a
valeurs réelles, donc

Re((fo@)p)=(Reflop)e’ et Im((fo@)e)=(Imfop)y’ O

Définition 8.3.11 (Norme de convergence en moyenne)
On appelle norme de convergence en moyenne |'application

LK) — R,
fr— ||f||1:fl|f|

La proposition suivante est immeédiate :

Proposition 8.3.12
Lapplication || ||, est une semi-norme sur £ U1, K), cest-a-dire qu'on a toutes les propriétés d'une
norme, sauf la propriété de séparation :

Vie L' LK) VAeK  IIAflli=IAlIfIh

et Vi,ge L1MLK)  lIf+glh <Ifli+lglh

En revanche, c'est une norme sur £} (1,K).

12
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En effet, sur ! (I, K), on a le probléme des points de discontinuité qui empéche d’avoir
la propriété de séparation. Plus précisément, si f € & N, K) et | fll1 =0, alors pour tout
intervalle compactJ c 1, f est nulle sur J sauf en un nombre fini de points.

En effet, comme | f| est continue par morceaux sur J, on peut trouver une subdvision
J={co<---<c,}adaptéea|f|;ona

n—1
[iri=o=X [ 1
J k=0"[ck; Cry1l

Mais comme | f| est positive on a

Vke[0;n-1] f f=0

[ck; Ck+1]
Ensuite, | f| est continue sur |ci; cx+1[, prolongeable par continuité a [ci; cx+1], positive,
donc nulle sur | ¢g; Cry1 -
Cependant, on ne peut rien dire de particulier sur f aux points de discontinuités
(CK)o<k<n-

Définition 8.3.13 (Espaces . et £?)
Soit f € Gom(,K). On dit qu'elle est de carré intégrable si, et seulement si, |fI? est intégrable.
On note

LK) ={f € €om(,K) | f de carré intégrable}

et L2LK)={f €€ [K) | f de carré intégrable}
On appelle norme de convergence en moyenne quadratique |'application

LK) — Ry

1/2
— [ [ 1f?
Proposition 8.3.14

LK) et .ZCZ (I,K) sont des sous-espaces vectoriels de ¢, (1,KK). De plus,
Vfge Z20LK) fge L'0K)

Lapplication (1y: (£*(1,K)? — K

est bilinéaire, symétrique, positive. C'est un produit scalaire sur £*(1,KK).

Preuve: Si f et g sont dans .#?(I,K) et si ] I est un intervalle compact, on a d’aprés I'inégalité de

Cauchy-Schwarz :
1/2 1/2
[irar<([1re) ([ 1) <rt21gl
J J J

En prenant le Sup sur les intervalles compacts J < I, on voit que fg estintégrable surlet || fgl; <
I fll2lgll2. Du coup, (f +g)? = f2+2fg+ g* est intégrable, ce qui prouve que f + g est de carré
intégrable. Une fois ceci obtenu, tout le reste est évident. U

13
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Proposition 8.3.15
Sil est borné, alors £?*(I,K) c L (1, K) et

VEeZ?*0,0  IIflh <VITIfI2

En particulier, £*(1,K) ¢ Z1(1,K) et la convergence en moyenne quadratique implique la conver-
gence en moyenne.

Preuve: Sil est borné, la fonction constante 1 est de carré intégrable. Doncsi f € Z?(I,K), f = fx1
est dans .Z! (I, K). Linégalité de Cauchy-Scwharz fournit

[ ([1)7(f1re) = v, =

En revanche, il est important de préciser qu’il n'y a aucun rapport entre les deux espaces
lorsque I n'est pas borné. Par exemple, la fonction x — % est .2 sur [1; +oo[, mais n'est pas ..
Ou bien considérer la fonction

) 1
n 31n€|\l*etx€[n;n+—

fix— n3

0 sinon

f est continue par morceaux sur [1; +oo[, intégrable, mais son carré n’est pas intégrable.

8.4 Théoremes d’interversions de limites

La construction étant faite, il est maintenant temps de se donner des outils d’études d’inté-
grales généralisées. On sera souvent confronté a des problemes d’interversion de limites et d’inté-
grales; on a déja obtenu des théorémes faibles dans le cas ot l'intervalle d’intégration est compact.
Mais les preuves échouent dans le cadre de notre nouvelle théorie.

Les théorémes qui suivent sont difficiles et trés profonds; les preuves sont données a titre in-
dicatif, mais n’ont pas a étre connues.

8.4.1 Le théoreme de convergence monotone

Théoreme 8.4.1 (Théoréme de convergence monotone)
Soit (fn)nen une suite de fonctions a valeurs réelles, continues par morceaux sur 1, intégrables,
convergeant simplement en croissant vers f continue par morceaux sur 1.

14
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f estintégrable surl si, et seulement si, la suite ( f fn) |, Converge vers une limite finie. Dans ce cas,
ne

I
lim [ fi= [ 1

Pour prouver ce théoreme, on commence par un lemme :

Lemme 8.4.2
Soit (f,) nen Une suite de fonctions a valeurs réelles, continues par morceaux sur [a; b], convergeant

simplement et en décroissant vers la fonction nulle. Alors la suite ( f

fn) converge vers 0.
[a;b]

neN

Preuve : Posons A={(x,y)€la; b)* | x< y}

Fl’l(xy J/)
- X

et VneN V(x,y)eA Fn(x,y):f[ ]fn Hn(x,y) =
X3y

On aura besoin de quelques observations simples :
o Commencons par montrer que les suites (F;) ,en €t (M) nen convergent simplement. Fixons
x < ydans [a; b].Ona

VneN Viela;bl  0< fur (D)< fuld)

donc VneN 0<Fut1(x,y) <Fu(x,y)

La suite (F;(x,y))nen est décroissante, minorée par 0, donc convergente. Sa limite est no-

tée F(x, y). Il s’ensuit que (U1, (x, ¥)) nen converge aussi en décroissant vers % qu’on note

X )
K(x, y).
« On montre ensuite que F est continue. Fixons x < y et x’ < y' dans [a; b] et n € N.

y ¥
Fn(x,y) —Fn(x', ¥ :f fn(t)dt_f, f(nde
x ¥y y V'
:f fn(t)dt+f fn(t)dt—f fn(t)dt—f fn(Hdt
X x' x' y

x/ yl
Fn(x,y) —Fp(x,y) =f fn(t)dt_f fu(®)dt
x y

Par suite, IFn(x,y) —Fn(x, ¥y <

x' y
fxfn(t)dt‘+‘fy fn(t)dt‘

Mais f,, < fp et fp est bornée parce que [a; b] est compact. Donc

[Fn(x, ) =Fn (X, YOI < Ml folloo (1 = X1+ 1y = ¥'])
Comme n était quelconque, en passant a la limite il vient
[E(x, y) = F, ) < M foll(x = "1+ 1y = y'D)

Ces inégalités montrent que les (F,) ,en et F sont continues sur A. Il s’ensuit que les ([,,) nen
et | sont continues sur A, puisque (x, y) — y — x est continue et ne s’annule pas sur A.

15
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 Soient xp <--- < X, dans [a; b]. La relation de Chasles nous donne

p-1 p-1 Xp
VneN > Fulxi, Xke1) = 2 fn:f fn:Fn(Xnyp)
k=0 k=0J[xt; Xp41] Xo
En passant a la limite,
p-1
> Flxg, xg+1) = Fxo, xp)
k=0
p-1
ou encore kZ (Xk+1 — X)) WXk, Xe41) = (Xp — X0) U (X0, Xp)
=0
Observons que F(a, b) = lim fn=(b—-a)u(a,b). Notre but est de montrer que cette limite

n—oo .
est nulle; on sait déja que p(a, b) ;bb]l)uisque les (f,) nen sont a valeurs positives. On suppose que
p(a,b) >0, et on se donne € €]0; p(a, b)[.
La fonction f est continue par morceaux sur [a; b]; on prend une subdivision adaptée
Xo=a<---<Xxp=betl'ona, par décroissance de la suite (F;,) e :
p-1 p-1 p-1
2 (X1 = XK) po (X, Xe+1) = kZO Fo(xg, Xk+1) 2 kZOF(xk, xk+1) = F(xo, xp) =F(a,b) = (b—a)u(a, b)

>eb—a)
p-1
Mais on a aussi b-—a=xp—x0= Y (Xg+1—Xg)
k=0
p-1
d’ou kZ (k1 — Xi) (Mo (X, Xk41) —€) >0
=0

Par suite, il existe k € [[0; p—1]] tel que (xg+1 — X&) (Mo (Xk, Xk+1) —€) > 0. Comme X1 — X > 0, C’'est
que Mo (Xg, Xk+1) > €. Or, Yo est continue donc {(x,y) € A | po(x, y) > €} est un ouvert, qui contient
(xk, Xx+1)- Il contient également une boule ouverte centrée en (xi, xr+1) et on en déduit qu’il existe
ap < bg dans | xx; xi+11, tels que po(aop, bo) > €. Ceci peut étre récrit en

1

(fo—€)>0
bo — ag f[ao;bo] fO

Comme xj < ap < by < x+1 et fo — € est continue sur | xx; xx+1[, il vient que

Vxelag; bo]l  folx)>¢€

En recommencant le méme raisonnement avec f; qui est continue par morceaux sur [dag; byl,
on peut trouver a; < b; dans [ag; bol, tels que f; > € sur [ay; by].

Et par récurrence, on prouve qu'il existe une suite ((a,, b,))nen @ valeurs dans A, telle que
(an) nen €st croissante et (by,) ,en €st décroissante, et

VneN Vtelay,; byl fn(t) >¢€

La suite (a,)en doit converger, parce qu’elle est croissante majorée par b. On note £ sa limite.
Si n €N, on a par construction ¢ € [a,; b,]. Donc f;, () > €. Mais (f;,(£)) ,en converge vers 0, d’ou
une contradiction. Ceci prouve que p(a, b) =0, ce qu’il fallait démontrer. U

Preuve du théoreme de convergence monotone : On prouve le théoreme dans le cas o I = [a; b|
avec ac€ R et b e R,. Le résultat général se généralise facilement.
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On se donne une suite (f,),en de fonctions continues par morceaux sur [a; b[, croissante,
convergeant simplement vers f continue par morceaux sur [a; b|.
e Supposons que f est intégrable sur [a; b[. Si n € N, f — f, est alors intégrable sur [a; bI.
En utilisant le fait que fy < fj,, il vient

U—ﬁa:f

la;c

Ycela; bl 0<f (f—fn)+f (f = fo)
la; bl ] [c; bl

Soit € > 0. Comme (f — fj) est intégrable sur [a; b, il existe c €]a; b tel que
b

]UﬁM+LMU—hKJ;

la;c

(f - fn)) N converge vers 0 : il existe N € N tel que
ne
Vn=N f (f—fw) <e
[a;c]

Il s’ensuit Vn>N 0

N

f (f—fw) <2e
la; bl

et Vn>N ng f- fn<2¢
la; bl la; bl

Ceci prouve en méme temps que ( f fn) converge et que sa limite est f
la;bl” 7 1eN [a; bl

« Réciproquement, supposons que cette suite converge vers une limite finie. On pose

VneN VYcela;b| In(C)=f In
la;c]

et VYcela; bl (o) = f

la;c]

Sice€ [a; bl est fixé, le lemme 4.2 montre que ( f (f - fn)) |, converge vers 0. Ceci équi-
;) ne

a,c
vaut a dire que (I,,) ,en converge simplement sur [a; b[ vers la fonction 1. Mais en fait, cette
convergence est uniforme : en effet, en utilisant la croissance de la suite (f},) sen,

(fn_fn+p)<f (fn_fn+p)
—_——

Vn,peN Vcela; bl |In+p(c)_1n(c)|:f
la; bl

[a;c]

>0
S
[a; bl [a; bl

Comme on a supposé que ( f N converge, on obtient bien que (I,),en satisfait au

fa)
la; bl

critere de Cauchy uniforme sur [a; b[, donc converge uniformément vers I. Enfin, comme
les (f) nen sont intégrables sur [a; b[, on sait que

ne

VneN lim I,,(c) = fn
c—b la; bl

D’apres le théoreme d’interversion des limites, la fonction I a une limite en b et 'on a
lim f=lim I(c) = lim fn

c—=b~Jia;c c—b~ n=00 Jig; b
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Mais ceci ne prouve toujours pas que f est intégrable sur [a; b[; en revanche, on sait main-

tenant que lirzl (f — fo). Comme f — fj est positive, elle est intégrable; donc f est inté-
c=b"Jla;cl
grable sur [a; bl. O

Le corollaire suivant est évident :

Corollaire 8.4.3
Soit ((fn)) nen Une série de fonctions continues par morceaux sur 1, positives, convergeant simple-
ment vers f continue par morceaux sur 1. Alors [ est intégrable sur 1 si, et seulement si, la série

(( f fn))nel\l converge. Et dans ce cas,
I n=0 n=0YI1

8.4.2 Lethéoréme de convergence en moyenne

I s’agit d'un corollaire du théoreme de convergence monotone, utilisé pour intervertir une
somme et une intégrale.

Théoréme 8.4.4 (Théoréme de convergence en moyenne)
Soit ((fn)) nen Une série de fonctions continues par morceaux sur 1, a valeurs dans K, convergeant
simplement vers f continue par morceaux surl. On suppose que la série (|| f» 1)) nen converge. Alors

f estintégrable, la série (( f fn)) o, Converge etlona
1 n
[r=[> =% [
I I n=0 n=0Y1

o0
De plus, VneN f‘ Z fk Yo feh

k=n+1 k=n+1

Preuve : On définit une nouvelle suite de fonctions :
n
VREN Vael g =Min(If(), T /i)
=0

Si n €N, la fonction g, est continue par morceaux sur I puisque
a+b-la-b|
2

Ensuite, si x € [a; b, la suite (g,(x)) ,en €st croissante. En effet, soit n € N.
e Si g,(x) =1f(x), cela signifie que

VYa,beR Min(a, b) =

n+l1

IfOIS X 1)< X 1fi(l
k=0 k=0

donc gn1(X) =1f(x)| = gn(x)
n
o Sign(x)= kz_:0|fk(x)|, ona

n+l
g <IfX) et gux)< k§0|fk(x)|

18
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donc 80(3) < Min(If (), ¥ 10]) = gr (0

Egalement, la suite (g, (x)) nen converge vers | f(x)|. En effet, donnons-nous € > 0. Il existe N € N
tel que

n
¥n>N \f(x)—kz feo| <e
=0
D’apres I'inégalité triangulaire,
n
VnzN  [f0l< 8+kZ | fie (X))
=0

Soit n > N.
e Sign(x)=1f(x)|, c’est trés bien puisque |g,(x) — | f(x)|]| =0 <L e.
n
* Si gn(x)zkz | fi(x)], ona
=0

gn(x) <If)<e+gnlx)
d’ou Nf(x0)|-gnx)<e

Au final, Vn>N I1f ()] —gn(x)|<e

ce qui prouve notre assertion.

Pour pouvoir appliquer le théoréeme de convergence monotone, il reste a remarquer que

VneN gn(x)gkz | fic ()]
-0

donc VneN fgn Z |fk| Z”fk”l OXO:”fk”l (%)

La suite ( f gn) \ &t croissante, majorée, donc convergente. Par convergence monotone, on en
I ne

déduit que | f] est intégrable, donc que f est intégrable et que

lim gn:fllfl

n—oo J1

En passant a la limite dans (%), il vient

Jin= 15 A< X isen
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Soit n € N. Maintenant qu’on sait que f est intégrable, on peut considérer :

- al=[[( £ [#<[] = &

On applique les résultat précédents a la série de fonctlons ((fi))k=n+1:

‘ﬁf—éﬁfk\ékiﬂmul

Le reste d'une série convergente tend vers 0 donc lim Z f [k existe et vaut f f. U
I

Corollaire 8.4.5
Soit (f,) nen une suite de fonctions continues par morceaux surl, convergeant simplement vers une
fonction f continue par morceaux surl. On suppose aussi que (f,) nen est de Cauchy pour || ||1. Alors

Jim If = falli =0

Preuve : On sait que
Ve>0 INeN Vn>N VpeN I frosp— fulll <€

En particulier, il existe ¢(0) € N tel que

V,pZ@0)  lfa—frlh <1
Ensuite, il existe (1) € N, tel que ¢(1) > ¢(0) et

V,pZ @) Nfa—frlh <

N |~

En particulier, I fo — fom Il <1

Par récurrence, on construit une suite (¢ (1)) ,eny Strictement croissante d’entiers, telle que

VreN | fom — fom+nlh < Y

Du coup, la série ((fpn+1) — fom)) nen converge simplement puisque

n
VneN kgo(fcp(kﬂ) = fow) = fom+1) — fowo)

et par construction, la série (|| fp(n+1)— fpim 1)) ,ep CONVerge. D’apres le théoreme de convergence
en moyenne,

VneN f|f f(p(n)l—f) Z(ftp(kﬂ)_fcp(k))‘ X

n+1 Zk
Soit € > 0 fixé. Il existe N € N tel que

Vn,P>N ||fn+p_fn||1<€
Quitte a choisir N plus grand, on peut aussi supposer que

OZO 1
_<E
k=N+12k\

Comme @ est strictement croissante, on a (N) > N.On a
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1

ok ¢

o0
VaZN  fu—fenlhi<e et ||f—fq)(N)||1<kZ
=N+1

d’ol Vn>N I f— fall <2¢ O

8.4.3 Le théoreme de convergence dominée

Théoreme 8.4.6 (Théoréme de convergence dominée)

Soit (fn) nen une suite de fonctions continues par morceaux surl, convergeant simplement vers une
fonction f continue par morceaux surl. On suppose qu'il existe une fonction ¢, continue par mor-
ceaux surl, intégrable, telle que

VneN Vxel | frn ()] < @(x)

Alors toutes les fonctions (f,) nen, ainsi que f, sont intégrables sur1; de plus, la suite ( f fn) N
I ne

converge vers f f.
I

Pour prouver ce théoréme, on commence par rappeler un résultat démontré en exercice I'an-
née derniere (voir exercice 19 sur les suites).

Théoreme 8.4.7
Soit (u,) nen une suite réelle bornée. On suppose que toutes ses sous-suites convergentes ont la méme
limite ¢ ; alors u converge vers {.

On utilisera ce théoréme pour prouver le

Lemme 8.4.8
Soit (fu) nen une suite de fonctions positives continues par morceaux sur [a; b], convergeant simple-
ment vers 0. On suppose qu'il existe M > 0 tel que

VneN | fallo <M

Alors la suite ( f

fn) converge vers 0.
la; bl neN

Preuve : Posons VneN I,= fn
la; b]

On commence par supposer que (1) ,en converge, vers une limite £ finie.
Si n e N, on définit :

n+p n+p
Fn={k2 ar fx IpPEN ay,...,ay1p >0 kZ ak=1}
=n =n

d, = Inf 2
" f€Fy [a;b]f

Par définition de I'Inf, il existe g, € F;, tel que
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Comme g, € F,,, il existe un entier p,, et des réels positifs ((x ) n<k<n+p, tels que

+pn

(")f et Z a(") =1

Il y a maintenant plusieurs choses a remarquer :
e Lasuite (d,),en est croissante. En effet, sin e Net f € F; 44, il existe p € N et des réels positifs

(@) n+1<k<n+1+p tels que

n+p+1 n+p+1
f= X arfk et Y oar=1
k=n+1 k=n+1
n+p+1 n+p+1
donc f=0xfu+ Y orfk avec 0+ Y ox=1
k=n+1 k=n+1

ce qui prouve que f € F,,. Par suite,
ViR di< [ f
la; D]

d’olt dn <dp

e Lasuite (d,,) ,en €St majorée. Soit n € N. On a

donc g2 < M?
et f g2 < (b-a)M?
la; D]
d’ott VneN d,,gf g% < (b— a)M?
la; b]

e Lasuite (d,) sen €St croissante majorée donc convergente.
e La suite (g5)neny converge simplement vers 0. En effet, soit € > 0; puisque (f;,) ey cOnverge
simplement vers 0, si x € [a; b], il existe N € N tel que

Vvn>N  fp(x)<e
Soitn>N.Ona

<gn= % o filr) < g“e =¢

d’ou ’}ggogn(x) =0

e Lasuite ( f gn) |, Converge vers ¢ : méme chose que pour le point précédent.
la b] ne

e Lasuite (g,),en est de Cauchy pour || ||;. En effet, si n et p sont deux entiers, on a
2 2 2
f (8n+p—8n)" = gn+p+f gn—2f 8n8n+p
[a; b] [a; b] la; b] la; b]

+ 2
:zf g,21+2f giw“‘f (M)
[a; b [a; b] (a; D] 2
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8n+pt8n

5— estdans Fj, donc

dng‘[[a;b](gn+p2+gn)2
1

i 1 1
D’ol ‘[[a;b] (gn+p _gn)Z <L2d, + ; +2dn+p + Fp —4d, < Z(dn+p —d,+ Z)

Comme la suite (d,,) ,en est de Cauchy, le résultat annoncé s’ensuit.
¢ D’apres la proposition 3.15,
Vl’l,pEN ||gn+p_gn”1< Vb—a”gn+p_gn”2

donc (g,) nen st de Cauchy pour || ||;.
D’apres le corollaire du théoréme de convergence en moyenne et parce que (gy) nen converge
simplement vers 0, on a

Or, on vérifie facilement que

lim ignlli =0

c’est-a-dire ¢= lim gn=0
=00 J(a;b)

fn) N converge, cette limite est nulle.
ne

Ceci prouve que ¢ = 0. Donc sous I'’hypothese que ( f
la; b]

Maintenant, revenons au cas général ; on sait que
VneN Vxela;b] 0< frx) <M

donc VneN 0< fr<b-aM
la; b]

La suite (I;) ,en st bornée. Soit ¢ : N — N strictement croissante telle que (L)) nen converge.
En appliquant le résultat précédent a la suite de fonctions (fi(n)) nen, 0N prouve que lim Iy, = 0.
n—oo

Ainsi, toutes les sous-suites convergentes de (I,,) ,en ont une limite nulle. D’apres le théoreme
4.6, la suite (I,;) ,en converge vers 0. L.

Preuve du théoreme de convergence dominée : 1l suffit de traiter le cas ou I = [a; b[, avec a € R
et b € Ry. On sait que (f,,),en converge simplement vers f et qu’il existe ¢ intégrable sur [a; b|
telle que

VneN Vxela;b| | frn ()] < @(x)
Ceci assure immédiatement que chaque f;, est intégrable sur [a; b]. Et en passant a la limite,
Vx€la;b| [f ()] < @(x)
Donc f est également intégrable sur I. Posons
VneN Vxela;bl  gnx)=|f(x)— fn(x)l

(gn) nen est une suite de fonctions continues par morceaux sur [a; b, positives, convergeant sim-
plement vers 0 etl'on a

VneN Vxela;b| 0< gn(x) <29(x)

Fixons € > 0. Comme ¢ est intégrable sur [a; b|, il existe c €]a; b[ tel que
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[0
[c; bl

D’autre part, comme ¢ est continue par morceaux sur [a; c], elle est majorée sur ce compact par
un réel strictement positif M. Et on a donc

VneN Vxela;c] 0<gnx) <2M

D’apres le lemme 4.7, 1a suite ( f

gn) converge vers 0 : il existe N € N tel que
la;cl] neN

Vn>N f gn <€

la;c]
Il s’ensuit Vn>N 0< f gn < 3¢
la; bl
d’'ott lim If = ful =0
=00 Jla; bl

Enfin, VneN U f—f fn‘gf f = fl

[a; bl la; bl la; bl
Donc ( f fn) converge vers f. U

la;b[ /neN la; bl

8.4.4 Le théoreme de continuité

Nous avions obtenu un théoréeme de continuité pour les intégrales a parametres dans le cha-
pitre précédent. Ici, on applique le théoréme de convergence dominée pour en donner une version
plus forte. Dans ce paragraphe, A et I sont deux intervalles de R.

Théoréme 8.4.9 (Théoréme fort de continuité sous I'intégrale)

Soit f:1xA— K, telleque:
e Pourtoutt€l, la fonction a— f(t, a) est continue surA;
e Pourtout a€ A, la fonction t — f (¢, a) est continue par morceaux surl;
o Il existe une fonction ¢ € 6, (1,R,), intégrable, telle que

V(t,a)eIxA  |f(t,a)l <@(t)
Alors pour chaque a € A, la fonction t — f(t, a) est intégrable sur 1. De plus, la fonction
A—K
a— fl f(t,a)dt

est continue sur A.

Preuve: Si a € A est fixé, on a
Veel (g, a)| < (1)

Comme ¢t — f(t, a) est continue par morceaux, dominée par une fonction intégrable, elle est bien
intégrable. Ceci permet de définir :

YacA F(a):ff(t,a)dt
I
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Montrons que f est continue en chaque point de A; si a € A, on prend une suite (a;) ,en d’é1€-
ments de A, qui converge vers a. Et on définit

VneN Viel fa(t) = f(t,an)

Si t €1, on sait que x — f (¢, x) est continue en a donc nlim fn(t) existe et vaut f (¢, a). De plus,
—00
VneN Vrel (O =1f(¢, an)l < @(2)

D’apres le théoréme de convergence dominée, la suite ( f fn) N converge vers f f(t,a)dt. Or,
I ne I

VneN ffn:ff(t,an)dt:F(an)
I I

On a donc montré que, pour toute suite (a,),en A valeurs dans A, convergeant vers a, la suite
(F(an)) nen converge vers F(a). D’apres la caractérisation séquentielle de la continuité, F est conti-
nue en a. O

Exemple 8.4.10
Posons Y, x>0 flt,x)=t"1e’?

Si t >0, la fonction x — f(t, x) est continue sur IRi ; si x > 0, la fonction ¢t — f(t, x) est continue sur IR:,
intégrable (voir exemple 2.2). Ceci nous autorise a poser

+00
Vx>0 F(x):f e tdr
0

Deplus,si0<e<A,ona
V>0 Vxele; Al If(t, ) < f(t,A) + f(t,€)

Le théoréme de continuité assure que I est continue sur [€; A]. Comme A et € étaient quelconques, I" est
continue sur R}.

8.4.5 Le théoreme de dérivation

On obtient aussi une version forte du théoréme de dérivation pour les intégrales a parametres.
A nouveau, I et A sont des intervalles de R.

Théoreme 8.4.11 (Théoréme fort de dérivation sous 'intégrale)
Soit f:1x A — K, telle que:
o Pour tout t €1, la fonction a— f(t,a) est de classe €' sur A; sa fonction dérivée est notée
a— 02f(t,a)
e Pourtout a€l, les fonctions t — f(t,a) et t — 02 f (¢, a) sont continues par morceaux surl.
o Il existe des fonctions @,y € €,n(1,R,), intégrables, telles que

VitLaelxA  |f(t,a)l <) et [02f(t, @)l <y(D)

Alors pour chaque a € A, les fonctions t — f(t,a) et t — 02 f(t,a) sont intégrables sur 1.
De plus, la fonction

F: A— K
a-—»ff(t,a)dt
I

est de classe €' et
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VaeA F’(a):fagf(t,a)dt
I

Preuve : L'existence et la continuité de F sont acquises par le théoréeme de continuité. De méme
pour la fonction

G: A—K

a— 02 f(t,a)dt
la; b]

Il reste juste a prouver que F est dérivable sur A et que sa dérivée est G. Fixons a € A. On pose

f(t,X)_f(t, a)
V(t,x)eIxA  g(t,x)= xX—a

-0.f(t,a) six#a

0 six=a
Pour chaque x € A, la fonction  — g(t, x) est continue par morceaux sur I, intégrable sur I. Pour
chaque t € A, la fonction x — g(¢, x) est continue sur I. En outre, parce que x — f(t,x) est de
classe €1 sur A, de dérivée x — 0, f (¢, x) qui est majorée par y(£), on peut utiliser I'inégalité de

Taylor-Lagrange :

VxeA |f(t,x)—f(t,a)—(x—a)of(t,a)l < |x—alwy(z)

d’ou VxeA\{a} lg(t, x)| < w(¥)
Comme g est continue en a, on a aussi
VxeA 1g(¢, )| < w(1)
Toutes les hypotheses sont réunies pour appliquer le théoreme précédent : la fonction

H: A—K
x—»fg(t,x)dt
I

est continue sur A. En particulier,

limH(x)zfg(t,a)dtzO
X—a 1

F(x)—F(a)
Or, VxeA\{a} Hx)=—— - G(a)

On a ainsi prouvé que F est dérivable en a, et que F'(a) = G(a). Comme G est continue, on a gagné.
0J
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Le théoreme suivant est énoncé sans preuve, parce que c’est une récurrence, simple mais dés-
gréable.

Corollaire 8.4.12 (Théoreme fort de dérivation k fois sous I'intégrale)
Soient k e N* et f :1x A — K. On suppose que
e Pour tout t €1, la fonction a — f(t,a) est de classe E* surA; pour tout j € [[0; k]], on note
a— agf(t, a) sa dérivée j-eme.
e Pour tout a €1 et pour tout j € [[0; k], la fonction t — Ggf(t, a) est continue par morceaux
surl.

o Il existe des fonctions @y, ..., 9k, continues par morceaux surl, a valeurs positives, intégrables,
telles que

Viello;kll VLaelxA  [8)f(s,a)l < ;1)

Alors pour chaque a € A et pour chaque j € [[0; k], la fonction t — aé f (¢, a) estintégrable surl.
De plus, la fonction

F: A—K
a-—»ff(t,a)dt
I
est de classe €* sur A et

Vjel0;kll VaeA F(ﬂ(a):fagf(r,a)dt
I

Exemple 8.4.13
Reprenons la fonction f de 'exemple précédent et

+00
Vx>0 F(x):f e tde
0

Soit k € N. Si ¢ > 0, la fonction x — f(t,x) = t* L exp (—t) est de classe € sur R* ; de plus,
Vjelo;kl Ye,x>0  8lf(r,x)=(npl " Le!
Fixons0<e<Aetje[0;k].Ona
V>0 Vxel0;Al [0 f(e, 0= (Ine) e Le !t <10) f e, A + 18] f (1,6

11 est facile de vérifier que t — 6£ f(t,A) est intégrable sur R :
 Auvoisinage de 0* : on a pris A > 0 donc 1—A < 1 ce qui permet de choisir un B €]1—A; 1[. On fait ceci
pour assurer que

B<1 et B+A-1>0

De cette maniere, B18) £ (2,0)] = (BHA1 | In ¢} — 0
— t—

et 031, A1 = or)

—

Comme ¢ — ¢t~ B est intégrable au voisinage de 0 parce que B < 1, on voit que ag’ f(t,A) estintégrable
au voisinage de 0.
» Auvoisinage de +oo : la présence de I'exponentielle permet d’obtenir immédiatement

3/t = o)

—+
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De méme, t — aé f(t,€) est intégrable sur R}. Tout ceci permet d’appliquer le théoréeme de dérivation :
T est de classe €* sur [e; Al et

. +oo .
Vjiello;kll Vxelo;Al TW(x)= f (Int)/ " le tde
0
Mais €, A et k étaient quelconques. Donc finalement, I est une fonction € sur R} et

+00
VkeN Vx>0 ﬂ“(x):f (Inpk e tdr
0
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