Chapitre 7

Dérivation et intégration

L'année derniére, on n’a étudié que la dérivabilité et I'intégrabilité des fonctions réelles a va-
leurs dans R ou C. Ces notions peuvent étre facilement généralisées a des fonctions qui prennent
leurs valeurs dans un espace vectoriel normé. Le cours d’analyse de Mathématiques Supérieures
est supposé acquis.

Dans tout le chapitre, I est un intervalle de R qui contient au moins deux points et E est un
espace vectoriel normé sur K =R ou C.

7.1 Dérivation

7.1.1 Définitions et propriétés immeédiates

Définition 7.1.1 (Dérivabilité)
Soient f une application de I dans E et a€l.
e On dit que f est dérivable a droite en a si, et seulement si, a # Supl et |'application

la; +oo[nl — E
fx)-fla
X— ——
xX—a
a une limite en a. Dans ce cas, cette limite est unique et notée fé(a).
e On dit que f est dérivable a gauche en a si, et seulement si, a # InfI et I'application

]—o0; alnl — E
fx) - f(a)
Xr— ——
xX—a
a une limite en a. Dans ce cas, cette limite est unique et notée fé(a).
e On dit que f est dérivable en a si, et seulement si, |'application

I\{a} — E
fx)-f(a)
X— ——
x—a
a une limite en a. Dans ce cas, cette limite est unique et notée f'(a).
o Enfin, on dira que f est dérivable sur 1 si, et seulement si, f est dérivable en tout point de I.
L’ensemble des fonctions a valeurs dans E dérivables sur I est noté Z(1,E).

Faisons tout de suite quelques remarques.
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1. Toutes ces notions dépendent de la norme choisie sur E. Mais si E est de dimension finie,
toutes les normes sont équivalentes. Donc si f est dérivable (resp. a gauche, a droite) en a
pour une norme N, elle 'est aussi pour toute autre norme N'.

2. Si E est de dimension finie et une base & de E est fixée, la dérivabilité de f (resp. a gauche,
a droite) équivaut a la dérivabilité de toutes les applications coordonnées de f et le vecteur
dérivé (resp. a gauche, a droite) est obtenu en recomposant suivant la base.

Plus précisément, notons % = (ey,...,ep) et fi,..., f, les applications coordonnées de f.
Alors f est dérivable en a si, et seulement i, f1,..., f, sont dérivables en a et dans ce cas,

p
@)= k): fila) e
=1

De méme pour une fonction dérivable a gauche ou a droite.

En particulier, si E = C et K =R, alors (1,i) est une base de E et les coordonnées de f sont Re f
et Im f. Donc f est dérivable en a si, et seulement si, sa partie réelle et sa partie imaginaire
le sont. Dans ce cas, f'(a) = (Re f)'(a) + (Im f)(a).

3. Si a est un point intérieur a I, alors f est dérivable en a si, et seulement si, elle est dérivable
a gauche et a droite en a et les vecteurs [, (a) et fg’,(a) sont égaux.

Si a = Infl, alors f est dérivable en a si, et seulement si, elle est dérivable a droite en a; dans
ce cas, f'(a) = f(a).

Et si a = Sup], alors f est dérivable en a si, et seulement si, elle est dérivable a gauche en a.
Auquel cas, f'(a) = fz(a).

4. Une fonction f dérivable a droite en a a une limite a droite en a et cette limite est f(a).

En effet,
Vxela; +oolnl  f(x) = f(a)+ Jo-fa (x—a)
xX—a
. fx)-fl(a)
Or, lim —~L— =
f e @
donc lim % (x — a) existe et vaut 0. Par suite, lim f(x) = f(a).
x—at x—a*
De méme, une fonction f dérivable a gauche en a a une limite a gauche en a et cette limite
est f(a).

Par suite, une fonction qui est dérivable a gauche et a droite en a est automatiquement conti-
nue en a. En particulier, une fonction dérivable en a est continue en a.

5. Les regles de calcul sur les limites prouvent immédiatement que 2 (I, E) est un K-espace
vectoriel et que I'application
2'(LE) — E!
f—7f
est linéaire.

Proposition 7.1.2
Soient E et F deux K-espaces vectoriels normés. Soit f une fonction dérivable en a € 1. Soit u une
application linéaire continue de E dansF. Alors uo f est dérivable en a et (uo f)' (a) = u(f'(a)).



Mathématiques Spéciales DERIVATION ET INTEGRATION

u(f(x)) —u(f(a) _ u(f(x) —f(a))

X—da

Preuve:On a Vxel\{a}
xX—a

parce que u est linéaire. En outre, f est dérivable donc
lim fx) - fla)

—_ f!
lim ———= (@)
Enfin, u est continue en f’(a) donc lim u(%) existe et vaut u(f’(a)). O

Proposition 7.1.3

Soit n > 1 un entier. Soient E1,...,E; et F des K-espaces vectoriels normés. Soit g une application
n-linéaire deE; x --- xE;, dansF. Pour chaque i € [[1; nll, on se donne une application f; :1 — E;,
dérivable en a. Posons

Vxel Lx)=g(fi(x),..., fn(x))

Alors g est dérivable en a et

g'(a) = ég(fl(a),.--,fi—1(a),f,-’(a),fi+1(a),.--,fn(a))

Preuve : On démontre ceci par récurrence sur n. Le cas n = 1 est précisément la proposition 1.2.
Soit n > 1 un entier pour lequel I'’énoncé est vrai. On se donne E;,...,E;;; des [K-espaces vec-
toriels; pour chaque i € [1; n+1]], f; : I — E; est une application dérivable en a. Enfin, on se
donne g:E; x---xE; ;1 — F une application (n + 1)-linéaire continue.
On sait alors que I'application

8n+1: E1x---xE, —F
(U1,..., Up) — g(U1,..., Un, fns1(a))

est n-linéaire et continue. Sil'on pose

Vxel  Lpy1(x) =gne1(fi(xX),..., fu(x) = g(fi(x),..., fn(X), fu+1(a)

on sait d’apres '’hypothese de récurrence que L+, est dérivable en a et
n
L;,l+1(a) = Z gn+1(f1 (a)y---yﬁ—l(a)yﬁ,(a))ﬁ+l(a)y---)fn(a))
i=1

= .Zlg(fl(a);---;fi—l(a),fi/(a);fi+1(a);---;fn(a);fn+1(a))
i=

Il reste alors a remarquer que pour x € I,

gfi(x),..., fu1 (X)) = g(f1(@),..., fns1(@) = Lus1(X) = Lps1(a) + g(f1(x), ..., fus1(X)) = Lns1(x)

=Lp+1(a)

= (Ln+1 (x)— Ln+1 (a))
+8(f1(0), ..., [u(X), fr41(X) = fr1(@)

On sait que fi,..., fn+1 sont dérivables en a donc

Comme g est continue au point (fi(a),..., fn(a), fr’l+1 (a)), il vient

fn+1(x) —fn+1(6l))
X

lim g(fi(1),..., fu(®), = g(fi(@,..., ful@), f}, (@)
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Ceci assure que )lgl}l (8(A(X), ..., frr1(X) = 8(fi(@),..., fns1(a))) existe et vaut

L (@) +g(fia),..., fula), fr(a)

Compte-tenu de I'expression de L) ., (@) donnée par 'hypothése de récurrence, cette formule est
exactement celle qu’'on voulait. U

Corollaire 7.1.4 (Dérivation d’'un déterminant)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soient fi,..., f, des fonctions définies surl, a va-
leurs dansE et dérivables en a € 1. Soit 7 une base de E. Lapplication L: x — detz(f1(x),..., fn(X))
est dérivable en a et

n
L,(a) = 'Zl det@ (fl(a))---)ﬁ—l(a)»ﬁ,(a)yﬁ+1(a))---)fl’l(a))
1=

Corollaire 7.1.5 (Dérivation d'un produit)
Soit E unK-espace vectoriel. Soient A :1 — K et f :1 — E des applications dérivables en a € 1. Alors
Af est dérivable en a et

AN (@ =N(a) f(a)+ANa) f'(a)

Preuve : Ceci résulte de la proposition 1.3 et du fait que I'application
KxE-—E
(W, u) — pu

est bilinéaire continue. O

Corollaire 7.1.6 (Dérivation d’'un produit scalaire)
Soient E un espace préhilbertien, f et g deux applications définies surl, a valeurs dans E, dérivables
enacl. Alorss: x— (f(x) | g(x)) estdérivable en a et

sa)=(f"(a)| gl@)+{f(a) | g (a))

En particulier, x — || f (x) |2 est dérivable en a et

2f@] fl(@) siK=R
(||f||2)’(a):{ <f,a | fi(a Sl' -
2Re{f'(a) | f(a)) siK=C

Preuve : Conséquence de la continuité du produit scalaire sur E2, et de la proposition 1.3. U

On passe maintenant rapidement aux questions de composition de fonctions dérivables.
Le résultat et la preuve sont exactement les mémes que pour les fonctions a valeurs réelles.

Proposition 7.1.7
Soient 1 et ] deux intervalles. Soit ¢ : 1 — R dérivable en a € 1, telle que ¢(I) < J; soit f :] — E
dérivable en f(a). Alors f o @ est dérivable en a et

(few)(a) = f'(pa)¢'(a)

Evidemment, pour des raisons de simplicité, les théorémes précédents ont été énoncés pour
des fonctions dérivables. Mais ils peuvent étre sans probleme généralisés : il suffit de remplacer le
mot « dérivable » par « dérivable a gauche » partout ou il apparait. De méme avec « dérivable a
droite. »
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7.1.2 Linégalité des accroissements finis

Pour les fonctions a valeurs réelles, 'inégalité des accroissements finis était une conséquence
tres facile du théoreme de Rolle. Malheureusement, pour les fonctions a valeurs vectorielles,
le théoréme de Rolle n’est plus vrai, comme le prouve I'exemple de la fonction ¢ — exp (if), qui
prend la méme valeur en 0 et 27, mais dont la dérivée ne s’annule jamais.

Ceci dit, il ne faut pas se décourager : Rolle n’est pas une nécessité pour prouver cette inégalité.
Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 7.1.8
Soient a < b des nombres réels. Soient f : [a; bl — E et g : [a; b] — R, continues et dérivables [a; b]
telles que

Vxela; bl  If' (0l <g'(x)

Alors If(b)-fa)ll < g(b)—gla)

Preuve : On fixe un € > 0 et on considere I’ensemble
A={xe€la;bl|Vtela;x] If(®)-fl@l<g)-gla)+e(t-a)}

On voit que A n'est pas vide car a € A donc A a une borne supérieure, notée s € [a; b]. La démons-
tration nécessite plusieurs étapes :
¢ On commence par montrer que s € A. Si s = a, on a gagné donc supposons a < s. Par défini-
tion de s, on peut trouver une suite (s,) ,en croissante d’éléments de A qui converge vers s.
En particulier,

VneN  |f(sp) - fla)ll < g(sp) —gla) +e(sp—a)
Mais par continuité de f, g etla valeur absolue, on peut passer a la limite et en déduire que
1f(s)-flall < gls)-gla)+e(s—a)

Ensuite, donnons-nous ¢ €] a; s[. Par définition du supremum et parce que s — ¢ > 0, il existe
u €]t; s[ qui soit aussi dans A. Ce qui assure que

If()-fl@l<g)-gla)+e(t—a)
On a bien montré
Viela; sl If()-fl@al<glt)-gla)+e(t—a)

ce qui équivaut a dire que s € A.

+ On montre ensuite que s = b. On procede, par exemple, par I’absurde, et on suppose que
s < b, de sorte que h = b — s est strictement positif. On sait que f et g sont dérivables en s
donc on peut trouver n €]0; k[ tel que

10— F(s) = f1(8)(x -9l < g(x— )
Vxel[s;s+n] e
lg(x)—g(s)—g'(x—9)< E(x— s)

On déduit de la premiére inégalité que
€ €
Vxelsistnl  IF0 - FOI< (17 ON)x-9< (5 +8/0) @9

Tandis que la deuxieme inégalité fournit
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Vxels;s+nl  g'(s)(x—9) < g(x— $)+8gx)—g(s)
En combinant ces deux relations, il vient
Vxels;s+nl  If)—-fl<elx—s)+gx)—g(s)
En outre, on a vu au cours du premier point que

If(s)—fl@l<gls)—gla)+e(s—a)

Par suite, Vxels;s+n] Ifx)—f@ll <Ifx)=fOI+1fs)—flal
<gx)—gla)+e(x—a)

Enfin, parce que s € A, on sait que

Vx€la; s] If(x)-flall<gx)—gla)+e(x—a)

Au final, Vxela;s+n] If(x)-flall<glx)—gla)+e(x—a)

ce qui prouve que s+ 1 € A. Ceci contredit le fait que s est la borne supérieure de A.
Ceci acheve de prouver que s =b et be A. On a donc

Ve>0 Vxe€la;Db] If(x) - fla)ll <gx)—gla)+e(x—a)

Il suffit alors de fixer x et faire tendre € vers 0 pour conclure. U

Corollaire 7.1.9 (Inégalité des accroissements finis)
Soient a < b des réels, soit f : [a; bl — E, continue sur [a; b, dérivable sura; b, telle que f' est
bornée surla; b[. Alors

If(b)— f@ll < (b-a)Supl fl
la; bl

Preuve : Posons M = Sup || f'||. On se donne deux réels x et y dans ]a; bl tels que x < y. La fonction
la; bl
f est continue et dérivable sur [x; y] et'ona

Vielx;yl I/ 0I<M
D’apreés le lemme,
IfF () = fI<M(y—x)

Comme f est continue sur [a; b] et cette inégalité est vraie pour tous x < y dans ]a; b[, on en
déduit en passant a la limite que

If(D) - fl@l <M(b-a) g
Corollaire 7.1.10 (Caractérisation des fonctions constantes)
Soit f :1— E continue et dérivable sur], telle que
vViel  f'(H=0
Alors f est constante surl.
Preuve : Fixons un x € I et notons C = f(x). Soit a € I. Supposons d’abord a < x. Comme f est

continue sur [a; x], dérivable sur]a; x[ et de dérivée nulle sur ] a; x[, 'inégalité des accroissements
finis fournit



Mathématiques Spéciales DERIVATION ET INTEGRATION

If(x) = fla)| <0

donc f(a) = C. Comme a était quelconque strictement inférieur a x, on voit que f est constante
égale a C sur IN] — oo; xI.

De la méme manieére, f est constante égale a C sur In]x; +ool.

Donc f est constante égale a C sur 1. .

7.1.3 Linégalité de Taylor-Lagrange

A nouveau, on va devoir ruser pour obtenir une inégalité du type Taylor-Lagrange, puisque
dans le cas des fonctions a valeurs réelles, on I'avait démontrée a partir du théoreme de Rolle.
Si n € N*, on note 2"(1,E) I'’ensemble des applications de I dans E, qui sont n fois dérivables.
Si f € 2"(1,E), ses dérivées successives sont notées f’, f@,..., f, Enfin, on note ¢"*(I,E) I'en-
semble des fonctions f € 2" (I, E) telles que f™ est continue. Lensemble des fonctions continues
sur I est aussi noté €°(1, E).

Il est clair, d’apres I'observation qu'une fonction dérivable est continue, que

Vn,meN* n<m= (2™LE) c 2"(LE) et €"™(,E)c%"(,E))
et VneN* 9"1,E) c € (1, E)

Théoreme 7.1.11 (Inégalité de Taylor-Lagrange)
SoientneNet fe €"(,E)n 2" Y1, E). On suppose que f(”“) est bornée surl. Alors

( |n+1
Va,bel a<b 0f(b)— f<k>( )H Sup | F+D|
+D! (a;)
Preuve : On fixe a, b € I avec a < b et on pose
n (h— k
Vxela;bl Fx) =Y lf(k)(x)
k=0 k!

On remarque tout de suite que F(b) = f(b). Egalement, parce que f € 2"""1(I,E), on voit que F est
continue et dérivable sur [a; b] et que

_ k-1 _k
viel F(x)= _kf %f(k)(kai (b_’”f(kw(x)
=1 0 k!
_ :Zl (b—x)k f(k+1)( )+ Z f(k+1)( )
0 .
F’(x) — Us x) f(n+1) (x)

Mais f**1 est bornée sur [a; b] donc F’ est aussi bornée sur [a; b] et'on a

' (b- )nH (n+1) —x)" (n+1)
Vxe€la; b IF()l = ———IIf < Sup || f I
(n+1) n! la; b]
En posant Vxela;bl  gx) = _£ Sup || F+ D)
’ (n+1)! la; D]
ona Vxela; bl If/(0l<g'x)
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L'inégalité des accroissements finis fournit I'estimation souhaitée :

bh-— n+1
O=a " Gupifnen)

_ < - =T
IE(h) —F(a)ll < g(b) — g(a) (n+D! (45

Corollaire 7.1.12 (Théoréme de continuité de la dérivée)
Soient a < b des réels. Soit f : [a; bl — E, continue sur [a; b], dérivable sura; b], telle quelim f’
6l+

existe. Alors f est dérivable en a et f'(a) =lim f'.
a+

Preuve : Supposons que ¢ =lim f’ = 0 et fixons € > 0. Il existe n > 0 tel que
a+

Vxela;a+nl  If'(x)II<e
Maintenant, fixons x < y dans ]a; a+n]. D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange,
If )= fWM - FWMy-0l<ely-x

Cette inégalité est vraie pour tous x < y et f est continue en a. Donc en passant a la limite sur x en
a,ona

Vy€la; a+n] If@-fy-fNy-al<ely—a

If@=f-FMy-al+1f WIy-a)
2e(y—a)

Par suite, Yy €la; a+n) Il f(a)— fWI

NN

Comme ¢ était quelconque, on a établi que f est dérivable en a et f'(a) = 0.

Maintenant, dans le cas ou £ # 0, on applique le résultat qu’on vient de démontrer a la fonction
g:x— f(x)—£(x— a). On obtient que g est dérivable en a et g'(a) = 0. Donc f est dérivable en a
et f'(a) = £, parce que

Vxe€la; b] fX)=gx)+l(x—a) U

Corollaire 7.1.13 (Extension aux applications de classe €~)
Soient a < b des réels et k € N*. Soit f : [a; bl — E, continue sur [a; bl, de classe €* surla; b] et
telle que

Vjielll; k]l limfY existe
a+
Alors f est de classe €* surla; b).

Preuve : C’est une simple récurrence, en utilisant successivement le théoreme de continuité de la
dérivée. U

7.1.4 Fonctions réguliéres par morceaux

Il faut accepter un fait : les fonctions régulieres (c’est-a-dire qui sont continues, ou suffisam-
ment dérivables) sont tres rares. Par exemple, si f est continue sur [a; b], il suffit de changer sa
valeur en un point pour obtenir une fonction non continue. On va, dans la suite, considérer des
fonctions un peu plus générales, qu’on appelle réguliéres par morceaux; intuitivement, ces fonc-
tions sont régulieres sur un nombre fini d’intervalles dont la réunion est [a; b].
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On rappelle que #A([a; b],E) désigne 1'espace vectoriel des applications de [a; b] dans E, bor-
nées. C’est-a-dire qu'une application f : [a; b] — E est dans #A([a; b],E) si, et seulement si,

IM>0 Vxe€]la;b] Ifl<M
Dans ce cas, on pOSB

[ flloo="Sup Il f(X)I
x€la;b]
On fera bien attention aux notations : si f € #([a; b],E), il ne faut pas confondre | f| et || flloo-
En effet, || f|| estla fonction x — || f(x)|| tandis que || f |l est le sup de la fonction | f| sur [a; b].

Définition 7.1.14 (Subdivision d’'un segment)
On appelle subdivision de [a; b] toute partie finie A< [a; b] qui contient a et b.

Si A est une subdivision de [a; b], c’est un ensemble fini inclus dans [a; b] qui contient a et b;
sil’on note n =|A|—1, on sait qu’on peut ordonner A d'une et une seule maniére. Il existe une suite
finie (ax)o<k<n Strictement croissante :

aGp=a<a;<---<ap=»b

telle que A = {ay | k € [[0; n]]}. De ce fait, on peut partitionner [a; b] a I'aide de A de la maniere
suivante :

la;b)=Au | lak; arl

0<k<n-1

Définition 7.1.15 (Finesse d’'une subdivision)
Soient A et B deux subdivisions de [a; b]. On dit que B est plus fine que A si, et seulement si, A< B.

Définition 7.1.16 (Fonctions réguliéres par morceaux)
Soient a < b des réels et k€N. Soit f:[a; b] — E une application. On dit que f est de classe €~
par morceaux sur [a; b] si, et seulement si, il existe ne subdivision A={ag=a<---< a, = b} de
la; b] telle que

e pour chaque k€ [[0; n—1]], f est de classe E* sur lag; ags1l;

e pour chaque k€ [[0; n—1]], f admet un prolongement par continuité a [ay; ar+1], tel que la

fonction prolongée est €% sur [ay; ar+1).

Une telle subdivision sera dite adaptée a f.

L'ensemble des fonctions €% par morceaux sur [a; b], a valeurs dans E, sera noté %fm([a; b],E).

Lemme 7.1.17
Soienta < b desréels, keNet f € %lfm([a; bl,E). Soit A une subdivision adaptée a f. Toute subdivi-
sion plus fine est aussi adaptée a f .

Preuve : Trivial, par récurrence, en ajoutant un point a la fois. 0

Corollaire 7.1.18
Soient a < b des réels et k € N. Lensemble %Ifm([a ; b, E) est un sous-espace vectoriel de l'ensemble
%(la; b],E).
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Preuve : Pour obtenir la structure d’espace vectoriel, il suffit de reprendre la preuve faite I’an der-
nier pour les fonctions a valeurs réelles.

Si fe ¢*(la; b),E), on se donne une subdivision A = {ap = a < --- < a, = b} adaptée a f.
Sike[[0; n—1]], onsait que f est continue sur ]ay; a.[ prolongeable par continuité a [ay; ar+1];
cet intervalle est compact, le prolongement est donc borné et f est bornée sur | ay; ai1[. Par suite,
f estbornée sur [ay; ar+1]. Du coup, f est bornée sur [a; b] puisque, par définition, une subdivi-
sion est finie. U

Théoréme 7.1.19 (Caractérisation des fonctions &~ par morceaux)
Soient a < b des réels et k € N*. Soit f : [a; b] — E une application. Alors f est €* par morceaux
sur [a; b] si, et seulement si, il existe une subdivision A ={ay < --- < a, = b} de |a; b] telle que pour
chaqueic [[0; n—1]],

e f estC* surla;; ajql, prolongeable par continuité a a;; a;+1];

o lim fV er lim ) existent pour j € [[1; k1.

T
X—a; X i+1

Preuve : Immeédiat en utilisant le corollaire 1.13. O

7.2 Intégration sur un segment

Nous allons maintenant généraliser 'intégrale, construite 'année derniere pour des fonctions
a valeurs complexes, aux fonctions a valeurs dans un espace vectoriel normé. Dans toute la suite,
la lettre E désigne un espace de Banach.

7.2.1 Intégrale des fonctions en escalier

La construction commence a nouveau par I’étude des fonctions en escalier. Commencons par
rappeler la définition d’'une subdivision d'un intervalle fermé. Lorsque rien n’est précisé, a et b
sont deux nombres réels tels que a < b.

Définition 7.2.1 (Fonctions en escalier)
Soit f une fonction définie sur [a; b], a valeurs dans E. On dit que f est en escalier si, et seulement
si, il existe une subdivision A={ay=a<---<a, = b} de [a; b] telle que f est constante sur chaque
intervalle ]a;; a;4+1 pour tout i € [[0; n—1]].

Si f est en escalier et si A est une subdivision qui a cette propriété, on dit que A est une
subdivision adaptée a f.

L’ensemble des fonctions en escalier sur [a; b] a valeurs dans E est noté &([a; b],E).

La seule différence avec la définition utilisée I'année derniére est que cette fois, une fonction
en escalier est a valeurs vectorielles. Si f € &([a; b],E) et si A ={ay = a < --- < a, = b} est une
subdivision adaptée a f, il existe des vecteurs cy, ..., c,—] tels que

Viell0;n—11 Vxe€la;;ainl fx)=c¢

Lemme 7.2.2
Soient f € &(la; bl,E) et A une subdivision adaptée a f. Toute subdivision plus fine que A est égale-
ment adaptéea f.

10
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Preuve : Méme preuve que 'année derniere : par récurrence, en montrant qu’ajouter un point a
une subdivision adaptée fournit encore une subdivision adaptée. 0

Théoreme 7.2.3
& ([a; bl,E) est un sous-K -espace vectoriel de #([a; b],E).

Preuve : Méme preuve que 'année derniere. On prend f, g € &([a; b],E) et des scalaires A et .
On a des subdivisions A et B, adaptées respectivement a f et g; alors AU B est une subdivision
adaptée a la fois a f et g, ce qui permet de voir immédiatement que A f + pg est en escalier, avec
A UB pour subdivision adaptée.

Vérifier qu'une fonction en escalier f est bornée est trivial : si A = {agp = a < --- < a, = b} est
une subdivision adaptée a f et si on note c; la valeur prise par f surla;; a;+1[ pour chaque i dans
[[0; n—1]], on a aisément

Vxela; bl If()I <Max(ll flaol,..., I fladl, llcoll, ..., Icn-11) U

Définition 7.2.4 (Intégrale d’'une fonction en escalier)
Soient f e &(la; b],E) et A une subdivision adaptée a f, qu'on énumére :
A={agy=a<---<a,=Db}
Pour tout i € [[0; n—1]], on note c; le vecteur qui est égal a f sur l'intervalle ]a;; a;+1[. On appelle
intégrale de f sur [a; bl pour la subdivision A le vecteur
A

n—1
f=> (ais1—aic

[ayb] i=0

Evidemment, la premiere chose a remarquer est que l'intégrale d’'une fonction en escalier ne
dépend, en fait, pas de la subdivision adaptée choisie.

Lemme 7.2.5
Soient f € &([a; b],E) et A et B deux subdivisions adaptées a . Alors

A B
Jon? = o
la; b] la; bl

Ce vecteur, commun a toutes les subdivisions adaptées a f, est appelé intégrale de f sur [a; b] et
noté f f
la; D]

Preuve : Méme chose que I'année derniere : on commence par montrer que 'intégrale par rapport
a une subdivision ne change pas sil’on ajoute un point a la subdivision. Par récurrence, l'intégrale
ne change pas en passant a une subdivision plus fine. Du coup,

A AUB B
Jon? = Jo?= Jn” :
[a; b] la; b] [a; b)

Théoreme 7.2.6 (Propriétés élémentaires de I'intégrale des fonctions en escalier)
* Relation de Chasles : Soit f € &([a; b],E). Pour tout c €]a; bl, f est en escalier sur [a; c] et sur

[c; b]. De plus,
[l
la; b] la;c] [c; b]

11
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e Linéarité: Lapplication &([a; b),E) — E est linéaire.

—

la; b
o Inégalité de la moyenne: Y f € &([a; b],E) ”[[ b]f” éf ) IfI<h-a)lflloo
a;

la;
e SoientF un espace vectoriel et u € £ (E,F). Alors

Vfe&(a; bl,E) u(f[ b]f):f[ i)
a, a;

Preuve : La relation de Chasles et la continuité se prouvent exactement de la méme maniére que
pour les fonctions a valeurs réelles.

Montrons les deux propriétés restantes. Soient f € &([a; b],E) etA={ay=a<--- < a, = b} une
subdivision adaptée a f.Sii € [[0; n—1]], on note c; le vecteur de E tel que

Vxelai; ainl  f(X)=¢;

aij+1 + a;
Alors lcill = Hf( )

2
Par définition de 'intégrale de f sur [a; b], et parce que la suite (a;)o<;<n €st croissante, on a

I),.71-

On reconnait ici I'intégrale sur [a; b] de la fonction || ||, qui est en escalier et vaut || c;|| sur chaque
intervalle ]a;; a;+1[. Et'on peut aussi dire que

| <1 fleo

n—1 n-1 n—1
Y (a1 —ad)cil| < Y laivi—aillcill = ) (@i — ailcll
i=0 =0 i=0

n—-1 n—
Y @ir1—adlcill < fleo X (@iz1—ai)) = (b-a)ll flleo
i=0 i=0
On abien I[ <] iri<e-aisie
[a; bl la;b]

Enfin, si ue Z(E,F),

n-l n-1
u =u ajy1—a;) ¢;j| = aii1—a;) u(c;
(f[a;b] f) (;)\( H':K i) l) ;)( i+1 i ulcy)
Or, il est clair que u(f) € &(la; b],F) avec A pour subdivision adaptée et

Viel[[0;n—-1]] Vxe€la;;ainl  u(f)x) =ulc)
n—1
Par suite, u(f f) =) (ais1— a;) ulc;) :f u(f) O
[a; b] i=0 la; b]

7.2.2 Prolongement aux fonctions continues par morceaux

On souhaite maintenant étendre la définition de I'intégrale, des fonctions en escalier aux fonc-
tions continues par morceaux. Lingrédient fondamental est le théoréme d’approximation :

Théoréeme 7.2.7
Lensemble & ([a; b],E) est dense dans ¢ pm(la; bl,E) pour | |lco-

12
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Preuve : On commence par montrer que si a < b, les fonctions en escalier sur [a; b] sont denses
dans % ([a; b],E) pour | [leo-

Soit f € € (la; b],E). Comme [a; b] est compact et f est continue, elle est uniformément conti-
nue : si € > 0 est fixé, il existe n > 0 tel que

Vx,y€la; bl x—yl<n = Ifx)-fMI<e

On prend un entier N tel que boa n; par exemple, N = [%] +1 et on pose

N
b_
Vke[[0; N] ak:a+kTa

Alors {ay | k € [[0; NI} est une subdivision de [a; b]. On définit une fonction en escalier g sur [a; b]
de la maniére suivante : si k € [[0; N—1]], on pose

Vxe€lag; aral g0 = flap)

et glan) =gb) = f(b)

Soit x € [a; b]. Si x = b, alors g(b) = f(b) donc || g(b) — f(b)|]| = 0. Si x # b, il existe un unique
ke [[0; N-1]] tel que x € [ag; ar+1]. De sorte que g(x) = f(ay). Mais

-a
|x_ak|<ak+1_ak:T<r]

donc lg(x) = fFI =1 flar) - fF(X)I <e
De cette maniere, on a prouvé que

Vx€[a;b] If(x)—g)ll <e
ce qui équivaut a dire lf—glloo <€

Ainsi, Vfe%€(a;bl,E) Ve>0 3Ige&(la;b]l,E) If—gll<e
ce qui prouve que & ([a; b],E) est dense dans % ([a; b],E).

Passons maintenant aux fonctions continues par morceaux. Soient € > 0, f € Gpm(la; b],E)
et A={ay=a<--- < a, = b} une subdivision adaptée a f. Soit k € [[0; n—1]]; comme [ est
continue sur Jay; ax+1[, prolongeable par continuité a [ay; ai+1], il existe une fonction en esca-
lier fy € &(lak; ar+1],E) telle que

Vx€lag; akl  IIf(x) - fir(0ll <e

On définit alors une fonction en escalier g sur [a; b] en recollant les morceaux. Soit x € [a; b] ;
e Six€eA, onapose g(x) = f(x). De cette maniere, || f(x) — g(x)[ =0 < €.
e Six¢A, il existe un unique k € [[0; N—1]] tel que x €]ay; ax+1[. On pose alors g(x) = fi(x),
ce qui assurer | f(x) — g(x) || <e.
La fonction g juste construite satisfait alors || f — glloo < €, ce qui achéve la démonstration. O
Si f est une fonction continue par morceaux sur [a; b], il existe donc des suites de fonctions en
escaliers qui convergent vers f pour || |l. Naturellement, on se demande si la suite des intégrales
converge; car si c’est le cas, cette limite serait un bon candidat pour étre I'intégrale de f.

Lemme 7.2.8 (Lemme fondamental)
Soit f € €pm(la; bl,E). Si (fn)nen est une suite de fonctions en escalier convergeant vers f pour || |l oo,

la suite ( f fn) converge. De plus, la limite ne dépend pas de la suite (f,) nen choisie.
la; b] neN

13
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Preuve : Soient f € ¢pm(la; b, E) et (f,) nen une suite de fonctions en escalier qui converge vers f
pour || [leo- Alors (f) nen est de Cauchy : soit € > 0 fixé. Il existe N € N tel que

€
Vn=N VpeN ||fn+p_fn”<m

D’aprés I'inégalité de la moyenne et la linéarité de I'intégrale pour les fonctions en escalier,
Vn>N VYpeN M fn+p—f fn‘:M (fap— ) <e
la; D] la; D] la; D]

La suite ( f fn) est donc de Cauchy dans E. Mais E est complet donc cette suite converge et
[a;b] neN

on note sa limite L.

Maintenant, donnons-nous une autre suite (g,) ,en de fonctions en escalier sur [a; b], conver-
geant vers f pour || [l«. La suite des intégrales des (g,,) ,en converge donc dans E vers un vecteur L.
De plus, la suite (f;; — gn) nen converge vers 0 pour | |l«. On a, toujours d’apres la linéarité de I'in-
tégrale et I'inégalité de la moyenne pour les fonctions en escalier,

N [ s
la; bl la; bl la;b]

< (b_a) ”fn_gn”oo

Or, lim f —f =L-1
”*OO( la; b] In la; b] gn)
et Jim | f — gnlloo =0
En passant a la limite, on en déduit que |[L—L'|| =0, donc L=L". O

Définition 7.2.9 (Intégrale d’'une fonction continue par morceaux)
Soit f € pm(la; D1,E). Soit (fu)nen une suite de fonctions en escalier sur [a; b] convergeant vers f
pour || leo. On pose

f f=lim fn
la; D] =00 Jla; bl

7.2.3 Calcul intégral

Cette définition est bien posée d’apres le lemme 2.12. Mais elle peut paraitre bien abstraite,
et peu utile pour le calcul explicite d'une intégrale. L'objectif est donc maintenant d’exploiter la
définition pour en déduire une maniere efficace de calcul d'une intégrale.

Proposition 7.2.10 (Propriétés élémentaires de I'intégrale des fonctions continues par morceaux)
e Relation de Chasles : Soit f € ‘Kpm([a; bl,E). Pour toutce€la; b[, ona

f[a;b]f:f[aw]f-i_][-c;b]f

o Linéarité: Lapplication ¢,n([a; b],E) — E est linéaire.
f —_—
la; b]

o Inégalité de la moyenne: Y f € Cf,gm([a; b],E) )f[ b]f‘ <f[ ) IFI<h-a)lflloo
a; a,

14
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 SoientF un espace vectoriel normé complet et u € £ (E,F). Alors

¥ f € Gpm(la; b), B) u(f[ .b]f):f[ L

e Changer la valeur en un nombre finie de points d’'une fonction continue par morceaux ne
change pas la valeur de son intégrale : si f et g sont continues par morceaux sur [a; bl, si

Acla; bl est fini et si [ et g sont égales sur[a; b]\ A, alors f=
la; b] la; D]

Preuve : On procede dans 'ordre :
e Soient f € %pm([a; b],E) et c €]a; bl. On se donne une suite (f;),en de fonctions en escalier
qui converge uniformément vers f sur [a; b]. Par définition,

f f=lim fn
la; D] =00 Jia; b

Mais () nen converge aussi uniformément sur [a; c] et [c; b] vers f. Donc

f=lim f f f=lim f
f[a;d =00 Jla;c " le; b] =00 Jc; b] !

Or, d’aprés le théoreme 2.9 et parce que les (f},) ,eny sont en escalier,

VneN f fn:f fn+f In
la; b] la;c] [c; b]

En passant a la limite, il s’ensuit que

f[a;b]f:‘[[a;c]f-‘_f[c;b]f

e Méme principe : on prend f et g continues par morceaux sur [a; b], qu'on approche uni-
formément par des suites de fonctions en escalier (f;;) nen €t (1) nen Sur [a; b]. Soient A et p
deux scalaires. D’apres le théoréme 2.9,

VneN f (Afn"‘”gn):)\f futu 8n
la; b] la; b] [a; b]

Or, la suite (A f;, + 1gn) nen €St a valeurs dans & ([a; b], E) et converge uniformément vers la
fonction A f + ug. Par définition de I'intégrale, il suffit de passer a la limite sur z pour obtenir

[ oreug=r[ feuf g
[a; b] la; b] la; b

¢ Soit f continue par morceaux sur [a; b] ; on |’ approche uniformément par une suite (f},) en
de fonctions en escalier. On a

VneN Vxela;bl  [IfI=IfnN <N = [ < f = fulloo

Il s’ensuit que (|| f, II) nen €St une suite de fonctions en escalier a valeurs réelles qui converge
uniformément vers || f||, qui est evidemment continue par morceaux. Comme R est complet,

Ifll = nmf 1 fal
f[a;b] n—=o0 Jia; b

Mais d’apres le théoréme 2.9, on a

VneN ‘f o
la;b]

<f 1l < (=) L fulloo
[a; b]
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En passant a la limite, on obtient

[ <[ in<o-aifi
la; b] la; b]

 Soient F un espace vectoriel normé complet et u € .Z.(E,F). On se donne f continue par
morceaux sur [a; b] et (f;,) neny une suite de fonctions en escalier convergeant uniformément
vers f sur [a; b]. D’apres le théoréme 2.9,

VneN u(f fn):f u(fy)
[a;b) la;b)

Comme u est continue et que

lim fn :f f
=0 Jia; b la; D]

il | 5=l ] 1)

D’autre part, il est facile de vérifier que (u(f;,)) nen €st une suite de fonctions en escalier, qui
converge uniformément vers u(f) qui est continue par morceaux sur [a; b]. Donc

im [ w(fy) = f u(f)
n—0o0 Ja; bl a

Ceci fournit bien la relation désirée.

o C’est trivial : f — g est nulle sur [a; b] \ A. Donc si on pose A’ = AU {a; b}, on voit que f — g
est en escalier et A’ est une subdivision adaptée, pour laquelle f — g est nulle sur chaque
sous-intervalle qu’elle définit. L'intégrale de f — g est donc nulle, et la linéarité permet de
conclure. U

On s’attend, évidemment, au résultat habituel qui relie intégration et dérivation. Rappelons la

Définition 7.2.11 (Primitive d’'une fonction)
Soient f et F deux fonctions définies sur une partie AcR. On dit que F est une primitive de f sur
A si, et seulement si, F est dérivable sur A et F' = f sur A.

Théoréme 7.2.12 (Egalité a constante preés des primitives)
Soient 1 un intervalle qui contient au moins deux points et F, G, deux applications de 1 dans E,
dérivables, telles que

Vxel F'(x) =G'(x)
Alors il existe c € E tel que

Vxel F(x)=G(x)+c¢

Preuve : Trivial, compte-tenu du corollaire 1.10. U

Définition 7.2.13
Soient x et y deux réels et f une application a valeurs dans E, continue par morceaux sur un
intervalle qui contient x et y. On pose
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f six<y
y [x;y]
fxf(t)dt: - f siy<x
[y;x]
0 six=y

Il est facile de vérifier que si x, y et z sont trois réels et f est continue par morceaux sur un
segment qui contient x, y et z, alors

Z y z
f f(t)dt:f f(t)dt+f f(nde
X X y

Il y a plusieurs cas a considérer et nous ne les ferons pas tous. Le cas ou x < y < z est traité dans
la relation de Chasles (proposition 2.13). Si 'on suppose par exemple y < x < z, la relation de

Chasles fournit
R WA
ly;zl ly;x] [x; 2]
donc avec notre nouvelle notation,
z ¥y z
f f(t)dt:—f f(t)dt+f f(de
y X X

z ¥ z
dott ff(t)dt:f f(t)dt+f fode
X x y

Dans les autres cas, tout marche tout aussi bien, car le monde, malgré tous ses problemes, est bien
fait. Il est également aisé de voir que

¥y X
f f(nde= —f f(ode
x y

Linégalité de la moyenne devient, quant-a elle :

Théoreme 7.2.14 (Théoréeme fondamental du calcul intégral)
Soient f € €pm([a; b),E) et xg € [a; b]. Posons

(y—x) Sup [[f(DI

y
< te[x;yl
fx ||f(t)||df’\ (x—y) Sup lf(NI

tely; x|

y
fx fwde| <

X
Vxela; bl F(x):f fodt
Xo
Soita €la; bl. Alors F est dérivable a gauche et a droite en o et
!/ . !/ — i
F ()= xlilfxl+ fx)  Fgla= lim f(x)
En particulier, F est continue sur [a; b].
Preuve : Prouvons le théoreme pour la dérivabilité a droite, par exemple : 1a dérivabilité a gauche
se traite de la méme maniere.

Fixons € > 0. La fonction f est continue par morceaux sur [a; b] donc elle a une limite a droite
en a, qu'on note f(a™). Il existe donc n > 0 tel que
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Vxela;b] O<x—-a<n=|fx)-flM)l<e
On peut, si nécessaire, prendre 1 plus petit pour étre sur que a + 1 < b, ce qui assure que
Vhelo;nl  lIfla+h) - fla)l<e

On peut aussi supposer que f(a) = f(a™) car modifier f en un nombre fini de points ne change
pas la fonction F.
Soit h€[0;n]. On a

a+h o a+h
Fm+hy4mn:/‘ fUMH—f~ﬂndt:f funu:f f
X0 X0 o4 [o; o+ h)

On peut aussi écrire que

1
flah) == flah)
h [o; a+h)
F(a+ h)-F 1
Par suite, Par &) pn=2 (f - fa)
h h [a; o+ h]
Or, Sup [If(x)l<e
xe[a;a+h]
F(a+ h)-F
donc H w —flah|<e
d’apres I'inégalité de la moyenne. Cette inégalité est vraie pour tout h € [0; [, ce qui prouve bien
que F est dérivable en a a droite et que F'd (o) = f(a™). U

Dans I’énoncé du théoreme, on a pris a €]a; b[ donc on pourrait croire que les points a et
b sont oubliés. Ce n’est pas le cas : il suffit de prolonger f a [a—1; b+ 1], en la posant nulle
sur [a—1; al et |b; b—1]. On obtient alors la continuité et dérivabilité a gauche/droite en
b/a pour la fonction prolongée, ce qui donne la dérivabilité en a et b pour la fonction f.

Corollaire 7.2.15
Soit1 un intervalle qui contient au moins deux points. Soient xo €1, f € € (1,E) et posons

X
Vxel F(x):f f(nde
X0
F est une primitive de f surl. De plus, si G est une primitive quelconque de f surl, on a

y
Vx,yel f f®)dt=G(y) - G(x) =F(y) —F(x)
X

Preuve: Soient a < bdans1. On a
X a X
Vxe€la; b] F(x):f f(t)dt:f f(t)dt+f f(de
X0 X0 a
X
La fonction x — f f(t)dt est dérivable en tout point de a €]a; b[ d’aprés le théoréme 2.17, et sa
a

dérivée en a vaut f(a), parce que f est continue en a. Par suite, F est dérivable en a et F'(a) = f(«).
Comme a et b étaient quelconques, on voit que F est dérivable sur I et que
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Vxel F'(x) = f(x)

Donc F est bien une primitive de f. De plus, a I'aide de la relation de Chasles,

y X y
Vx,yel F(y)—F(x):f f(t)dt—f f(t)dt:f f(nde
X0 X0 X

Par suite, si G est une autre primitive de f sur I, on sait qu’il existe c € E tel que G =F + ¢ donc

y
G -GXx)=F® +c)-Fx)+c)=F(y)-Fx) = f f(ndt O

Ainsi, comme prévu, l'intégrale d'une fonction continue se calcule facilement si ’on connait
une primitive de cette fonction. Pour une fonction continue par morceausx, c’est a peine plus diffi-
cile : on subdivise l'intervalle d'intégration en sous-intervalles sur lesquels la fonction est continue
et on cherche une primitive sur chacun de ces sous-intervalles, puis on recolle les morceaux.

Corollaire 7.2.16 (Intégration d'une dérivée)
Soit f € €'(la; b],E). Ona

]f'=f(b)—f(a)

la;b

Corollaire 7.2.17 (Théoreme d’intégration par parties)
Soient f :[a; bl — K et g : [a; bl — E deux fonctions de classe €' surla; b). Alors

f flg= [fg]Z—f rg
la;b] la; b

Preuve : D’apreés le corollaire 2.19, et parce que fg est de classe €}, on a
reb=[ ge'=[ (rgren
la; bl la; D]

Les fonctions f'g et fg’ sont continues par morceaux donc on peut utiliser la linéarité de l'inté-
grale et conclure. O

Corollaire 7.2.18 (Théoreme du changement de variable)
Soitp € E([a; b],R) ; soit] un intervalle contenant @([a; b)) et f € € (1,E). Alors

¢(b)

b
f(t)dt:f fle®) ¢'(r)dt
¢(a) a

Preuve : Comme f est continue sur I, elle admet des primitives sur cet intervalle. On note F 'une
d’entre elles, de sorte que

¢(b)
_ [R]PW
[, rod=[Fy

d’apres le théoréme fondamental. D’autre part, Fo est de classe ¢! sur [a; b], de dérivée (fow) ¢’
dong, toujours a 'aide du théoréme fondamental,

b b
f f(tp(t))(P/(t)dt:f (Fo@) ()dt =F(p(h)) —F(@(a)) = [F]%’% 0
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Corollaire 7.2.19 (Changement de variable généralisé)
Soitg € €' ([a; b],R), strictement monotone. Soient1 un intervalle contenant ¢([a; b)) et f continue
par morceaux sur 1. Alors

¢(b)

b
f(l‘)dt:f Flo) @' (1) dt
¢(a) a

Preuve : Supposons par exemple que ¢ est strictement croissante sur [a; b]. Comme f est conti-
nue par morceaux sur cet intervalle, il existe une subdivision A = {uy = ¢@(a) < --- < u, = @(b)} de
[p(a); @(b)] telle que pour chaque k € [[0; n—1]], f est continue sur |uy; Ui+ [, prolongeable par
continuité a [uy; Ugs1].

Mais ¢ est bijective strictement croissante de [a; b] sur [@(a); ¢(b)], d’apreés le théoréme de la
bijection. Donc pour chaque k € [[0; n —1]], il existe un unique ay € [a; b] tel que @(ax) = uy. Si
nécessaire, on change la valeur de f en uy et u,; pour que la nouvelle fonction soit continue sur

Uk+1
[uy; Ux+1]; cecine change pas la valeur de f f(r)dt etle théoreme de changement de variable
Uk

assure que

(P(lllﬁ.l) Afe+1

f(t)dt:f fnde= flp@®)¢'(r)dt

o(ag) ag

Il ne reste qu’a utiliser la relation de Chasles pour avoir

Uk+1

Uk

@(b) Un n=1 rupq
f(nde= fode=) f(ode
¢(@ Uy k=0 Uk
n-1 fak+1

an
=2 f((P(l‘))(P'(t)dt=f flp®) @' (ndr
k=0J aj ap

Par bijectivité de ¢, on a ay = a et a, = b car @(ay) = uy = @(a) et 9(a,) = u, = b; ceci acheve la
démonstration. O

Corollaire 7.2.20 (Formule de Taylor avec reste intégral)
SoientkeN et f € €*(I,E) m‘ff,;l”(l,E). Soitac€l. Ona

k (x—a)l . x
Vxel f(x): Zo%f(])(a)_i_%f (x—t)kf(k“)(t)dt
Jj= . «Ja

Preuve : Intégrations par parties successives (récurrence), en faisant bien attention a passer par
une subdivision adaptée a f. U

7.2.4 Intégrales a parametres (premiere étude)

Dans ce dernier paragraphe, on s’interroge sur des problemes fréquemment rencontrés en
physique : peut-on « passer a la limite ou dériver sous une intégrale » ? peut-on échanger deux
intégrales ?

Plus précisément, supposons qu’on a une fonction f : [a; b] x A — E, ou A est une partie de

R, telle que pour chaque u € A, la fonction d’une variable t — f(f, u) est continue par morceaux,
b

par exemple. Ceci nous autorise a calculer f f(t,u)dt qui est un vecteur de E. Lorsque u change,

a
la valeur de cette intégrale change : c’est ce qu'on appelle une intégrale a parametre. Il est alors
naturel de s’interroger sur les propriétés de cette fonction de u.
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Il existe de nombreux théorémes, plus ou moins puissants, pour étudier ce type de probleme.
Nous pouvons d’ores et déja en énoncer des versions assez simples; d’autres versions plus fortes
viendront plus tard, dans le chapitre sur les intégrales généralisées.

Dans tout ce qui suit, a < b sont des nombres réels et I est un intervalle de R qui contient au
moins deux points.

Théoreme 7.2.21 (Théoreme faible de continuité sous I'intégrale)
Soit f € € (la; b] x,K). Alors

b b
Vael limf f(t,x)dt:f ft,00)dt
X—« a a
b
En d’autres termes, la fonction x — f f(t,x) dt est continue surl.
a

Preuve : On commence par fixer des réels ¢ < d tels que a € [c; d] < 1. C’est possible parce que
e Siaestintérieural, il existe m > 0 tel que [a—m; a+m] c L. Il suffit alors de prendre c = a—m
etd=oa+m.
e Sia=Minl, il suffit de prendre c = ax et d < Supl.
e Sia=Maxl, on prend ¢ > Infletd = a.
On pose aussi

Vx € la; b] F(x):fbf(t,x)dt
a
f est continue sur [a; b] x [c; d], qui est fermé et borné dans R2, donc compact. D’apres le
théoreme de Heine-Borel, si € > 0 est fixé, il existe n > 0 tel que
V(t,x), (', x)ela; bl x[c;dl  (t=1'|<n et [x-x|<n) = [f(t,0) - f(, X <e
On fixe alors x € [c; d], tel que |x —a] < n. On a alors
Vtela; bl lf(t,x)— f(t, )| <€
Comme ¢ — f(t,x) et t — f(t,a) sont continues, la linéarité de I'intégrale et I'inégalité de la

moyenne assurent que

b b
|F(x) —F(a)| = f(f(l‘,X)—f(l‘,(X))dt‘éf |f(t, %), f(t,0)|dt

< (b—-a) Sup |f(t,x)- f(t,a)| < (b—a)e

tela; b)
En résumé, Vxelc;d] (lx—al <n = |F(x) -F(®)| < (b—a)e)
Donc )lclrr& F(x) existe et vaut F(a). O

Théoreme 7.2.22 (Théoréme faible de dérivation sous I'intégrale)

Soit f € € ([a; b] xI,K). On suppose que pour chaque t € [a; b et x € [a; b), la fonction u— f(t, u)
est dérivable en x et on note 0, f (t, x) sa dérivée en x. On suppose aussi que l'application (¢, x) —
02 f (t, x) est continue sur [a; b] x 1. Enfin, on pose

b
Vxel F(x):f f(t,x)dt
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F est de classe €' surl et

b
Vxel F’(x):f 02 f(t,x)dt
a

Preuve : Fixons xy € I; comme dans la démonstration précédente, on choisit des réels ¢ < d tels
que xp € [c; d] c 1. La fonction (£, x) — 02 f (£, x) est continue sur [a; b] x [c; d], qui est compact :
si e > 0 est fixé, il existe n > 0 tel que

V(t,x),(t,x)ela; bl x[c;d]  (t-FI<netlx—x|<n) =102f(t,x) -0 f(t',x)|<e
En particulier, V¢ € [a; b] Vxe[c;dln[xo—n;xo+nl  [102f(£,x) =02 f (1, x0)| <€
ou encore Vtela; b Sup 102 f (t,x) =02 f (£, x0)| <€
x€[e;dIn[xo—n; xo+7

On fixe momentanément ¢ € [a; b]. La fonction x — (f (£, x) — f (¢, x9) — 02 f (£, Xo) (x — xp) est
dérivable sur [c; d] N [xo —N; Xo + n], de dérivée x — 02 f (£, x) — 02 f (£, Xp), bornée par € sur cet
intervalle. D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange,

Viela; bl Vxe[c;dln[xg—1; xo+1] |f (£, x) = f (&, x0) — 02 f (x0) (x — x0)| < |x— xpl€
Fixons x € [c; d] tel que 0 < |x — xp| < 1. On peut alors diviser par |x — xy pour obtenir

f(t,x) = f(t, x0)

X — X0

Vtela; b —02f(t,x0)| <€

En utilisant la continuité de t — f(¢,x), t — f(t, xo) et t — 02 f (¢, Xo), la linéarité de I'inté-
grale et 'inégalité de la moyenne, on obtient

’F(x) — F(xo)
X — Xo

b
—f 02f(t,x0)dt < (b—-a)e
a

Cette estimation est valable pour tout x € [c; d] tel que 0 < |x — xy| < n. Ceci prouve bien que

. F(x) —F(xo)
lim ——————

b
existe et vaut f 02 f (¢, x0)dt.
x—Xo  X— Xp a

Comme x était quelconque dans I, on a montré que F est dérivable sur I et que

b
Vxel F’(x):f 02 f(t,x)dx

Le théoréme de continuité sous I'intégrale permet alors de conclure que F’ est continue sur I, ou
encore que F est de classe €. 0

Corollaire 7.2.23 (Théoreme de Fubini faible)
Soient f € € ([a; b] x1,KK) et ¢ < d des réels tels que [c; d] < 1. Alors les fonctions

b d
x—»f ft,x)dt et t-—»f f(t,x)dx
a (o]

sont continues sur [c; d] et [a; b] respectivement. De plus,

f ff(tx)dxdt—f ff(tx)dt

22



Mathématiques Spéciales DERIVATION ET INTEGRATION

Preuve : Posons V(t,x) € la; b] x[c; d] A(t, x) :f ft,u)du

et montrons que A satisfait aux hypotheses du théoreme faible de dérivation sous I'intégrale.
Comme f est continue sur le compact [a; b] x [c; d], elle est uniformément continue donc si
€ > 0 est fixé, il existe n €]0; €] tel que

V(t,x),(t,xela; bl x[c;d]  (t—t|<netlx—x'|<n) = |f(,x) - f(¢,x)|<e
f est aussi bornée sur ce compact et on note M = Sup |f(t,x)].

(t,x)€la; b]x|c;d]
On se donne (t, x) et (t', x') dans [a; b] x [c; d], tels que |t — t'| <net|x—x'| <. Alors

)\(t’,x’):f f(t’,u)du:f f(t',u)du+f f(, uwydu
C Cc X

d’ou )\(t’,x’)—)\(t,x):f (f(,w) - f(t, u))du+f f', uydu

On a choisi |t — t'| < ndonc
Yuelc;xl  If(,w)-f(t,ul<e

Linégalité de la moyenne fournit alors

f(f(t’,u)—f(t,u))du\<(x—c)s<(d—c)e

Pour majorer la deuxieme intégrale, on utilise aussi I'inégalité de la moyenne et le fait que f est
majorée par M sur [a; b] x [c; d] :

x/
(t,u)du| <M|x—-x'| <Mn < Me
n
X

Par suite, AN, x) = A, x)| < M+d-c)e

Cette inégalité est valable pour tous (¢, x) et (¢/, x') tels que || (¢, x) — (¢, x") .o < 1; On @ bien montré
que A est (uniformément) continue sur [a; b] x [c; d].
X

Maintenant, a ¢ fixé, la fonction x — A(¢t, x) = f f(t,u)du est dérivable sur [c; d] et sa dérivée
C

est x — f(t,x), parce que cette fonction est continue sur [c; d] (théoréeme fondamental). Ceci
assure que 02A = f est continue sur [a; b] x [c; d].

On peut donc appliquer le théoréme de dérivation sous I'intégrale : si on pose

b
Vxe€lc;d] A(x) :f AL, x)dt
a

on voit que A est de classe ¢! sur [c; d] et

b b
Vxe€l[c;d] A'(x):f OZA(t,x)dt:f f(t,x)dt

b
Or, d’apreés le théoreme de continuité sous I'intégrale, la fonction p: x — f f(t, x)dt est conti-
a

nue sur [c; d] ; on peut donc poser

X b
Vx e [c; d] M(x):f (f f(t,u)dt)du

23



Mathématiques Spéciales DERIVATION ET INTEGRATION

et on sait (théoreme fondamental) que M est une primitive de p sur [c; d]. Or, A est aussi une
primitive de u sur [c; d]. Donc A et M sont égales a une constante pres. Enfin,

b c
A(c):f (f f(t,u)du)dtzo

c b
et M(c) :f (f f(t,uyde)du=0
C a

Donc notre constante est nulleet M = A :

Vxe€[c;d] f ff(t u)du dt—f ff(t u)dt

C’est largement suffisant pour conclure. U
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