Chapitre 3

Espaces Vectoriels de Dimension Finie

Comme toujours, K est un corps commutatif et E est un K-espace vectoriel.

3.1 Notion de dépendance linéaire

3.1.1 Rappel: sous-espace engendré

On rappelle que si E un K-espace vectoriel et si A est une partie de E, le sous-espace engendré
par A, noté VectA, est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A.

C’est aussi I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires finies d’éléments de A. Par suite,
si A est une famille finie non vide A = {ey, ..., e,} de vecteurs de E, on a

VectA:{kf )\kek|()\1,...,)\n)ew} 1)
=1

L'objet de ce chapitre est d’étudier les espaces vectoriels qui peuvent étre engendrés par une
partie finie. Ceux-ci sont particulierement intéressants puisque, d’aprés la relation (1), leurs élé-
ments peuvent étre décrits a partir d'un nombre fini de vecteurs.

Une premiere chose a faire est de voir comment on peut affiner cette description. Par exemple,
il est clair que si A contient le vecteur nul, ce dernier ne contribue rien a VectA. Ou bien, si e; et e»
sont dans A, alors B=AuU {e; + e} va engendrer le méme sous-espace que A.

3.1.2 Familles libres et liées

Définition 3.1.1
Soit & = (ey,...,e,) une famille non vide de E. On dit que F est libre, ou encore que ey,..., e, sont
linéairement indépendants, si et seulement si

V()\l,...,An)E[K” (kf: )\kek:() — Alz---:AnZO)
=1

On dira que & est liée, ou encore que ey, ..., e, sont linéairement dépendants, si et seulement si elle
n'est pas libre :

I A) €KV} Y Arep=0
k=1
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Exemple 3.1.2
1. Soit & = (ey, ..., e,) une famille de vecteurs de E. On suppose qu’elle contient le vecteur nul, c’est-a-
dire qu’il existe i € [[1; n]] tel que e; = 0. Alors & est liée : en effet, posons

ke [l: al A Osik#i
ell;n =
7 26.92sik=i
n
Alors Z )\kek = Aiei =0
k=1

tandis que (Ay,...,A,) #0.
2. Dans R[X], la famille (1,X,...,X") est libre. En effet, soit (Ag,...,A,) € K"*! tel que

n
> Mxk=0
k=0

Un polynoéme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. Donc
Ao=-=Ap=0

3. Toute base de & est libre. En effet, soit (TZ, 7, w) une famille de 3 vecteurs de & .
On suppose cette famille liée. Il existe des réels a, § et y, non tous nuls, tels que

QU +PTV +Yw=0

On peut suppose que c’est y qui n’est pas nul. De sorte qu’on ait

— o — —
w=-—1u-— E v
Y Y
. b . . . Ve - g bnd _ > —> . .
On voit que w est combinaison linéaire de u et v : u, v, w sont coplanaires et ne constituent donc

pas une base.
4. Soit (e1, e2) une famille de deux vecteurs de E. Si elle est liée, il existe des scalaires A; et A, dont 'un
des deux (par exemple A1) n’est pas nul tels que

)\161 +)\2€2 =0

d’ol1 el=——ey

On voit donc que e; et e; sont proportionnels.

Les exemples 3 et 4 nous amenent a dire que deux vecteurs liés sont colinéaires et que trois
vecteurs liés sont coplanaires.

Le théoreme suivant est fondamental pour la suite : il nous confirme qu’'une famille liée com-
porte des vecteurs redondants dans la description du sous-espace vectoriel qu’elle engendre :
qu'’ils soient la ou qu’on les retire, le sous-espace engendré sera le méme. On en profite pour ajou-
ter des propriétés élémentaires de ces nouvelles notions de dépendance linéaire.

Théoréme 3.1.3
1. Soit% une famille liée de vecteurs deE. Alors l'un des vecteurs qui la composent est combinai-
son linéaire des autres, c'est-a-dire que

Jde€eF ec Vect(F \{e})

De plus, & et F \ {e} engendrent le méme sous-espace vectoriel de E.
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2. Soient & une famille libre et e € E. La famille & U{e} est libre si et seulement si e n'est pas dans
le sous-espace engendré par & .

3. Toute sous-famille d’'une famille libre est libre.

Preuve : Traitons les points un par un:

1. Puisque & est finie, on peut énumérer ses éléments : F = (ey, ..., e,). Comme elle est liée,
il existe des scalaires Aj,...,A,, non tous nuls, tels que

n
Y Arer=0
k=1
Il existe i tel que A; # 0 et on a donc

n )\k
ej=— ) —e 2)
k=1 Ai
k#i
e; est une combinaison linéaire des autres vecteurs de %.

Comme & \ {e;} estinclus dans %, on a déja
Vect (% \ {e;}) c Vect &

Maintenant, si on se donne x € Vect.%, on sait que x est combinaison linéaire des vecteurs
de &. Donc il existe des scalaires xy, ..., x, tels que

n

X= ) Xrex
k=1

Mais on sait qu'on peut remplacer e; par 'expression (2) donc
n n

X=Xxiej+ ) Xpep= X (xk—

k 1

=1 k=
k#i k#i

x,')\k
A

o

et on voit que x € Vect (Z \ {e;}).

2. Soient & = (ey,..., e,) une famille libre et e € E. On suppose d’abord que e se trouve dans le
sous-espace engendré par % . Alors e est combinaison linéaire des vecteurs de % :

n
JAAq,..., A eK” e= Y Arek
k=1
Par suite, & U {e} est liée puisqu’on a une combinaison linéaire a coefficients non tous nuls :
n
e— Y Aer=0
k=1
Réciproquement, supposons que & U {e} est liée. Alors
n
AAL, .. AL N EK™TIN0) Ae+ X Arer=0
k=1

Il est exclu que A soit nul : en effet, si c’était le cas, la liberté de & impliquerait que Ay,...,A,
sont également nuls ce qui contredit la ligne précédente. Comme A # 0, on peut écrire

e=-— f MekEVect(g)
k=0 A

On a donc montré que & U{e} est liée si et seulement si e appartient a Vect.%. C’est la contre-
apposée de notre proposition.
3. C’est trivial. OJ
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3.1.3 Bases

Définition 3.1.4
Soit % = (ey,...,e,) une famille de vecteurs de E. On dit que c'est une base de E si et seulement si
elle est libre et génératrice de E.

Théoréme 3.1.5
Soit (ey, ..., e,) une famille libre de vecteurs de E. C’est une base de l'espace vectoriel qu’elle engendre.

Preuve : Notons F = Vect (ey, ..., e,;). Cet espace est engendré par la famille libre (e, ..., e;) ; d’apres
la définition 1.4, c’est une base de F. O

Théoréme 3.1.6
Soit & = (ey,...,ey) une famille de vecteurs de E. Elle est libre si et seulement si

f: K" — E est injective

n
(Al)---))\l’l) i Z Akek
k=1

Preuve: f est clairement linéaire. On sait alors qu’elle est injective si et seulement si son noyau est
réduit a {0}. Donc on étudie Ker f :

Ker f = {A1,..., Ap) €K™ | FAL, ..., Ay) = 0}
n
:{(Al,...,)\n)EK”I Z)\kek:O}
k=1

D’apres la définition 1.1, Ker f = {0} si et seulement si & est libre. U

Théoreme 3.1.7
Soit & = (ey,...,en) une famille de vecteurs de E. Elle engendreE si et seulement si

I K" —E
n
(Al;---;An) — Z )\kek
k=1

est surjective.

Preuve : C’est une conséquence immeédiate du fait que le sous-espace engendré par & est 'en-
semble des combinaisons linéaires de vecteurs de cette famille. U

Corollaire 3.1.8
Soit & = (ey,...,e,) une famille de vecteurs de E. C'est une base deE si et seulement si

f: K" —E
n
A1,.. o, An)— Y Arex
k=1

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Preuve: f est clairement linéaire. Et d’apres les théoremes 1.6 et 1.7, elle est bijective si et seule-
ment & est libre et génératrice. U
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Voici une propriété des bases que nous avons déja rencontrée dans les cours de géométrie du
plan et de I'’espace.

Corollaire 3.1.9
Soit # = (ey,...,e,) une base de E. Tout vecteur de E s'écrit de maniére unique comme combinaison
linéaire des (e;)1<i<n.

Preuve : Soit x € E. Comme I'application f du corollaire 1.8 est bijective, il existe un unique
(x1,...,xp) €K™, tel que

n

X= ) Xpex
k=1
Donc x se décompose de maniere unique comme combinaison linéaire des (e;)1<;<n- [

Définition 3.1.10
Soit % = (ey,...,e,) une base de E. Si x € E, I'unique (x1,...,x,) € K" tel que
n
X= ) Xpex
k=1

est appelé systéme de coordonnées de x dans la base % et on note
[X]z = (x1,...,Xp)

Corollaire 3.1.11
Soit # une base de E. Lapplication

g: E—K”"

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Preuve : g est la bijection réciproque de 'application f définie au corollaire 1.8. C’est donc un
isomorphisme d’espaces vectoriels, puisqu’on sait du cours d’introduction a I’algebre linéaire que
la réciproque d'un isomorphisme est linéaire. 0

Exemple 3.1.12
Si # = (ey,...,en) estune base de E et i € [1; n]], on observe que e; est égal a une fois lui-méme, plus zéro
fois les autres vecteurs de %. Donc

Vie[[1;nl leil#z =1(0,...,0,1,0,...,0)
!

i-eme position

Théoreme 3.1.13
Soit B = (ey, ..., en) une base de E. Soit F un autre K -espace vectoriel, soit (fi,..., [) une famille de
vecteurs deF. Il existe un unique u € £ (E,F) tel que

Yie[[l;n] ue; = fi

Preuve : Si x est un vecteur quelconque de E, on convient de noter (xy,...,x;) ses coordonnées
dans la base #. On définit alors
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n
VxeE ulx)= Y xrfx
k=1

D’apres 'exemple 1.12, pour tout i compris entre 1 et n, [e;]# a toutes ses coordonnées nulles
saufla i-eme qui vaut 1. Donc

ule;) = fi

Montrons que u est linéaire. Soient x, y dans E et A dans K. D’apres le corollaire 1.11,

donc

Ax+ylg=Alxlg+[ylg=Ax1,...,Ax) + (Y1,.-, Yn)
=AxX1+ Y1, AXpn+ Vn)

n n n
uAx+y) = kZ Axk + yi) fr = AkZ X fre + kZ Yifr = Au(x) + u(y)
=1 =1 =1

ce qui montre que u € Z(E,F).
Vérifions maintenant I'unicité de cette application. Soit v € Z (E, F), tel que

3.2

Viel[l;nl]l vie) = f;
VxeE v(x)= V( > xkek) = Y xpvler) = X Xpfi = u(x)
k=1 k=1 k=1
v=u ]

Dimension d’'un espace vectoriel

3.2.1 Existence de bases

Définition 3.2.1
Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu'il est de dimension finie si et seulement si E est engendré
par une partie finie.

Remarquez comme on définit ce que signifie étre de dimension finie, mais on ne dit pas
(du moins pas encore) ce qu’est la dimension d’un tel espace.

A priori, on aimerait naivement dire qu’il s’agit du cardinal d’'une partie génératrice
finie. Mais on s’apercoit immédiatement que cette définition n’aurait aucun sens : il y a des
tas de parties génératrices de E. Il peut y en avoir une qui comporte 17 éléments et une
autre qui en comporte 666. Du coup, dira-t-on que notre espace est de dimension 17 ou
666 ?

Notre stratégie est en fait la suivante. On montre qu'un espace de dimension finie ad-
met des bases. Et que par miracle (les mathématiciens appellent plutot cela un lemme)
toutes ces bases ont le méme cardinal. C’est celui-ci qu’'on appellera dimension de I'es-
pace.

On rappelle qu'une base est une partie de E, a la fois libre et génératrice. Donc une
partie de E n’est pas une base si elle n’est pas libre, ou si elle n’est pas génératrice.

Théoreme 3.2.2
Tout espace vectoriel, non réduit a {0}, de dimension finie admet des bases.
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Preuve : Soit E un espace vectoriel de dimension finie, n’admettant pas de base.

Comme E est de dimension finie, il admet une partie génératrice finie : il existe & < E,

de cardinal n > 0, tel que E = Vect%.

On définit, pour tout entier p, la propriété & (p) : « E peut étre engendré par n — p vecteurs. »

o Z(0) estvraie puisque E est engendré par % qui a pour cardinal n — 0.

o Z esthéréditaire : soit p un entier inférieur a n—2. On suppose que Z(p) est vraie. Il existe
donc &« c E, de cardinal n — p, engendrant E. Comme E n’admet pas de base, o« est liée.
D’apres le théoréme 1.3, il existe e € A tel que A\ {e} engendre E. Mais A\ {e} a pour cardinal
n—p-1=n-(p+1).Donc Z(p+1) est vraie.

e Conclusion: &(p) est vraie pour tout p € [0; n—1]].

Puisque & (n—1) est vraie, E peut étre engendré par un seul vecteur. Donnons-nous un vecteur

générateur x de E. Comme la famille constituée seulement de x n’est pas une base, elle est liée.
Donc il existe A # 0, tel que Ax =0. Donc x =0 et

E =Vect(0) = {0}

Par contre-apposée, un espace vectoriel de dimension finie, non réduit a {0}, admet des bases. []

3.2.2 Lelemme fondamental

Lemme 3.2.3
Soient n et p deux entiers non nuls. Soient «f et B deux familles de vecteurs de E, de cardinaux
respectifs n+ p et n. Si tout vecteur de </ est combinaison linéaire des vecteurs de 98, alors <f est liée.

Preuve : On démontre cela par récurrence. On définit, pour tout entier n non nul, la propriété
P (n) : « Soient of et ZB deux parties de E, de cardinaux respectifs n+1 et n, telles que tout vecteur
de «f est combinaison linéaire des vecteurs de 8. Alors < est liée. »
o (1) estvraie: on se donne «f = {e}, s} et B = {u} deux parties de E, de cardinaux respectifs
2 et 1. Et on suppose que e; et e, sont tous deux combinaison linéaire de u : il existe des
scalaires A; et A, tels que

e1=A\u et ex=Mu

Evidemment, si A\; ou A, est nul, o est liée puisqu’elle contient le vecteur nul. Donc on
suppose ces scalaires non nuls et on a

)\261 —Alez =0

ce qui montre que < est liée.
o Z(n) = Z(n+1):Soit n un entier non nul, tel que & (n) soit vraie. On se donne

d:{eln--)en+2} et '%:{uly---)un+l}

deux parties de E, de cardinaux respectifs n + 2 et n + 1, telles que tout vecteur de < soit
combinaison linéaire des vecteurs de 8. Donc

n+2

Viell;n+2]1 3Ai1,..., Aine1) €KL o= zlAi,juj

j=
Si tous les scalaires Aj, ;41,...,Ap+2,n+1 SONt nuls, alors ey, ..., e,42 sont en fait, chacun, com-
binaison linéaire de uy,..., u,. D’apres & (n), (ei,...,e,+1) est liée et par suite o7 est liée
aussi.
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Ce cas ayant été traité, on suppose maintenant qu'un de ces scalaires n’est pas nul. Quitte a
renommer tous nos vecteurs, on peut supposer que A2 ,+1 # 0. Eton a donc

_ Ai nao n+2 n+2 Api2,j Nin+2
Vie[[l;n+1]] e - eny2= 2 AjjUj— Y ———————
Ans1n+2 i=1 =1 Apsine2

”+2ALjAn+Ln+2"An+ZjALn+2

= Uu;
]
j=1 )\n+1,n+2

On remarque en particulier que le n + 2-eme terme de cette somme est nul d’'ou

_ ANin+2 n41 A j Ap+1,n+2 — Ans2,j Ain+2
Vie[[l;n+1]] ei———ep= Y. ! ’ Uj
An+Ln+2 j=1 An+Ln+2

Les vecteurs du membre de gauche sont au nombre de n + 1; et ils sont, chacun, combi-
naison linéaire des n vecteurs uy, ..., u,. D’apres &?(n), ils sont liés : il existe des scalaires
M1,..., Ln+1, DON tous nuls, tels que

n+l1 ANin+2
-

D M
i=1
Apres avoir développé tout cela, il vient

nil Hie;— (nil M)en+1 =0

i=1 i=1 An+1,n+2
On obtient une combinaison linéaire nulle des vecteurs de < ; et au moins un des coeffi-
cients de cette combinaison n’est pas nul, puisque I'un des (p;)1<i<n+1 N'est pas nul. Donc
of estliée et Z(n+ 1) est vraie.

e Conclusion : & (n) est vraie pour tout entier n non nul.

Ainsi, si n est un entier, toute famille de n + 1 vecteurs, qui sont chacun combinaison linéaire

de n mémes vecteurs, sont liés. Le lemme s’en déduit immédiatement. O

3.2.3 Existence de la dimension

Théoréme 3.2.4
Soit E un K -espace vectoriel non nul de dimension finie. Toutes les bases de E ont le méme cardinal.

Preuve: On sait, d’apres le théoreme 2.2, que E admet des bases. Soit % I'une d’elles, dont on note
n le cardinal. Soit %4’ une autre base.

Supposons que | %'| > n. Comme %’ engendre E, les n vecteurs de 4 sont, chacun, combinai-
son linéaire des vecteurs de %’'. D’apres le lemme 2.3, % est liée et on a une contradiction.

De méme, si |%4'| < n, c’est ' qui est liée ce qui contredit le fait que c’est une base.

Par conséquent, | %’'| = n : toute base de E a pour cardinal 7. O

Définition 3.2.5
Soit E un K-espace vectoriel non nul de dimension finie. Le cardinal commun de toutes les bases de
E est appelé dimension de E. Par convention, |'espace vectoriel nul est de dimension 0.

Exemple 3.2.6
1. On note K, [X] le sous-espace de K[X] formé des polynémes de degré inférieur a n. Il est donc en-
gendré par (1,X,...,X"). On a vu dans 'exemple 1.2 que (1,X,...,X") cette famille est libre. C’est donc
une base de cet espace, qui est donc de dimension 7 + 1.
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2. On considere K", dont on sait qu'il s’agit d'un K-espace vectoriel. La famille (e;)1<;<,, définie par

Viell;n]] e =(0,...,0,1,0,...,0)
!

i-eme position

est clairement libre et génératrice de K”. Donc K" est un K-espace vectoriel de dimension 7. Les
(ei)1<i<n sont appelés base canonique de K".

Théoreme 3.2.7
Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n non nulle. Soit & une famille finie de vecteurs de
E, avec || = p.

Si elle est génératrice, on a p > n, avec égalité si et seulement si c’'est une base deE.

Si elle est libre, on a p < n, avec égalité si et seulement si c’est une base deE.

Preuve : On suppose & génératrice et on définit
A={F'|| F' cF et F' génératrice de E}

Evidemment, A n'est pas vide puisqu’il contient 'entier p, qui est le cardinal de &, qui est gé-
nératrice de E par hypothese. Toute partie non vide de N admet un plus petit élément; posons
g = MinA. 1l existe donc une sous-famille &’ de %, de cardinal ¢, génératrice de E.

Si Z' est liée, on sait d’apres le théoréme 1.3 qu'il existe e € &' tel que &'\ {e} engendre le
méme sous-espace que &', c’est-a-dire E. Ceci implique que g — 1 appartient a A, ce qui contredit
la définition de g. Par suite, &' est libre et génératrice de E : c’en est une base et on a donc g = n,
d’apres le théoréme 2.4. Or, ' < & donc n= g < p.

Si on suppose qu'il y a égalité, | F'| = |F|; d’apres le cours sur les ensembles finis, #' = &.
Donc & est une base de E.

On passe a la deuxieme partie du théoréme. Supposons que % est libre. Si p > n, le lemme 2.3
implique que & est liée, puisque ses éléments sont, chacun, combinaison linéaire de n vecteurs
formant une base de E. D’ou p < n.

Enfin, on suppose qu’il y a égalité. Si % n’est pas génératrice, il existe x € E qui ne soit pas dans
Vect%. D’apres le théoréme 1.3, Z U {x} est une famille libre, de cardinal n + 1, ce qui contredit le
fait que E est de dimension n. Ainsi, & est aussi génératrice : c’est une base de E. 0

3.2.4 Sous-espaces des espaces de dimension finie

Théoreme 3.2.8
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F est de
dimension finie et dimF < dimE, avec égalité si et seulement si F = E.

Preuve: Si E ou F est réduit a {0}, le théoréme est trivial. On suppose donc que E est de dimension
n >0 et que F est un sous-espace de E, non réduit a {0}. Soit 4 une base de E.

On considere I'ensemble .% de toutes les familles libres d’éléments de F. D’abord, .# n’est pas
vide puisque si x est un élément non nul de F, la famille (x) est libre. Ensuite, si £ est une famille
libre d’éléments de F, son cardinal est inférieur a n : en effet, si |.£| > n, les vecteurs de £ sont,
chacun, combinaison linéaire des vecteurs de 4, puisque & engendre E; d’apres le lemme 2.3,
X estliée, ce qui est exclu. On a donc
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VLeF | Z|<n

Par suite, 'ensemble {|Z| | & € .Z} est inclus dans N, non vide, majoré par n. Il admet donc un
plus grand élément, qu’on note p. Et par définition de p, il existe une famille libre &£ = (ey, ..., ep)
d’éléments de F.

On suppose que Z n‘engendre pas F. Alors il existe x € F, qui ne soit pas combinaison linéaire
de (ey,...,e,). Mais du coup, la famille (ey, ..., ey, x) est libre, de cardinal p + 1 Ce qui contredit la
définition de p, comme plus grand cardinal d’'une famille libre d’éléments de F : £ engendre F.

Par suite, £ est libre, génératrice de F : c’est une base de F, qui est donc de dimension finie
égalea |Z|=p < n.

Maintenant, si on suppose qu’il y a égalité, c’est-a-dire que p = n. Comme Z est libre, le théo-
reme 2.7 implique que c’est une base de E. Comme c’était déja une base de F, on en déduit que
F=E. ]

Lemme 3.2.9
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finie n, dont une base est 8 = (ey, ..., ey). Soit (fi,..., fp)
une famille libre de vecteurs deE, avec p < n. Il existe i € [ 1; n]] tel que (fi,..., fp, e;) soit libre.

Preuve : C’est trivial. On suppose que ce n’est pas le cas. Alors chaque e; est combinaison linéaire
de (fi,..., fp), etle lemme 2.3 implique que % est liée : contradiction. U

Lemme 3.2.10
SoitE unK-espace vectoriel. Soient & et4 deux familles libres de vecteurs deE. VectF et Vectd sont

en somme directe si et seulement si & U est libre. Dans ce cas, & U¥ est une base de Vect ¥ & Vect4
etFNYG =¢.

Preuve : Donnons des noms aux éléments de & et ¢ en posant :
Loj:(fl,...,fp) et gz(fp-’-l,...,fm)

On note aussi F=Vect&# et G =Vect¥

Supposons & U ¥ libre. Soit x € FN G. Alors

p
AN, AP EK?  x= Y Ak
k=1

m
et H(Ap+1,...,)\m)€[Km_p x=- Y )\kfk
k=p+1
N p m
d’ou Y Akfe+ X Axfr=0
k=1 k=p+1

Mais la famille (f,..., fin) est libre donc les (A;)1<;<m sont nuls. D'ou x = 0 et FNG = {0} :
ces sous-espaces sont en somme directe.

Réciproquement, si F N G = {0}, montrons que & U ¥ est libre. On se donne une combinaison
linéaire nulle des éléments de & U¥ : soit (A1,...,A,;) € K™, tel que

m
> Aefk=0
k=1

10
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p m
Alors X Aefe=— X Aifr
k=1 k=p+1

Notons x ce vecteur; d’apres I'expression du membre de gauche, x appartient a F. Et d’apres celle
du membre de droite, x appartient a G. Par conséquent, x =0. D’ou

p m
2 Aefk=0 et > Aefk=0
k=1 k=p+1

Comme & et ¥ sont libres, on obtient
Vke[[l;p  Ae=0 et Vkelp+1;mll  Ag=0
Donc tous les (A;)1<i<m sont nuls et & UY est libre.

Montrons la derniere partie du théoreme. On suppose & U ¥ libre et on note H le sous-espace
qu’elle engendre. 1l est clair que F @ G contient H, puisque H est le plus petit sous-espace de E
contenant & et¥.

Etil est également clair que H contient F @ G. En effet, H est un sous-espace contenant % donc
contient le sous-espace engendré par % ; de méme, H contient G. Donc H contient FUG et contient
donc F& G. D’out H = F& G. Par suite, & U ¥ est une partie libre, génératrice de F® G : c’en est une
base. 0

Corollaire 3.2.11
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient F et G des sous-espaces. Ils sont en somme
directe si et seulement si

dim(F+G) = dimF +dimG
De plus, siF et G sont supplémentaires dansE, on a
dimG = dimE — dimF
Preuve : Comme F et G sont de dimensions finies, d’apres le théoreme 2.8, ils admettent chacun
des bases. Notons % et ¢ des bases de F et G. On a
dimF = |Z] et dimG=|¥9]

donc dimF+dimG=|%]|+|¥4|

Supposons que F et G sont en somme directe. D’apres le lemme 2.10, & U¥ est une base Fe G
et N¥Y =¢g.Donc

dim(FeG)=|Fu¥9| =|%|+|¥9| =dimF+dimG
Réciproquement, si la relation
dim (F+G) =dimF+dimG
est satisfaite, on a
dim (F+G) = |F| +|¥9|
Or, & U¥ engendre F + G donc d’apres le théoreme 2.7,
dim(F+G) < |[F u¥Y|

Donc I F|+9|<|FUuY|=|F|+|¥4|-|F NG|

11
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et il s’ensuit que | FN¥| =0

Dongc, finalement dimF+G) =|F u¥Y|

Autrement dit, # U¥ est une base de F+G; elle est libre, toujours d’apres le théoréme 2.7. D’apres
le lemme 2.10, F et G sont en somme directe.

Maintenant, si F et G sont supplémentaires dans E, ona E = F& G. Donc

dimE =dimF+dimG

et dimG =dimE—-dimF O

Concretement, ce théoreme nous dit que si F et G sont en somme directe dans un espace
de dimension finie, on obtient une base de F @ G en réunissant une base de F et une base
de G.

Théoreme 3.2.12 (Théoréme de I'échange)

Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n, dont une base est 8 = (e, ..., e,). SoitF un sous-
espace strict deE, de dimension p < n, dont une base est(fi,..., fp). Il existeiy,...,i,—p € [[1; nll, tels
que (fi,..., fp,€ips--., ein_p) soit une base deE.

Preuve : On applique le lemme : il existe i; € [[1; n]] tel que (fi,..., fp,e;) soitlibre. Si p+1 = n,
cette famille est une base de E et on a fini. Sinon, p+1 < n et d’apres le lemme, il existe i» € [1; n]]
tel que (f1,..., fp, ei,, ei,) soitlibre. Si p +2 = n, c’est une base de E et on a fini. Sinon, p+2 < n et
on recommence. On pourrait montrer par récurrence qu’apes n — p étapes, on obtient une famille
libre (f1,..., fp, €i1s---» ein_p) ; cette derniere étant de cardinal p, c’est une base de E. O

Corollaire 3.2.13 (Théoreme de la base incomplete)
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finie n. Soit F un sous-espace strict, dont on se donne une
base (fi,..., fp). Il existe des vecteurs fy.1,..., fn tels que (f1,..., f) soit une base deE.

Preuve : Conséquence immeédiate du théoréme de I'échange. U

Corollaire 3.2.14 (Existence de supplémentaires)
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace de E admet des supplémentaires.

Preuve : Soit F un sous-espace de E. Si F = E ou F = {0}, le théoreme est trivial. Si F est strict,
il est de dimension p < n. Donnons-nous une base (fi, ..., fy) de F. D’apres le théoreme de la base
incompléte, on peut compléter cette famille en une base (fj, ..., f,;) de E. Posons

F={f1,.... [p} G ={fp+1r--0» [} et G=Vect¥

Par définition, F est le sous-espace engendré par . Comme & U¥ est libre, le lemme 2.10 assure
que F et G sont en somme directe. En outre, cette famille engendre F& G donc E=F& G: G est un
supplémentaire de F. 0

Corollaire 3.2.15 (Relation de Grassmann)
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finie. Soient F et G deux sous-espaces. On a

dimF+G) =dimF+dimG-dim(FnG)

12



Mathématiques Supérieures ESPACES DE DIMENSION FINIE

Preuve : On sait qu'il existe un supplémentaire Sp de FnGdans F :
(FNG)eSp=F

Montrons que G et Sp sont supplémentaires dans F + G.

D’abord, soit x € GNSg. Comme Sg c F, x est dans FN G. Or, FN G et Sg sont en somme directe,
donc x = 0. Ce qui établit que G et Sy sont en somme directe.

Ensuite, si x est dans F + G, il se décompose comme somme d'un vecteur de F et d'un vecteur
de G:

dxpeF dxgeG X=X+ Xg

Puisque F = (FN G) NSk, xr se décompose lui-méme comme somme d’'un vecteur de FN G et d'un
vecteur de Sg :

dye (FnG) 3Fz€Sg Xp=y+2z
d’ou X=Xp+Xg=Y+z+Xg=2+y+Xg
——

eG
donc x est dans S + G. Ce qui établit la premiere inclusion

F+GcSga G

Pour I'inclusion réciproque, il suffit de constater que Sg < F + G (car F + G contient F, qui
contient lui-méme Sg) et G < F+G. Donc F+G est un sous-espace de E, contenant S;UG ; il contient
donc Sg @ G. Par suite,

F+G=SgaG
D’apres le corollaire 2.11,
dim (F+ G) =dimSg +dimG
Toujours d’apres ce corollaire 2.11 et parce que F = (FNG) ® S, on a

dimF =dim (FNG) + dim Sg soit dimSg =dimF-dim(FNnG)

d’ou dim(F+G) =dimF+dimG-dim (FnG) 0

Pour prouver ce théoréme, on aurait aussi pu procéder ainsi : on note
p=dimF g =dimG m=dim(FNG)

et on prend une base (e,...,ey) de FNG. 1l existe (ey,...,em, fm+1,..., [p) base de F et
(e1,...,em, &m+1,-.-,§q) base de G, obtenues en complétant (e, ..., e,,). Il suffit de montrer

%: (elr---)em;fm+1)"'rfp;gm+l)---)gq)

estune base de F+G; en effet, puisqu’elle a pour cardinal p+¢g—m, larelation de Grassmann
s’ensuit.

Comme Z est obtenue en réunissant une base de F et une base de G, elle engendre
F + G. La seule technicité est la liberté de cette famille. Il faut se donner une combinaison
linéaire nulle

m p q
Y arep+ X Apfit lelkgkzo

k=1 k=m+1 k=m+

13
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et montrer que tous les coefficients sont nuls. En posant

m p q
x=Y arex+ X Arfer=— X Mk8k
k=1 k=m+1 k=m+1

on observe que x appartient a la fois a F et a G. Donc x € FN G; c’est-a-dire que x est uni-
quement combinaison linéaire des vecteurs (ey, ..., e,;). Ceci implique automatiquement

p q
2 Aefk=0 et > Mk&=0

k=m+1 k=m+1

m
et par suite, arer=0

k=1
Comme les familles (ey,...,en), (fm+1,---, fp) €t (m+1,...,§q) sontlibres, il s’ensuit que les
() 1<k<ms 1es M) me1<i<p etles (k) mr1<ik<q sont nuls. & est donc libre.

3.2.5 Applications linéaires et espaces de dimension finie

Théoreme 3.2.16
Soient E et F deux K -espaces vectoriels, avec E de dimension finie. Soit f € £ (E). Alors Im f est de
dimension finie, inférieur a dimkE. 1l est engendré par l'image d’'une base deE.

Preuve : Donnons-nous une base (ej,...,e;) de E.On a
Imf=fE={f(x)| xeE}

— {f(élxkek) | (X1,...,Xn) E[K."}

- {kz xeflew) | (x1,...,xp) €K™
=1
Im f = Vect(f(e1),..., f(en))

On voit donc que (f(e1), ..., f(en)) engendre Im f, qui est donc de dimension finie. U

Théoréme 3.2.17
Soit n un entier non nul. Tout espace vectoriel de dimension n est isomorphe alK".

Preuve : Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7. Soit % une base de E; elle a pour cardinal
n. D’apres le corollaire 1.11, I'application

E— K"
X — [x]p
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. U

Corollaire 3.2.18
Deux K -espaces vectoriels de dimensions finies sont isomorphes si, et seulement si, ils sont de méme
dimension.

Preuve : Si E et F ont méme dimension , ils sont chacun isomorphes a K" : il existe des isomor-

phismes g :E — K" et h: F — K". Donc h~! o g est linéaire, et bijective ; c’est un isomorphisme
de EsurF.

14
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Nous pouvons méme préciser un tel isomorphisme une fois qu'on s’est donné une base %
de E et une base % de F. En effet, on sait d’apres le corollaire 1.11 qu’on peut prendre pour
g l'unique application linéaire de E dans K", qui envoie les vecteurs de Z sur la base cano-
nique de K". Tandis que k™! est celle qui envoie la base canonique de K" sur les vecteurs
de €. Donc h™! o g est 'unique application linéaire de E dans F, qui envoie les vecteurs de
2 sur ceux de €. Plus précisément, si on développe

B =(ey,...,e5) et C =10 fn)

n n
alors Y(x1,...,X,) € K" h_log(kglxkek) :kglxkfk

Réciproquement, supposons que E et F sont isomorphes. Il existe f € .2 (E, F), bijective. Notons
n et m les dimensions respectives de E et F. D’apres le théoréeme 2.16,

dimImf<n

Or, f estsurjective donc Im f =F. D’'ou m < n.
Pour I'inégalité inverse, on utilise f~!, qui est surjective de F dans E. Donc E et F ont méme
dimension. UJ

Définition 3.2.19
Soient E et F deux K-espaces vectoriels, avec E de dimension finie. Soit f € Z(E,F). On appelle
rang de f la dimension de Im f.

En vue du théoreme 2.16, si (ey, ..., e,) est une base de E, le rang de f sera la dimension du
sous-espace engendré par (f(e1),..., f(en)).

Théoreme 3.2.20 (Théoréme du rang)
SoientE et F deux K -espaces vectoriels, avec E de dimension finie. Soit f € £ (E,F). Alors

dimKer f +rgf = dimE
Preuve : On sait que Ker f admet des supplémentaires, d’apres le corollaire 2.14. Soit G1'un d’entre
eux. D’apres le corollaire 2.11,
dimG+dimKer f =dimE

On avudans le cours d’'introduction a I’algebre linéaire que G est isomorphe aIm f; donc ces deux
sous-espaces ont méme dimension. Par suite,

dimIm f + dimKer f = dimE 0
Corollaire 3.2.21

Soient E et F deux K -espaces vectoriels de méme dimension finie. Soit f € £ (E,F). Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. f estinjective;

2. f estsurjective;

15
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3. f est bijective.

Preuve : Conséquence immeédiate du théoréme du rang et du théoréme 2.8. U

Corollaire 3.2.22
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Les hyperplans de E sont ses sous-espaces de di-
mension n—1.

Preuve : Soit H un sous-espace de E. Si H est un hyperplan, c’est le noyau d'une forme linéaire non
nulle f. Or, Im f =K, qui est de dimension 1 donc

dimH=dimKer f=n—-dimImf=n-1

Réciproquement, si H est de dimension n—1, il admet une base (ey,...,e,-1), qu'on peut com-
pléter en une base (ey, ..., e,-1,e,) de E. D’apres le théoréme 1.13, il existe f € .Z(E,K), telle que

fle=---=flen-1)=0 et  flen)=1
f est une forme linéaire non nulle, dont le noyau contient H. Or, Ker f et H ont méme dimension
n—1 donc sont égaux d’apres le théoréme 2.8. H est un hyperplan. U
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