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Lorsque rien n’est précisé, le contexte de I'exercice est un espace vectoriel E sur un corps
commutatif K.

Pour chacun des systemes de vecteurs suivants, décider s’ils sont linéairement indépen-
dants ou pas dans R” ou C”. Donner une base du sous-espace qu'ils engendrent et trouver
un supplémentaire de ce sous-espace. Enfin, donner leur rang, une fois que cette notion
aura été étudiée en cours.

{x1 =(-3,1,5) {x1 = (4,-12,28) {x1 =(1,2,3,0)

x> = (6,12,15) X2 = (=7,21,-49) X = (2,4,6,1)
x =(1,2,3) x =(1,2,3)
X =(1,i,2-i,3+1) ' '
. s , X2 =(2,5,7) X2 =(2,5,7)
X2=01-1,1+i,3—-1,4—-2i)
X3 =(3,7,10) x3=1(3,7,11)
X1 = (1y1)11 1) X1 = (51 _3)271)10)
x =(1,2,3)
X2 = (1r_1y_]-»]-) X2 = (_1)8,1v_4)7)
x2=1(2,57)
x3=(1,-1,1,-1) x3=1(2,1,9,-3,6)
x3=(3,7,0)

X4 = (lyl)_l)_l) X4 = (113)_5’9)11)
Soient x, y et z trois vecteurs linéairement indépendants. Examiner I'indépendance li-
néaire de chacune des familles de vecteurs suivantes :

(X, x+y,x+y+2) x+y,y+z,z+x) x=-y,y—-2,z2-Xx)

Plus généralement, si uy, ..., u, sont des vecteurs linéairement indépendants, discuter I'in-
dépendance linéaire de la famille (v,..., v,) lorsque :

(@ Uy =Up— U Uy =Up— U3 Upn-1=Up-1— Uy Up=Up—U

(b) V1= U+ Up Vs = Uy + U3 Vpo1=Up_1+Up Up=Up+ U

Montrer que, quels que soient les vecteurs x, y, z et les scalaires a, 3, v, les trois vecteurs

ax—PBy,yy—az,pz—yx sontliés.

E Soient a, b, c trois nombres réels distincts. Examiner si les trois polynoémes
X-a)X-b),X-bX-0),X-c)X-a)

forment une famille libre dans K[X].

Soit (x;)1<i<» une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel E. On appelle opération
€élémentaire sur les (x;)1< <, une des opérations suivantes :

o échanger deux vecteurs de cette famille;
o multiplier un vecteur de cette famille par un scalaire non nul;

¢ ajouter a un vecteur de cette famille une combinaison linéaire des autres.

Montrer que le rang de la famille (x;)1<;<, n'est pas modifié apres une opération élémen-
taire.

@ Soit E I'espace vectoriel des fonctions réelles a valeurs réelles. Soit n un entier non nul,
soient ry,...,r, des nombres complexes distincts. Montrer que les fonctions (e;)1<;<n dé-

finies par
Vie[[l;n] e;j:x—e'i*

forment une famille libre. En déduire que E n’est pas de dimension finie.

Posons

Trouver une base et un supplémentaire de V, sans oublier d’expliquer pourquoi V est un
sous-espace de R*.

V={(x,yz0eR | x=y-2z z=21}

Trouver une base du noyau et de I'image des applications linéaires suivantes :

fi: R — R3 fo:
(X, 1,2)— 2x+y+z,y+zx)

R — R?
X, y,2)— (x+y—2,2x—-y+2)

f3: R3[X] — Ry[X]
P — X(P'-P'(0))
@ Soient n € N* et f I'application définie par
VP eK,I[X] fP)=PX+1)+P
Montrer que P est linéaire, trouver Ker f, Im f, Ker (f —2id) et Im (f — 2id).

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u € .Z(E).

1. Montrer que  Keru=Keru? < Imu=Imu? < Keru+Imu=E

Donner un exemple d’un tel u.

2. Montrer que
Kerf=Imf < (f>=0 et n=2rgf)

3. Soit v € .Z(E). On suppose que Ker u + Ker v = Im u + Im v = E. Montrer que ces deux
sommes sont directes.
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Soit 7€ N. On note E = C,[X] et
Vke[[0;n]] Pr=Xka-x"*k
Montrer que (Py,...,P,) est une base de E.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient F et G deux sous-espaces vec-
toriels de E. A quelle condition (nécessaire et suffisante) existe-t-il un endomorphisme f de
EtelqueKerf=FetIm f =G?

Soient E, F et G trois [K-espaces vectoriels de dimensions finies.
1. Soient u et v dans .Z(E,F) et Z(F,G). Montrer que

dimKervu < dimKer u + dimKer v

et que rgu+rgv—dimF <rg(vu) < min (rgu,rgv)

2. Soient u, v e Z(E,F). Monter que

rgu—-rgv| <rg(u+v) <rgu+rgv

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € Z(E). On pose
VpeN Kp,=KerfP et I,=Imf”

1. Montrer que K, < K41 etI,4 <), pour tout entier p.

2. En déduire qu’il existe p € [[0; n]] tel que K =Ky 41 et =1p,;.

3. Onnote pg le plus petit entier p qui vérifie la propriété ci-dessus. Montrer que

Vp = po Kp =Kp, et  Ip,=1p

4. Montrer que la suite (dim (Kp+1) — dim (Kj)) pen est décroissante.
5. On suppose que f est nilpotent, c’est-a-dire qu'il existe k € N tel que f* = 0. Montrer
que f"=0.

Soient E de dimension finie n # 0 et f € .Z(E) nilpotent. On appelle indice de nilpo-
tence de f le plus petit entier k tel que f*=0.

Montrer que si f est nilpotent d’indice 7, il existe x € E tel que (x,f(x),...,f”‘l(x)) est
une base de E. Calculer le rang de f et montrer que I + f est un automorphisme de E.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soient p e N* et fi,..., f, des
formes linéaires sur E. Montrer que, si f € E*, les assertions suivantes sont équivalentes :

p
(i): feVect(fi,..., fp) (i) : Ker f > [ Ker f
k=1

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit f un endomorphisme de E tel
que f3 =1

1. Montrer que Im(I— f) cKer(I+ f + f?).

2. Montrer que E=Ker(I- f)eIm (- f).

3. On note F = Im (I - f). Soit x € F, non nul; montrer que f(x) # 0 et que (x, f(x)) est
libre.

4. Montrer que F est de dimension paire.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient F et G deux sous-espaces vec-
toriels de E. Montrer que F et G admettent un supplémentaire commun si et seulement si
dimF = dimG.
On suppose E de dimension finie » non nulle. On note ¥ I'’ensemble de tous les sous-
espaces de E. Soit ¢ une application de ¥" dans N telle que

e({0}) =0

9B)=n

VEI,EZE”f/ (.p(E1+E2) =Lp(E1)+(p(E2)—(p(E1 ﬂEz)

1. Soientp e N* et Ey,.. +Ep des sous-espaces de E, en somme directe. Montrer que
p P
¢(D Ep) = X ¢(Eyp)
k=1 k=1

2. Soit F un sous-espace de E, de dimension n — 1, tel que ¢(F) > n. Montrer qu’il existe
Gy, ..., Gy, sous-espaces de E, tous supplémentaires de F, tels que

Ezkél_ale et (Vkell;n]l @(Gg)=0)

3. En déduire que si G est un sous-espace de E, de dimension 1, alors ¢(G) = 1.
4. Conclure : que peut-on dire sur ¢ ?

Indications

Voici quelques indications pour les exercices plus difficiles.
e 14.4: Prendre un supplémentaire F de Kp.1 dans K., et étudier la restriction de f a F.
¢ 16 : Pour montrer (ii) = (i) : Supposer d’abord que (f1,..., fp) est libre. Considérer
I'application
®: E— KPH!
x— (fi(x),..., fp(x), f(x))
et prouver qu’elle n’est pas surjective. Alors il existe un hyperplan qui contient Im ®.

e 18: Faire un dessin. Procéder par récurrence descendante sur la dimension commune
deFetG.



