Chapitre 5

Déterminants

Lobjet de ce chapitre est d'introduire la théorie des formes multilinéaires en dimension finie
et d’en étudier une en particulier : le déterminant. Il s’agit d'un outil théorique trés important en
algebre linéaire, en particulier parce qu’il permet de caractériser 'inversibilité d’'une matrice.

Dans tout ce qui suit, K est corps commutatif dans lequel 2 # 0.

5.1 Propriétés élémentaires du groupe symétrique

On rappelle que le groupe symétrique G,, est 'ensemble des bijections de ’ensemble [[1; 72]]
sur lui-méme. Ses éléments sont appelés permutations de [[1; n]]. Le but de ce court paragraphe
est de montrer une propriété de G, essentielle pour la suite de ce chapitre : toute permutation de
[[1; n]] peut s’écrire comme produit de transpositions.

Définition 5.1.1 (Invariant d’'une permutation)
Soient n > 1 un entier et 0 € S,. On appelle invariant de o |'ensemble

Invo={kel[l;n] | olk) =kl

Les éléments de Invo sont appelés les points fixes de o.

Définition 5.1.2 (Transposition)
Soit n > 2 un entier. On appelle transposition tout élément de &, qui a exactement n—2 points
fixes.

Théoreme 5.1.3
Soit n > 2 un entier. Toute permutation de[[1; n]] peut s'écrire comme produit de transpositions.

Preuve : La démonstration se fait par récurrence. Pour tout entier n, on note & (n) la proposition :
« toute permutation de [[1; n]] est un produit de transpositions. »
o Z(2) est vraie : Lensemble .% est de cardinal 2 et contient donc deux éléments qu’il est
facile de déterminer :
1— 2

id et T:{z'_>1

T est une transposition, puisque Invt = @ qui est de cardinal 0. Et on a id = 12.
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o X(n)= Z(n+1):Soit n > 2 tel que & (n+ 1) soit vraie. Soit 0 une permutation de I'en-
semble [1;n+1]].
Si n+ 1 est un point fixe de o, alors o est en fait une permutation de [[1; n]] ; d’apres & (n),
o est un produit de transpositions.
Si n+1 n’est pas un point fixe de 0, ona o(n+ 1) # n+ 1 et on le note a. On définit alors :

k siké¢{a,n+1}
Vke[l;n+1] T(k) = a sik=n+1
n+1 sik=a

T est bien une transposition, puisqu’elle a n — 2 points fixes qui sont tous les éléments de
[1;n+1]]saufaetn+1.Etona

To(n+1l)=1(c(n+1)=1a)=n+1

Donc 1o est une permutation de [[1; n + 1]] qui fixe n + 1; c’est donc une permutation de
[[1; n]l. D’apres & (n), il existe des transpositions Ty,..., T telles que

TO=T Tk

d’ott O=T 11, T =TT Tk

puisque T = 17!, Ce qui achéve de démontrer Z(n +1).
e Conclusion : &7(n) est vraie pour tout n > 2. ]

Une transposition de [[1; n]] est une permutation qui échange simplement deux éléments
de [[1; n]]. Le théoreme dit donc qu'une permutation quelconque de [[1; n]] est la composition
d’échanges.

Exemple 5.1.4
On prend n = 4. Considérons la permutation de [[1; 4]] suivante :
ag(l)=2 0(2)=3 c(3)=4 g4)=1

On suit 'idée de la démonstration du théoreme pour réussir a décomposer o : on introduit la transposition
11 qui échange 1 et 4. et fixe 2 et 3. On a alors

11— 1;2) =2
1,0 2'—>T1(3) =3
3— 114 =1
4—1.(1) =4

La permutation 1;0 fixe 4 et permute 1, 2 et 3. On recommence en introduisant la transposition 1 qui
échange 1 et 3, mais qui fixe 2 et 4. Alors

1— 1(2)=2
o110 : 2'—>T2(3):1
23— (1) =3

4— T(4) =4

Et on remarque que 12T 0 est une transposition, puisqu’elle fixe 3 et 4. On la note 13. On a alors

T2T10=T3

d’ol O=T1T3T3

en composant par T, puis T; a gauche.
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Peut-étre le schéma suivant sera-t-il encore plus clair :
(1,2,3,4) = (2,1,3,4) = (2,3,1,4) = (2,3,4,1)

En appliquant successivement T3, T2 et enfin 11, on a bien obtenu o.

5.2 Formes multilinéaires

5.2.1 Définitions

Définition 5.2.1 (Application partiellement linéaire)

Soient Ey,...,E,, F des [K-espaces vectoriels. Soit f une application de Ej x --- x E;,; dans F. Soit
kell1; n]l. On dit que f est partiellement linéaire par rapport a la k-éme variable si, et seulement
si, pour tout (X1,..., Xk—1, Xk4+1s+--»Xn) €E By x -+ x Ep_1 x Egyq x --- x E;;, |'application

Ey — F
X — f(X1,.e0) Xk—1, X, X415 --+» Xn)

est linéaire.

En d’autres termes, il s’agit d’'une application qui, une fois toutes les variables fixées, sauf la
k-eme, devient linéaire par rapport a celle-ci.

Soit f une telle application; soit (x1,..., Xk—1, Xk+1,-++»Xn) € Ey X +++ x By x Egy1 x === x Ej,.
La linéarité par rapport a la k-éme variable signifie que, pour tous x, x' € E; et tous A, p € KK,

FxX1, e, Xk AX + X X1y ey X)) = AL (XL ey X1y Xy Xkt 1y e s X2)

+pf(x1,...,xk_l,x’,xk+1,...,xn)

Evidemment, il se pose un probléme de notation si 'on souhaite parler d'une applica-
tion sur E; x --- x E;,, linéaire par rapport a la premiére variable, ou par rapport a la n-eme.

Eneffet,si k=1, alors k—1=0etiln'yapasdespaceEgp;sik=1,alorsk+1=n+1et
iln'y apasd’espace E;.

Il n’est pas difficile, cependant, d'imaginer ce que serait la définition rigoureuse dans
le cas ol k = 1 par exemple : pour que f soit linéaire par rapport a la premiere variable,
on demande que pour tout (xz,...,X,) € Ex x --- x E;;, 'application

E;—F
x"_’f(xyxZ)”‘)xn)

soit linéaire. De la méme maniére pour une application linéaire par rapport a la derniere
variable.

Il est possible de donner une définition peut-étre un peu plus rigoureuse, en définissant
ce qu’'on appelle des opérateurs de projection et d'insertion. Mais les notations deviennent
vite incompréhensibles.

Exemple 5.2.2

Lapplication RxR-— R est linéaire par rapport a la deuxiéme variable. En revanche, elle n'est pas
(x,y) — x°y

linéaire par rapport a la premiere.
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Définition 5.2.3 (Application multilinéaire)
Soient Ej,...,E, et F des K-espaces vectoriels. Une application de Ej x --- x E;; dans F est dite
n-linéaire si, et seulement si, elle est partiellement linéaire par rapport a toutes ses variables.

Si F=K, on dit que f est une forme n-linéaire.

Si Ey,...,E; sont un méme espace vectoriel E, on dit simplement que f est n-linéaire sur E, bien
que f soit en fait définie sur E”.

Définition 5.2.4 (Application alternée)
Soient E et F des K-espaces vectoriels. Soit f une application de E” dans F. On dit que f est
alternée si, et seulement si,

Y(x1,...,xp) €E" Vi, jelll; n] (i#jetxi=x;) = f(x1,...,x,) =0

Définition 5.2.5 (Application antisymétrique)
Soient E et F des [K-espaces vectoriels. Soit f une application de E" dans F. On dit que f est
antisymétrique si, et seulement si,

Y (x1,...,x,) €E" Vi<jel[ll;n]]
f(xl;---’xi—l)xj)xi+17---)xj—l)xi’xj+l;---;xn) = —f(.X'1,...,xn)

5.2.2 Propriétés élémentaires

Proposition 5.2.6
Soient E et F des K -espaces vectoriels. Une application n-linéaire de E dansF est antisymétrique si,
et seulement si, elle est alternée.

Preuve : Soit f une application n-linéaire de E dans F.
Supposons d’abord que f est alternée. Soient (xy,...,x,) € E" eti < j€[[0; n]l. On a alors

F e X1, X+ X, X1y Xjm 1, Xi + X, Xjg100s X)) =0

puisque le méme vecteur x; + x; est présent aux positions i et j. Mais en utilisant la n-linéarité de
f, on trouve aussi que

0=f(X1,eeey Xim1y Xiy Xit1s s Xj=1, Xj5 Xjt 1y -+ Xn)
(X1 s Xim 1, Xy X1y ooy Xjm 15 Xiy Xjt 1y -5 Xi2)
F (X1 X1, Xy i1y e s Xjm 15 Xiy Xj4 152 r Xt)
F (X1 X1, Xy Xig 1y ooy Xjm 1, Xy Xj4 1y r Xr)

Comme f est alternée, le deuxieme et le quatrieme terme de cette somme sont nuls. D’ou
f(X1,---,Xn) +f(xl)---»xi—lyxjrxl'+l)---vxj—lrxi)xj+l»---)xn) =0

ce qui démontre que f est antisymétrique.

Réciproquement, supposons que f est antisymétrique. On se donne (x,...,X,) € E” et i, j dans
[[1; n]], distincts. On suppose que x; = x j- Ceci veut dire que x; se trouve en positions i et j dans
la liste (x3,...,Xx5). Si 'on échange ces deux termes, cette liste n'est pas changée; mais comme f
est antisymétrique,

f(xl)---)xn):_f(xl)---vxn)

d’ ol 2f(x1,...,xXn) =0
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et comme 2 # 0, il est inversible dans K et il vient f(x1,...,x,) = 0. Ce qui démontre que f est
alternée. O

Proposition 5.2.7
SoientE et F des K -espaces vectoriels. Lensemble " (E, F) des formes n-linéaires alternées deE dans
F est un K -espace vectoriel.

Preuve : On montre que cet ensemble est un sous-espace vectoriel de F&") . Evidemment, 'appli-
cation nulle sur E” est n-linéaire alternée donc .Z"(E, F) n'est pas vide. Soient f et g deux formes
n-linéaires alternées; soit A € K. On veut montrer que A f + g est n-linéaire alternée.

Soient (x1,...,Xx,) € E" et i, j € [[1; n]], distincts. On suppose que x; = Xj. Alors

Af+8)(x1,...,x0) = Af(x1,...,X) + 8(x1,...,Xp)

Mais comme f et g sont alternées et x; = x;, chaque terme a droite est nul. Donc A f + g est alter-
née.

Montrons aussi la linéarité par rapport a chaque variable. Soit k € [[1; n]]; on se donne une
liste (X1,..., Xk—1, Xk+1,---»Xn) € Ep x -+ x Ep_1 x Eg41 % --+ x E,;. On sait que les applications

u: E—F et v: E—F
X r— f(xlr---rxk—l)x)xk+lr---yxn) X— g(xly---yxk—l)x;xk+1)---;xn)

sont dans .Z (E, F) ; par suite, Au + v est dans cet espace vectoriel. Ce qui démontre que A f + g est
linéaire par rapport a la k-eme variable. 0

Lemme 5.2.8

SoitE unK -espace vectoriel de dimension n, rapporté a une base # = (ey, ..., en). Soit f une applica-
tion p-linéaire de E dans unK -espace vectoriel F. Enfin, soient x1,..., X, dansE, qui se décomposent
ainsi dans B :

n
Viel[l;pll  xi= Y aj;ej
j=1

n

n n
Alors f,..,xp)= X X - X ail,laiz,g...aip,pf(eil,eiz,...,eip)
i1=1i=1  ip=1

Preuve : C’est une conséquence simple de la p-linéarité de f. On pourrait faire une récurrence
sur p, mais cela rendrait peut-étre la preuve plus complexe qu’elle ne l'est. Il suffit de « dévelop-
per f(xy,...,X,) p fois a la suite. On commence par utiliser la linéarité par rapport a la premiere
variable :

n n
f(xly---;Xp):f( Z ail,leiI)XZ’-uyxp): Z ai],lf(eil)XZ)---)xp)
=1 i=1

Puis on décompose x, dans % :
n n n
f(xly .. -)xp) = Z a,i, f(ei1)x2) ) xp) = Z a1 f(eil! Z Ay 2€i5y X350y xp)
=1 i1=1 ir=1
Pour chaque i; fixé entre 1 et 1, on utilise la linéarité de f par rapport a la deuxieme variable pour
dire que

n n
a1 f(eilr 'Zl aiz,Zeigrfoy---)xp) = 'Zl ai14i,2 f(eipeiz’x?n---;xp)
lp= lp=
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n n
d’ou fn.oxp)= X X aiai2 flei, ey X3,...,Xp)
i1=1ix=1
Et’on continue ainsi, jusqu’a avoir développé par rapport a la p-éme variable. U
Théoreme 5.2.9

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit f une forme n-linéaire alternée sur E, non
nulle. Soit (xy, ..., x,) une famille de n vecteurs deE. Elle est libre si, et seulement si, f(x1,...,x,) #0.

Preuve : Supposons que (xi,...,Xx,) est libre et que f(xy,...,x,) = 0. C’est une base E car E est de
dimension n. Alors, si (yy, ..., y,) est un n-uplet de vecteurs de E, ils peuvent se décomposer dans
la base (x1,...,x,) :

n
Vie[[1l;n] Yi= X ajix;j
j=1

n
d’otr FOLoy) = ). aii-Qipnf(Xiy,..., Xi,)
i1yemin=1
On se considere un terme de cette somme : soit (iy,...,i,) € [[1; n]l. 1 y a deux possibilités :

o Il existe k < € € [[1; n]] tels que iy = ip : autrement dit, deux des indices sont égaux. Alors
dans (x;,,...,x;,),le vecteur x;, estrépété en k-éme et £-eme position. Comme f est alternée,
f(xil, ceey x,-k) =0.

e Les entiers iy,...,1, sont distincts deux-a-deux : alors (iy, ..., i,) fait apparaitre tous les en-
tiers de 1 a n, dans le désordre. Mais f est alternée, donc antisymétrique d’apres la proposi-
tion 2.6 ; par suite,

f(xil,---,xin):if(xl,...,xn):O

En effet, d’apres le théoreme 1.3, on peut transformer la famille (x;,...,x,) en (x;,...,x;,)
en faisant une succession d’échanges de deux vecteurs. Chaque échange change le signe se
trouvant devant f(xy,...,Xy,).

Par suite, .., yn) =0

et ceci pour tout (yy,...,y,) € E". Par suite, f est nulle, ce qui fournit une contradiction. Donc si
(x1,...,xp) estlibre, f(xy,...,x,) #0.

Réciproquement, supposons que la famille (xy,..., x,) est liée. Alors I'un de ces vecteurs est
combinaison linéaire des autres. Supposons qu'’il s’agit de x; : il existe des scalaires A,,..., A, tels
que

n
X1= X ApXk
k=2

n
Par suite, fx1,..0,x0) = X Ax f(xk, X2,...,Xp)
k=2

en utilisant la linéarité de f par rapport a la premiere variable. Mais dans chaque terme de cette
somme, il y a le vecteur xj qui est répété : il se trouve en premiere et en k-eme position. Comme f
est alternée, tous les termes sont nuls d’olt

f(xly---)xn):()
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Si c’est un autre vecteur que x; qui est combinaison linéaire des autres, on’'améne en premiere
position en I’échangeant avec x; ; ceci change uniquement le signe de f car f est antisymétrique.
Et on utilise ce qui précede pour trouver que f(xy,...,x;) =0. ]

Corollaire 5.2.10
Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n. Lespace vectoriel £ (E,KK) est de dimension 0
oul.

Preuve : On montre que deux formes n-linéaires alternées sur E forment une famille liée. Soit
(e1,...,e,) une base de E; soient f et g deux formes n-linéaires alternées sur E. Alors

fley,...,ep) €K et gley,...,en) €K
donc il existe des scalaires A et p tels que

Af(ey,...,en) +pgler,...,ep) =0

D’apres la proposition 2.7, A f + pug est une forme n-linéaire alternée sur E. Mais elle s’annule sur
(e1,...,en) qui est libre. Donc A f + pg est la forme n-linéaire alternée nulle. ([

Ce théoreme nous dit donc qu’il y a deux possibilités : soit il n'existe pas de forme
n-linéaire alternée sur E de dimension n, sauf la forme nulle; ou bien il y en a une et alors
Z"(E,K) est de dimension 1.

Lobjectif de la prochaine section est de montrer qu'’il existe une forme n-linéaire alter-
née non nulle sur E, en la construisant.

5.3 Ledéterminant

5.3.1 Mineures d’'une matrice carrée

Définition 5.3.1 (Matrice mineure)

Soit 1> 2 un entier. Soient A € .4, (K) et (i,j) € [[1; n]]>. On appelle matrice mineure d’ordre (i, j)
de A, notée A%)) ou encore m; j(A), la matrice carrée de taille n—1 obtenue en supprimant, dans A,
la i-éme ligne et la j-éme colonne.

Autrement dit, si A = (ak,¢) 1<k, e<n,ON A

Ak si k<i—-1 et £<j—-1

. Gj)_ ) Ak+re st k=i et {<j-1
Vi, Lelll;n=11 A, = Aposr  si k<i-1 et 0>
Ak+1,€+1 si k 2 I et ¢ 2 ]

Observons que si j = 1, alors les deux premieres conditions ci-dessus ne peuvent pas se produire.
Cette remarque est utile pour la démonstration du

Lemme 5.3.2
SoientneNetAe My;2(K). Onsedonnei€[[1;n+2]etjel[[1l; n+1]]. Alors

(A(j,l))(i—l,l) si ] <i-1

AGIYGD — , . .
( ) (A(]+1’1))(l’1) si j>i
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Preuve : Démontrer ce résultat est un vrai bonheur. On peut s’en tirer avec un dessin commenté,
mais il est tres difficile de donner des explications claires dans un texte écrit. On commence par
calculer le terme général de la matrice (A qui est carrée de taille n, puisqu’elle est obtenue
a partir de A par deux extractions de mineures successives.
Soient k,£€[[1; n]].Ona

(,1) :
(A(’ 1))(] 1) { (Alk) e+1 St k<

i .
Ak+1 0+1 si k=

Aoz si k<i-1 et k<j-1 (1)

: (i, 1)U 1) Agr1042 SI k=1 et k<j-1 (2
puis A, Acsresz Si k+1<i-1 et k>j 3)

e Supposons que j<i—1: On peut déja observer que la condition (2) est impossible.
On calcule ensuite

(,D . .
(AUD -1 :{ Ake+1 st k<i-2
k0 (.1 ;
Ak+1£+1 si k>i-1
Akpr2 SI k<i-2 et k<j-1 (@)
uis (A(] 1))(1 L) _ Ak+1,£+2 si k<i-2 et k> ] (b)
P Acsrerz i k>i—-1 et k+1<j-1 (o)

On remarque que la condition (c) est impossible. De plus,

- Sik<j—-1,alors k<i—-2<i-1doncles condition (1) et (a) sont équivalentes.

— La condition (b) est équivalente a la condition (3).

- Si k+1 > i (qui est la méme chose que k > i —1), alors k+1 > j et k > j puisqu'on a
supposé que j < i — 1. Donc les conditions (4) et (d) sont équivalentes.

Ceci montre que Vk,0e([1l;n] A% 1))(] D= AU 1))(l LY

Les deux matrices sont égales, comme annoncé.
e Sij > i:onfait exactement le méme travail et tout marche bien. U

5.3.2 Déterminant d’'une matrice carrée

Définition 5.3.3 (Déterminant d'une matrice carrée)

Soit A€ M (K). On appelle déterminant de A le scalaire
detA=A11A22-A12A2)

Soit n > 2 un entier. On suppose construite une application déterminant sur tous les espaces
M, (K),...,M,(K). On pose alors

n+l i .,
VA €M, (K) detA= Y (-1)'"1A; ;detAD
i=1

Ceci définit une application sur M1 (K), qu'on appelle déterminant.

On utilise donc le théoreme de récurrence forte pour définir le déterminant sur chacun des
espaces M, (K) pour n > 2. D’apres la définition, pour calculer le déterminant d’'une matrice carrée
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de taille n + 1, on doit calculer les déterminants de toutes les matrice mineures A%V ... A7+1LD
(qui sont carrées de taille n donc pour lesquelles le déterminant est déja défini). Pour chaque
i€[[1;n+1]],le déterminant de la mineure A%Y est multiplié par (-1)i*l et par le coefficient A; ;
qui se trouve justement sur la ligne et la colonne de A qu’on efface pour obtenir A%V, Et on ajoute
tout. C’est ce qu’on appelle développer le déterminant de A par rapport a la premiére colonne.

Evidemment, les déterminants des mineures ALY, .. A1 ge calculent eux-méme par une
formule similaire. Etc, jusqu’a arriver a des matrices 2 x 2 dont le déterminant se calcule par la
formule donnée au début de la définition 3.3.

[lustrons ceci sur le calcul d'un déterminant 3 x 3. Soit A € M3(K). On a, par définition :

Ap A Az
detA = det A2,1 A2,2 A2'3
Az1 Azp Asgs

App Azs] Ap A3 Ao A13]

=Ajdet ’ "~ — Ay 1 det ’ | +Aszdet ’ ’

bl Azp Azgs 21 Azs Agg3 31 Arp Apgs

detA =A;1(A22A33—A32A23) —A21(A12A33—A32A13) +A31(A12A23—A22A13)

On s’arréte 1a : la brutalité du calcul est probablement bien illustrée. Maintenant qu’on sait dé-
velopper un déterminant 3 x 3, on peut développer un déterminant 4 x 4 : pour ce faire, il faut
développer quatre déterminants 3 x 3 qui sont les déterminants des quatre mineurs associés a la
premiere colonne de la matrice considérée. Et ainsi de suite.

Proposition 5.3.4
Soitn > 2. Alors detl,, = 1.

Preuve : Un simple calcul montre que
detl, =1x1-0x0=1

On suppose la formule vraie pour n > 2. Les coefficients de la premiére colonne de I,,;; sont tous
nuls, saufle premier. Donc

detlps = (=)' x 1 x detI)) = det1:)

n+1
(1,1)

Mais la mineure L

n’'est autre que I, donc
detl,,,; =detl, =1
Le théoreme est donc établi par récurrence. ([l

On en arrive au point important de cette partie :

Lemme 5.3.5
Soit n > 2 un entier. Soit A € M, (K). Si les deux premieres colonnes de A sont égales, alors detA = 0.

Preuve : On pose N = n—2 de sorte que n = N + 2. On va devoir accomplir I'exploit de développer
deux fois de suite le déterminant de A. On développe une premiére fois :

N+2 . .
detA= Y (-1)'*1A;; detA®V
i=1
N . N+2 i1y, L i+1 4 (0,1) DG, 1
Une deuxiéme fois : detA= Y (-1)"A;; ¥ (DI Ajy det ((AD)0D)
i=1 j=1 :
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Les calculs qui suivent sont tres désagréables, et je ne parviens pas a les présenter de maniere
compréhensible. Ils seront faits en détail en cours et il faudra s’en contenter.

Mais en pratique, on utilise le lemme 3.2, on fait de grosses manipulations de sommes doubles,
on utilise le fait que les deux premieres colonnes de A sont égales et on trouve que detA=0. [J

Lemme 5.3.6
Soit n > 3 un entier. Soient A€ M, (K) eti < j € [[2; n]] tels que les colonnes i et j de A sont égales.
Alors detA =0

Preuve : I suffit de faire 'observation suivante : si k € [[1; n]], la matrice mineure AV a également
deux colonnes égales, qui sont les colonnes i —1 et j — 1. Donc une récurrence immédiate prouve
le résultat, aprés avoir remarqué qu'une matrice 2 x 2 dont les deux derniére colonnes sont égales
aun déterminant nul :

a

a
det b b =ab—ab=0 O

5.3.3 Déterminant dans K"

Définition 5.3.7
Soit n > 2 un entier. On appelle déterminant sur K" I'application définie par

X110 X,n
Y(x1,..., X, € (K™M" det (xy,...,x,) =det[x; --- x,] =det
xn,l xn,n

Théoréme 5.3.8
Soit n > 2 un entier. Le déterminant est une forme n-linéaire alternée surlK". Si l'on note (ey, ..., e,)
la base canonique deK", on a det(ey,...,e,) = 1.

Preuve : On montre le théoréme par récurrence, en notant &?(n) la proposition : « Le déterminant
sur K" est une forme n-linéaire alternée sur K", »

e Le fait que Z?(2) est vraie est un simple calcul. Soient x;, x, € K2 ; alors

X1,1 X1,2

det (x1, x2) = det
X2,1 X222

=X1,1X22 — X1,2X21

Il est clair que si x; = xp, ces deux termes se simplifient ce qui montre que le déterminant
est alterné. La linéarité partielle par rapport aux deux variables est également I'affaire d'une
simple vérification.

e Soit n > 2 tel que #(n) soit vraie. On se donne xi,...,X,41 € K"l eti < je[[1;n+1]],
tels que x; = x;. Si i > 2, le lemme 3.6 montre que det(xy, ..., X,+1) = 0 puisque la matrice
[x1 -+ Xp+1] @ ses colonnes i et j égales.

On suppose donc maintenant que i = 1. Si j =2, le lemme 3.5 montre que (xy,...,X;+1) aun
déterminant nul : la matrice [x; --- x;,+1] a ses deux premiéres colonnes égales.

Il reste donc a régler le cas ou i = 1 et j > 2. Pour chaque k,¢ € [[1; n+ 1]], on note x
le vecteur x; dont on a retiré la £-eme ligne. Alors par définition,

0
k

10
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det(x1,...,Xps1) = det[x] -+ Xpg1] = Z( D% lxp  det[x? - x0 )

=1 n+1
n+1
= ¥ (-Dxg det(xP,...,x8 )
/=1

Il s’agit dans cette somme de 'application déterminant sur K”, dont on sait qu’elle est
n-linéaire alternée d’apres & (n). Elle est donc antisymétrique et I'on peut échanger les vec-

teurs xge) et x(@, ce qui a pour effet de changer le signe du déterminant :

[4 [ [4 [4 [4
det (xy, .. xn+1)——£21( D g det (2, x50, 20280, 1)

= —det (X1, X}, X3,..., Xj—1,X2) Xj+1y+-+) Xn+1)

Ce dernier déterminant est nul puisque les deux premiers vecteurs sont égaux.

Reste a montrer la n-linéarité. Commencons par la linéarité par rapport a la premiere va-
riable. C’est simple, compte-tenu de la définition du déterminant : soient x, y, X2,..., Xn+1
dans K"*letA€K.Ona

n+l1
det(Ax+y,x2,...,Xp41) = EZ (D (Axg1 + ye,1) det (xa, ..., Xp+1)
-1

n+1 0+1 n+1 041
=AY (-1 xp det(xg,...,Xp41) + X (D yprdet(xy, ..., Xp41)
=1 =1

det(Ax+y,x2,...,Xp+1) = Adet(x, X2,..., Xp+1) +det(y, X2,..., Xp41)

Enfin, si j € [[2; n]], on montre la linéarité par rapport a la j-eme variable. Soient des vec-
teurs x, , Xa,..., Xj-1, Xj+1,.-., Xp+1 € K"*1.Ona

det(x1,..., Xj—1,AX+ ¥, Xj41,.0 s Xpt1)

n+l
¢ ¢
:ez (=D xgrdet(xy ., X2 A+ O, xjs1,0 Xne)
=1
0+1 (f) © ¢ 0 O (5)
ezl( 1) xp,1 det (x, xj_l,)\x()+y( ),xj+1,. X,0q)

Mais d’apres &?(n), le déterminant sur K” est linéaire par rapport a la j — 1-eme variable

donc
det(xy,...,Xj—1,AX+ Y, Xj11,.. ., Xn+1)
n+1
_ _1\0+1 © 0 © .0 (ﬁ)
_)\221( 1)*7" xp,; det (x pees X2 XX X;01)
e ® O 0 O +©
+821( 1)*"" xp, det(x,, 7. XY XLy X01)

= Adet(xly---)xj—ly X, xj+]_)---)xl’l+1)

+det(X1,..., X1, %, Xj+15--» Xnt1)

Ce qui acheve de démontrer & (n+1).
e Conclusion : &?(n) est vraie pour tout n > 2.
Enfin, sil’'on note (ey, ..., e,) la base canonique de K", on a simplement

det(ey,...,e,) =detl,, =1

d’apres la proposition 3.4. 0

11
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Corollaire 5.3.9 (Propriété fondamentale)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Une famille de n vecteurs de E est libre si,
et seulement si, son déterminant relatif a n'importe quelle base n'est pas nul.

5.3.4 Déterminant dans un espace vectoriel de dimension finie

Définition 5.3.10
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n>2. On se donne une base % de E. On appelle
déterminant relativement a la base % |'application

dety: E" — K
(X1,..., Xp) — det(Matg(xy,...,x,)) =det([[x1]2,..., [Xn] 2])

Théoreme 5.3.11
Soitn > 2 un entier. Soit E un K -espace vectoriel de dimension rapporté a une base . Lapplication
dety est une forme n-linéaire alternée sur E et detyz(%) =1

Preuve : C’est une conséquence immeédiate du théoreme 3.8, et du fait que I'application

E— K"

est linéaire. O

Corollaire 5.3.12
Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n > 2. Lespace £ (E,KK) est de dimension 1.

Preuve : On a montré qu’il existe des formes n-linéaires alternées sur E : le déterminant par rapport
a n'importe quelle base fait I’affaire. D’apres le corollaire 2.10, 2" (E, K) est de dimension 1. [

Corollaire 5.3.13
Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n > 2. Soient 2 est ¢ deux bases deE. Alors

Vxi,...,Xx, €E detp(xy,...,x,) = detyz(€) dety(x1,...,Xy)

et detyz(€) dety (B) =1

Preuve: Les applications dety et det, sont proportionnelles puisque .2 (E, K) est de dimension 1.
Donc il existe A € K tel que

Vxi,...,xp €E dety(x1,...,x,) = Adetg(xy,..., X,)

En particulier, dety (%) = Adety(€) = A
d’ ol Vx1,...,Xx, €E dety(x1,..., x,) =detz(€) dety (x1,..., Xp,)
Il suffit d’évaluer cette relation sur la famille 28 pour avoir la deuxieme formule. U

12
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5.4 Calculs de déterminants

Evidemment, en I'état actuel des choses, un déterminant est loin d’étre facile a calculer. Pour
des matrices 3 x 3 ou 4 x 4, les calculs sont acceptables. Mais au-dela, le calcul direct devient in-
décent. De plus, nous voudrons I'année prochaine calculer des déterminants de matrices dont les
coefficients sont des indéterminées et si possible les factoriser; un calcul direct ne permet pas
cela. Ce paragraphe établit donc des regles de calcul pratique.

Les premiers théorémes sont donnés sans preuve, puisqu’ils sont des conséquences immé-
diates des théoremes 3.8 et 2.9.

Théoreme 5.4.1
Soit n > 2 un entier. Soit A € M,,(K), dont on note les colonnes C,...,C,. Alors
. Vi<jelll;n] detA=—det[Cy --- Ci—1 Cj Cjt1 -+ Cj—1 C; Cjyq -+ Cy]
Autrement dit, si on échange deux colonnes d’une matrice, on change le signe du déterminant.
. Vie[[l;n]] VAekK AdetA = det[Cy --- Cj_1 AC; Cjy1 -+ Cyl
Multiplier une colonne par A multiplie le déterminant de A par A.
o VA ek det(AA) = N detA

Multiplier A par A multiplie le déterminant par \".
n
. Viel[l;nll VYAL..,Apn€K"  AidetA=det[Cy ---Ci-y ( X AkCg) Cis1 -+ Cpl
k=1

Remplacer la i-eme colonne par une combinaison linéaire des colonnes de A multiplie sim-
plement le déterminant de A par le coefficient affecté a la i -éme colonne.
En particulier, ajouter a une colonne une combinaison linéaire des autres ne change pas le
déterminant.
» A estinversible si, et seulement si, son déterminant n'est pas nul.
. Yie([l;n]] detA= Y (-1)"*/A;;dertAU?
j=1
Un déterminant peut étre développé par rapport a wimporte quelle colonne.

Exemple 5.4.2
Donnons-nous trois scalaires a, b, ¢ et tentons de calculer le déterminant

1 1 1 1
1 a b ¢
D= 1 a® b* 2
1 & ¥ S

Un calcul direct, en développant par rapport a la premiére colonne, par exemple, fournit une superbe ex-
pression que je n'ai pas le courage d’écrire. Mais sil’on s’y prend avec méthode, on peut obtenir directement
une formule factorisée. Effectuons dans |'ordre :

Ci—C4—Cs C3—C3-Cy Cr—Cp—-C
Ces opérations ne changent pas le déterminant donc
1 0 0 0
1 a-1 b-a c
1 a®>-1 b*-a*> c?-b?
1 a®-1 b*-a® 3

D=

13
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On peut voir que a — 1 se met en facteur dans la premiére colonne; b — a dans la deuxieme et ¢ — b dans la
troisieme :

1 0 0 0

1 1 1 1
D—(a—l)(b—a)(c—b) 1 a+1 b+a c+b

1 a*+a+1 b*+ab+a®> c2+bc+b?

On effectue alors les opérations suivantes, qui ne changent pas le déterminant :

Cyi—C4—-Cs C3—C3-Cy

1 0 0 0
et il vient D=(@-1)(b-a)lc—-D>b) } a—li-l bgl ci)a

1 a’+a+1 b*+ab-a-1 c*+bc—ab-a?
On remarque que b*+ab-a-1=b-1)(b+1)+ab-1)=b-1)(a+b+1)
et de méme +bc—ab-a’=c-a)c+a)+bc-a)=(c—-a)a+b+¢)

ce qui permet de factoriser b — 1 dans la troisieme colonne et ¢ — a dans la derniére :

1 0 0 0

1 1 0 0
D=@-1)(b-1)b-a)c—a)(c—-b) 1 a+1 1 1

1 a®+a+1 a+b+1 a+b+c

Et la derniére modification de colonne est C4 — C4 —Cs :

1 0 0 0

1 1 0 0
D=@-1)b-1)(b—a)(c—a)(c—D) 1 a+l 1 0

1 a®+a+1 a+b+c c—-1

On factorise le ¢ — 1 de la derniére colonne :

1 0 0 0
1 1 0 0
D=(a-D(b-Dc-Db-alc-al-b|, 10
1 a’+a+1 a+b+c 1

Ce dernier déterminant se développe sans le moindre probléme par rapport a la derniére colonne, qui est
bien remplie de zéros. Quelques secondes plus tard, il vient

D=@-1D)b-1D(c-1D)b-a)c—a)(c—-b)

Mais on peut faire bien mieux. Il faut cependant travailler un peu plus :

Théoréme 5.4.3
Soit n > 2 un entier. Alors

VA,Be M, (K) det(BA) = (detB)(detA)

Preuve : On définit Vxi1,...,x, € K" f(xy,...,x,) =det(Bxy,...,Bxy,)

14
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Il est évident que f est une forme n-linéaire alternée sur K" puisque le produit matriciel est dis-
tributif sur ’addition vectorielle. D’apres le corollaire 3.12, f est proportionnelle au déterminant
sur K" : il existe A € K" tel que

Vx1,...,x, e K" det(Bx;,...,Bx,) = Adet(x,...,x;,)

On trouve A en evaluant cette expression sur la base canonique de K", sur laquelle le déterminant
vaut 1. Etil vient que A = detB:

Vxi,...,x, € K" det(Bx;,...,Bx,) =detB x det(xy,..., x,)
Enfin, on prend pour xi,..., X, les colonnes de A, dans I'ordre et il vient
det (BA) = (detB) (detA) OJ
Corollaire 5.4.4

Soit n > 2 un entier. Alors
VAeMy(K)  detA=det('A)
Preuve : On vérifie sans aucun mal que le résultat est vrai pour les matrices d’opérations élémen-

taires introduites dans le chapitre sur les matrices. Mais toute matrice A € GL,(KK) peut s’écrire
sous la forme

A=E;---E,
oll pe N* etEy,...,E, sont des matrices élémentaires. Par suite,
tA: tEp"'[El
d’out det’A = (det’Ep)---(det'E;) = (detEp)--- (detE;) = detA
Si A n’est pas inversible, alors ‘A n’est pas inversible également car ces deux matrices ont le
méme rang. Par conséquent, leurs déterminants sont égaux, tous les deux, a zéro. O
Corollaire 5.4.5

Dans le théoréme 4.1, on peut remplacer le mot « colonne » par « ligne. »

Théoréme 5.4.6
Soient n et p deux entiers non nuls. Soient A€ M, (K), Be M, (K) etCe M, ,(K). Alors

A C
‘0 B' = (detA)(detB)

Preuve : On note
e Aj,...,A; eK" les colonnes de A;
e Cy,...,CpeK"les colonnes de C;
e By,...,B, € KP les colonnes de B.
* 0, le vecteur nul dans KP.

X1
0p

Xn
0p

Cp
By

yeosy y

et on définit Vxi,...,x, € K" f(xl,...,xn):det(

G
B |

|

Il est évident que f est une forme n-linéaire alternée sur K" donc il existe A € K tel que

15
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Yxi,..., x, e K" f(x1,...,x,) = Adet(xy, ..., xp)

On évalue cette expression sur la base canonique de K". Il vient immédiatement que

detB=A
donc Vxi,...,x, e K" f(x1,...,x,) = (detB)det (xy, ..., x;,)
En particulier, f(Ay,...,A,) = (detB)det(Ay,...,Ay,) = (detB) (detA)
C’est exactement la formule recherchée. O

5.5 Allons plus loin

5.5.1 Déterminant d’'un endomorphisme

Théoreme 5.5.1
Soient n > 2 et E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € £ (E). Toutes les matrices repré-
sentatives de f ont le méme déterminant.

Preuve: Il suffit de montrer que le déterminant d'une matrice associée a f ne dépend pas du choix
de labase. On se donne donc deux bases # et ¢ de E. On note B et C les matrices de f relativement
aux bases % et € respectivement, et P la matrice de passage de % a €. On sait que C = PBP~! donc

detC = det (PBP™}) = (detP)(detB)(detP~!) = (detPP~!) (detB) = detB O

Définition 5.5.2
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2 rapporté a une base . Si f e Z(E), on
appelle déterminant de f le déterminant de Maty f. Celui-ci ne dépend pas de la base choisie.

Lintérét de cette notion est évident : on peut calculer le déterminant d'un endomorphisme de E
dans n'importe quelle base. Sil’on trouve une base « sympathique », dans laquelle f a une matrice
avec beaucoup de zéros, on s’empressera de travailler dessus pour calculer le déterminant de f.
Le théoréme suivant est trivial, compte-tenu de la définition précédente :

Corollaire 5.5.3
Soient E de dimension finien > 2 et f € £ (E). Alors f est un automorphisme de E si, et seulement
si, detf #0.

5.5.2 Formule de la comatrice

Définition 5.5.4
Soit n > 2 un entier. Soit A€ M, (K). Les déterminants des mineurs de A sont appelés cofacteurs de
A. La matrice ComA, définie par

Vi,jelll;n]l  (ComA); ;= (-1)*/detAli)

est appelée comatrice de A.
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Théoreme 5.5.5 (Formule de la comatrice)
Soit n > 2 un entier. SoitAe M, (K). Ona

(*ComA)A = (detA) 1,

En particulier, VAeGL,(K) Al= ComA
p ’ " © detA

Preuve : On se donne i, j € [[1; n]] et on calcule le coefficient i, j de (‘ComA)A. D’abord, on rap-
pelle que

Vkel[l;n]]l  (‘ComA); ;= (ComA);; = (-1)**detAk)

n . .
donc ((ComA)A); ;= ¥ (~1D)** Ay, jdetAl?
Y k=1

Si i = j, on reconnait le développement de detA par rapport a la i-eme colonne. Si i # j, on re-
connait le développement du déterminant de la matrice A dans laquelle on a remplacé la i-éme
colonne par la j-éme; cette matrice a deux colonnes identiques (la i-eme et la j-éme) donc ce
déterminant est nul. Par suite,

Vi,jelll;n]] ((tComA)A)l.’.:

0 sii#]j
J

detA sii=j

Autrement dit, (‘ComA)A = (detA)I,, O

Cette formule parait tres intéressante pour calculer I'inverse d’'une matrice inversible. Mais...
numériquement, elle est inutilisable. En effet, un calcul de déterminant n x n requiert aux alen-
tours de n! opérations. Cela prend un temps ridicule si n est grand. En revanche, pour les matrices
n =2,3 ou4, il peut étre intéressant d’utiliser la comatrice. Il ne faut, bien stir, pas se tromper avec
'alternance des signes quand on calcule les cofacteurs.

La formule de la comatrice a donc un intérét purement théorique, et elle a effectivement des
applications importantes.

5.5.3 Les formules de Cramer

Les formules de Cramer « permettent » théoriquement de calculer les solutions d'un systeme
linéaire (carré) inversible.

Théoreme 5.5.6 (Formules de Cramer)
Soient n > 2 un entier et A € GL,,(K), dont on note les colonnes A, ...,A,. SoientBe K" etX=A"'B
l'unique solution du systeme linéaire AX = B. Alors
_ detlA; -+ Ay BAiyy - Ay
detA

Viel[l;nll  x;

n
Preuve : Puisque AX=B,ona Y xiAr=B.Doncsii€|[1;n]], on a par linéarité du déterminant
k=1
par rapport a la i-eme variable :

n
det[Ay --- Aj_1 BAj11 -+ Ayl =kZ Xidet[Ay --- Aj_1 Ag Ajyy o Ayl
-1
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Mais si k # i dans cette somme, la matrice dont on calcule le déterminant a deux colonnes iden-
tiques : la i-eme et la k-eme. Donc

det[A; - Aj_; BAjsq - Apl = x;det[Ay -+~ Aj_1 A; Ajsq -+ Ayl = x; detA

B det[A; A1 BAj41 - A

donc Vie[l;n] X;= TotA O
e

Anouveau, il s'agit d'une formule dont I'intérét est purement theorique. Sauf pour la résolution
de systemes 2 x 2 ou 3 x 3, la méthode du pivot est beaucoup plus efficace.
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