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Déterminants

Déterminants

Calculer les déterminants suivants, et donner une expression factorisée si possible. Les
coefficients sont tous dans le corps K. Lorsqu’il y a un symbole en gras, comme x, cela
signifie que tous les coefficients qui ne sont pas écrits sont égaux a x.
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Indications (on note, a chaque fois, A la matrice dont on doit calculer le déterminant) :

¢ D7 : Considérer D; comme une fonction polynomiale et trouver ses racines évidentes.

Dy : La matrice (a;fj)1<;,j<n est de rang 0 ou 1. Faire un changement de base intelli-
gent.

e Dj5 : Ecrire A comme un produit de matrices et utiliser le calcul de D;5.

e Dy4 : Etudier le polynome P = det (A +XJ) ou1 ] est la matrice dont tous les coefficients
sont 1.

¢ D;5: Considérer D;5 comme une fonction polynomiale de la variable a,,.

e Djgestnulsin>3.

Soit A € M,,(C). On note A la matrice dont les coefficients sont les conjugués des coeffi-
cients de A. Montrer que detA = detA.

Soient (a;,j)1<i,j<n des fonctions dérivables sur R. Montrer que la fonction

a1 (x) ay,n(x)
fix— :
an,(x) an,n(x)

est dérivable sur R et exprimer sa dérivée, a I’aide des fonctions (a;, 1<i,j<n et leurs déri-
vées. En déduire la valeur de

1 cosa sina
1 cos(a+b) sin(a+b) avec a,b,ceR
1 cos(a+c) sin(a+c)

E Soit A € M, (K). On considere la matrice B = A —XI,,, qui est a coefficients dans le corps
KX). En utilisant la super-formule :
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1. Montrer que detA est dans K[X], de degré n, noté xa. Calculer ses coefficients de degré
netn-1.

2. Montrer que « on peut remplacer X par n'importe quelle valeur, » c’est-a-dire que

VAeK  xa(A)=det(A—A,)

Soit A € M, (K). On définit

VXeMu(K)  faX) =AX
Calculer le déterminant de fj.
[6] Soient A, B, C et D dans M, (K).

1. On suppose que D est inversible et commute avec C. Montrer que

A B
’C D‘—det(AD—BC)

2. On suppose A inversible. Montrer que
'A B

_ a1l
C D'—detAdet(D CA™'B)

3. Calculer g g en fonction des déterminants de B, C et D.

'S

A
. Montrer que B

i‘ =det(A+B)det(A—-B).
5. On suppose que K = R, et que AB = BA. Montrer que det (A? + B%) > 0.

Si E est de dimension finie non nulle et f € .Z(E) est nilpotent, prouver qu'il existe une
base de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure stricte.

Application : Soient A € M, (K) et N € M, (K) nilpotente, telles que AN = NA. Montrer
que det (A + N) = detA. On pourra considérer séparément les cas « A inversible » et « A non
inversible. »

Soient p, g € N*, distincts. Soient A € M,,;(K) et B e M ,(K). Montrer que det (AB) =0
oudet(BA) =0.
[9] Soit Ae M, (K).

1. Etudier le rang de ComA en fonction du rang de A.

2. Calculer Com (ComA).

3. Montrer que si A est triangulaire supérieure, inversible, alors A~! I'est aussi.

4

. On suppose A antisymétrique, inversible. Que peut-on dire sur n?

Soit A€ M, (K) telle que

VM e M, (K) det(A+M) =detM

Montrer que A =0.
Indication : Considérer d’abord le cas o1 A =],.

Soient A € M, 4 (K) et B€ My, ,(K). Montrer que det (I, + AB) = det (I, + BA).
Indication : Le rang...

Soient A et B dans M, (R). On définit le polyn6me P = det (A + XB). Montrer que degP
est inférieur a rgB.

On suppose K infini. En utilisant le résultat de I'exercice 4, montrer que : si D € M, (K),
alors {A € C| D - AI, € GL,(K)} est infini.
En déduire que le résultat de I'exercice 6.1 reste vrai, méme si D n’est pas inversible.

Soit E de dimension n non nulle, avec une base 4. Soit u € .Z(E). Montrer que

n
Vx1,...,x, €E Y detg (x1,...,Xxi—1, U(Xi), Xj+1,..-, Xp) = (Tru)detgz (x1, ..., Xy)
k=1

Soient A et B dans M, (R). On suppose qu’elles sont semblables dans M, (C). Montrer
qu’elles sont semblables dans M, (R).

Indication : Prendre P € GL;(C), telle que B = P~lAP; a l'aide de ses parties réelle et imaginaire,
construire une matrice Q € GL; (R) telle que BQ = QA.

Soit A un sous-anneau de K. On note M, (A) = M e M, (K) | Vi,je [[1; n]] M; ;€ A}
et on vérifie rapidement que c’est un sous-anneau de M, (K).

Soit M € M, (A). Montrer que M est inversible (dans I'anneau M, (A)) si, et seulement si,
detM est inversible dans A.
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Soit K un corps infini. Soit D € M, (). On définit

VAeK P(A) =det(D—AIL,)

Lutilisation de la super-formule montre que P est une fonction polynomiale de degré n. En
effet, si on note
dijj sii#]

VAEK Vi, jelll;n] ai,j()\)z{d___)\ il
1,1 -

n
alors VAeK (kljl aik,k()\))det(eil,...,e,-n)

PM= X

lgilm-;ingn

n
Pour chaque (iy,...,i,) € [[1; n]]", la fonction kHl a;, x est un polynome de degré inférieur

ancaraj,...,a,, sont de degré 0 ou 1. En fait, le produit est de degré = si, et seulement
si, iy = 1,...,i, = n. Ceci montre bien que P est de degré n.

Alors P a au maximum 7 racines. Mais
VAeK A racine de P < D — Al,, non inversible

donc {A e K | D — Al,, non inversible} est fini avec au maximum 7 éléments. Par suite,

{A € K | D—AI,, inversible} est infini.

On prend maintenant A, B,C,D € M, (K) telles que CD = DC. On note
E={A e K| D-AI, inversible}
et on sait que E est infini. On définit aussi

A B

VAeK C D-AlL,

QM) =

La super-formule montre que Q est une fonction polynomiale. De plus,
VAeK CD-AL,))=CD-AC=DC-AC=(D-AL,)C

L'exercice 5 permet d’obtenir alors que
VAeE  Q(A) =det(A(D-Al,)-BC)

La fonction A — det (A(D — AI,)) est polynomiale sur K. Et elle est égale a Q sur E, qui est

un ensemble infini. Donc elle est égale a Q sur K :
VAekK A =det(A(D - AI,) —BC)
C D-AL, |~ %€ n

En particulier, cette relation est vraie en 0 :

A B =det(AD -BC)

C D

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* avec une base %4 = (ey,...,ey). Soit
u € Z(E). On définit

n
Vxi,...,xp €E  f(x1,...,xp) = X detg(xy,..., Xg—1, U(XL), X41, -+ -5 Xn)
k=1

Il est clair que f est n-linéaire, parce que u est linéaire et det4 est n-linéaire.
De plus, f est alternée. En effet, soient xi,...,x, € E, soient i < j dans [[1; n]] tels que
x; = xj. Alors

n
fx1,..0,x0) =kZ detgz(X1,..., Xp—1, U(XK), Xk41) -+ Xn)
=1

Soitke[[1; n]l.Sik #ietk# j:alors x; = x; apparait en positions i et j. Donc
detg(xy,..., Xp—1, U(XE), Xkt1)---» Xn) =0
Tous les termes dans la somme sont nuls, sauf peut-étre deux :
flx,..,xn) =detgg(x1, ..., Xio1, W(Xi), Xit1, ..., Xn) +detgg(X1, ..., X1, U(X;), Xja1,enes Xn)
Mais comme le déterminant est antisymétrique,
detg(x1,..., Xj-1, U(X;), Xjr1,..., Xp) = —det(X1,..., Xi—1, U(Xi), Xit1,enes Xj=1, Xis Xj41y+0 ) Xnr)

Quand on ajoute les deux, on obtient 0. Donc f(xy,...,x,) =0.

f estune forme n-linéaire alternée sur E : il existe A € K tel que

Vxi,...,x, €E fx1,...,xp) = Adetg (x1,...,Xx5)

En particulier, fley,...,en) =Adetg(ey,...,en) = A

n
Maisonaaussi  f(ey,...,en) = Y detgle,...,ex—1, u(er), €k+1,---r€n)
k=1

Notons A=(ajjhgij<n=Matgu
n
Alors Vkelll;nll  uley) = X a;re;
i=1
et Vke[1l;n] detg(es,...,ex—1, U(€r), €x+1,---) Xn) = Ak

en utilisant le fait que le déterminant est linéaire par rapport a la k-eme variable et alterné.
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Finalement, on a

n
A=f(er,...,en)= Y apr=TrA=Tru
k=1

et Vxi,...,x, €E fxy,...,x,) = (Trw) detg(xy,..., xX,)

Soient A et B dans M, (R), semblables dans M,,(C). Cela signifie qu'’il existe P € GL,(C)
telle que B=P~'AP. On a donc PB = AP.

La matrice P = (p;,j)1<i,j<n st a coefficients complexes. On forme les matrices des par-
ties réelle et imaginaire des coefficients de P : on pose

R=Repijigij<n T=Umpiigij<n

Les matrices R et I sont dans M, (R) et 'on a P = R+il. On a aussi

PB=(R+i)B=RB+ilB AP =AR+il) = AR +iAl

Les matrices RB, IB, AR et Al sont a coefficients réels. Comme PB = AP, on a

RB =AR IB=AI

etil vient VAER (R+ADB=AR+AI)

Notre but est maintenant de montrer qu’on peut choisir A € R tel que R+ Al est inversible.
On définit

VAeC fA) =det(R+AD

La super formule montre que f est une fonction polynomiale. De plus, P = R +il est inver-
sible : cela signifie que f(i) # 0 et f n’est donc pas le polynéme nul. Donc f a un nombre
fini de racines. Et en particulier, il existe a € R tel que f(a) # 0. La matrice Q =R+ al est a
coefficients réels, inversible, et vérifie QB = AQ. Donc B = Q~'AQ.

’ A et B sont semblables dans M, (R). ‘

Soit A un sous-anneau de K. On utilisera plusieurs fois le résultat suivant : si P est une
matrice a coefficients dans A, alors detP est dans A. C’est immédiat par la super-formule.
Soit M € M, (A).

» Si M est inversible dans 'anneau M, (A) : il existe N € M, (A) telle que MN = NM =1,,.
Donc

(detM)(detN) =1

Mais detM et detN sont dans A parce que M et N ont leurs coefficients dans A. Donc
detM est inversible dans A.

e Réciproquement, si detM est inversible dans A, il existe u € A tel que
udetM = (detM)u =1
D’apres la formule de la comatrice,
(‘ComM)M = M(*ComM) = (detM)1,,

Il est clair que ComM est a coefficients dans A (toutes les matrices mineures de M sont
a coefficients dans A). Donc la matrice ©'ComM est aussi a coefficients dans A. Il vient

(u'ComM)M = M(u'ComM) =1,

Donc M est inversible dans M, (A).

’ M est inversible dans M, (A) si, et seulement si, detM est inversible dans A.

Soit ¢ € £ (M,(C)) tel que
VM e GL,(C) ®M) € GL,(C)
On fixe M € M,,(C), non inversible.

1. Notons r =rgM. Comme M n’est pas inversible, r € [[0; n—1]]. Il existe des matrices A
et B, inversibles, telles que

0rn—r I ]
M=A ' B
[On—r,n—r On—rr
_ Orn-r ALy
Alors YAeC AM+AB=A +1,|B
On-rn-r On-rr
M . . Or'n—r AIr . . P
ais pour tout A € C, la matrice +1,, est triangulaire supérieure
On-rn-r On—rr

(parce que r < n—1) avec des 1 sur la diagonale. Donc son déterminant est 1, et elle
est inversible.

Comme A et B sont aussi inversibles, il vient

] VAeC AM+ABeGL,(C)

Dans la suite, on pose P = AB.

2. Posons VAeC fA) =det(@(AM +P)) =det(ApM) + ¢ (P))

La super-formule montre que f est une fonction polynomiale. De plus,
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VAeC AM + P est inversible
donc VAeC @(AM + P) est inversible

et alors VYAeC  f(A#0

Cela montre que f n’a pas de racine. D’apres le théoréme de d’Alembert,

’ f estun polyndme constant. ‘

3. Notons a = f(0) = det (@(P)) la valeur de cette constante. En utilisant le fait que det est
n-linéaire, on a

VAEC*  det(@(M)+A@(P) = Adet A" p(M) + @(P)) = )\”f(%) = a\"

Mais la fonction A — det (@(M) + A@(P)) — aA” est polynomiale (super-formule, en-
core!). Et elle s’annule en tout point de C*, qui est infini. Donc elle est nulle sur C :

VAeC det (M) + A@(P)) = aA™

En particulier, det (@(M)) = det (M) +0 x @(P)) =a0” =0

@ (M) n’est pas inversible.




