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Septieme Devoir Surveillé — Corrigé
Probléeme

Premiere partie : Calculs préliminaires

Soient n € N* et x €]0; ]. On sait que
Vkel[[1;n]l cos kx = Reek* = (¢l%)k
n . n .
donc fn(x)= Y Re elkx = Re( Y (elx)k)
k=1 k=1
Puisque x €]0; 7], on sait que el* # 1 donc on peut utiliser la formule qui donne la somme des

termes d'une suite géométrique :
inx/2

inx elX l—e

Zn:eikx:eixl_e —
k=1 1— eix eix/2 e—ix/2 _ eix/2
. . . . l
o2 1 —elnx i e1x/2 _ el(n+2)x
=e = —
. . x . x
—21sm§ 2 sin 3

Et en prenant la partie réelle de cette expression,
1 -sin¥ +sin((n+3)x) 1
X) == ==(-1+gnlx
a0 =3 sinx/2 18 )

VneN* Vxe]0;n] fn(x)Z%(gn(x)—l)

Il'y a évidemment d’autres manieres de procéder, sil’on n’aime pas les nombres complexes

Par exemple, en utilisant la formule
1
Va,beC sinacosb = E(sin(a+b)+sin(a—b))

Alors, si n € N* et x €]0; ], on a
x I X 1 n 2k+1 1-2k
fn(x)sin—= Y sin—coskx=- ) (sin( )x+sm( )x)
2 k=1 2 2 k=1 2
1 n 2k+1 2k—1
==Y (sin( )x—sin( )x)
2 k=1 2
Lorsqu’on sépare les sommes et décale correctement les indices, il reste
fn(x) s'nx 1(s'n(2n+1)x s'nx)
in—=—|si —sin—
8 2 2 2 2

Ceci permet de conclure, puisque x €]0; 1] et sin% #0.

8o est constante 1 sur ]0; 1] ; donc continue sur |0; 7], prolongeable par continuité en 0 en

posant go(0) = 1.
Soit n € N*. D’apres la question précédente,

Vx€]0; ] gn(x)=2f(x)+1
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Les fonctions x — cos kx sont toutes continues sur [0; 1] ; donc g, est continue sur ]0; 1], pro-
longeable par continuité en 0, en posant

gn(0)=2f,00+1=2(n+1)

gn: [0;1] —R est continue.
sin(n+ %)x _
——— six#0
Xr— sin 5

2n+1 six=0

On peut aussi procéder différemment. Par exemple, si n € N*, on sait que les fonctions
. 1 . X
x—»sm(n+—)x et x—sin—
2 2

sont continues sur ]0; it] et la deuxieme ne s’annule pas. D’apres le cours, g, est continue
sur ]0; it]. De plus,
n+y
8n(x) ~ ——=2n+1
x—0 =
2
Donc g, a une limite en 0 : elle est prolongeable par continuité en ce point, en posant

g,(0)=2n+1.

La fonction g est constante 1 sur l'intervalle [0; 7], donc intégrable et son intégrale vaut .
Soit n € N*. Comme g, est continue, d’apreés la question précédente, elle est intégrable ce qui
justifie I'existence de u,. De plus, a cause du prolongement par continuité, on a

n
Vxe[0;m] gn(X)=2f(x)+1=1+2 Y coskx
k=1
Les fonctions x — cos kx sont continues sur [0; 1] donc intégrables et leur intégrale se calcule par
primitivation :

T 1
Vkel[l;n] f coskxdx:%[sinkx]gzo
0

Par linéarité de I'intégrale, VneN gn=m
(0;m

Cette méthode est la plus simple, mais ce n’'est pas la seule. Par exemple, si n € N*, en
utilisant 'identité

VxeR sin((n+%)x)—sin((n—%)) :ZCosnxsing

ona Vx€]0; m] gn(x)—gn-1(x) =2cosnx

Comme g;,, g,—1 et x — cos nx sont continues sur [0; 7], elles sont intégrables et

I
Up— Up-1 =f gn—f 8gn-1 =f (gn—gn_l):Zf cosnx=0
[0;7] [0; 7] [0;7] 0

La suite u est bien constante.
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Les fonctions x — cos £ —1 et x — sin 5 sont continues sur [0; 7. La deuxieme s’annule en 0

uniquement. Donc on sait que g est continue sur ]0; 7] au moins. De plus,

. -x*/20® X
X o x/2 o

donc g a une limite (nulle) en 0. Pour que g soit continue, cette limite doit valoir g(0).

En posant g(0) = 0, la fonction g est continue.

Les fonctions x — cos = —1 et x— sin 5 sont de classe ¢! sur [0; 7] et la deuxiéme s’annule
uniquement en 7. Donc g est de classe ¢’ sur ]0; ] au moins et

, 1 . x . x 1 X X 1
Vx€]0; m] g(x):(——sm—sm———cos—(cos——l))
(ot x 2 2 2

s 2 X
(04 sin” 5
Faisons quelques calculs de développements limités :
1 . x . x x2 1 . x . x x2 2
—sin—sin_> ~ —— donc —sin—sin— = —2+0(x)
2 x—0 2 (o (0 2 x—0 2«
X X x? X X x? 5
et cos—(cos——l) ~ —-—— donc cos—(cos——l) = ———+0(x9)
2 x x—0 202 2 x x—0 202
, 1 . x . x 1 «x X x> x° ) x? )
Par suite, ——sin—sin— — —cos—(cos— - 1) = —+—+40(x)=——+0(x9)
a o 2 2 2 o x—0 202 4o 402
Enfin '(x) a1
’ EW Z0 T T2ia T o2

Ceci montre que g’ a une limite, égale a —iz, en 0. Comme g est continue sur [0; 1], ¥ Lsur]0; 7,
x
le théoréeme de continuité de la dérivée assure que

g est de classe ¢! sur [0; 7).

Deuxiéme partie : Etude d’une suite

Soit n € N*. Les fonctions f,, g, x — cosZ et x — sin(n + 1)x sont continues sur [0; 7],
d’apres les questions précédentes et le cours. Donc x — f,(x)cosy et x — g(x) sin(n + %)x
sont continues et intégrables sur [0; mt]. Ceci justifie I'existence des suites (X;) nen* €t (Vn) nen+-
De méme, on montre sans probléme que v est bien défini.

On sait que la fonction g est ¢! sur [0; nt], d’apres le choix fait 4 la question I.2.a. Donc g et g’
sont continue sur cet intervalle fermé, et bornées d’apres le cours. On prend un réel M qui majore
|g| et |g’| sur cet intervalle.

Soit n € N*. Les fonctions g et x — —2n2+1 cos (n + %)x sont de classe € sur [0; 1], grace a la
question L.2.b. On peut donc utiliser le théoréme d’intégration par parties :

fon g'(x)cos (n+ %)xdx

2 |50 S
Vy = — X) COS n+—)x] +
A ( 2)71x=0  2n+1

___Z (n)cos(n+l)n+ 2 fﬂ '(x)cos(n+l)xdx
T Tonr18 2 on+1ly € 2
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D’apres I'inégalité de la moyenne,
1 , 1
‘ g (x) cos(n+§)xdx‘ <Mmn
0
Donc en utilisant I'inégalité triangulaire, il vient

Uyl < ——
|”"\2n+1

Il existe A>0telque VneN* |v,| <

2n+1"

Soit n € N*. On a (question I.1a.) :

Vrel0iml  fal0= Lol guty = 114 L2
x€]0; 1t X ==(—-1+g,(x :—(— +_—)
f 2 &n 2 sm%
. 1
X x cosisin(n+3)x
donc Vx€]0; 7 2fn(x)cos— = —cos— + = ,(x 2)
o a sin§
x (cosZ—=1+1)sin(n+31)x
gy Leost 1 s
a sin¥
x sin(n+3)x
=-—cos=+———+ g
a sin £

2
2f, (x)cosf——cosj—c+ (x) + (x)sin(n+l)x
" o o &n & 2

Compte-tenu des prolongements par continuité de g et g, faits aux questions précédentes, cette
relation se généralise a [0; t]. Comme les fonctions a droites sont toutes continues, on peut utiliser

la linéarité de l'intégrale et le théoreme fondamental de ’analyse :
1

b X X
2Xn:f fn(x)cos—dx:—f cos—dx+ 8ntUn
0 x 0 x [0;m]

. X]Xx=m
:—(x[sm—] +n+ vy
xlx=0

a . m T
Par suite, VneN* X,=-—sin—+—+—
2 a 2 2

Soit n € N*. Comme les fonctions x — cos kx sont toutes intégrables, on a
1

L n 1 n bl
Xn:fo fn(X)Cosgdx:;;fO COSkxcosgdnglgif() (cos(k+é)x+cos(k—é)x)dx

D’apreés le théoreme fondamental du calcul intégral et par continuité du cosinus,

1 n . 1 a 1y 1x=n « n (sin(k+i)n sin(k+2)n
X”_§k§1[1+aksm(k+&)x_(xk—lSm(k_&)xxzo_zkgl( 1+ak 1-oak )
a ., mn 1 1
Xn_581n&k§1(1+0(k+1—0(k)
" N n 1 1
vneN Xn = sm(xkgl(lﬂxk l—ak)
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Troisieme partie : Calcul de I(«)

IIL.1 | D’apres le théoréme fondamental du calcul intégral, la fonction F est de classe ¢! sur R,
parce que t— ﬁ est continue sur cet intervalle. De plus,

VxeR, F(x) =

1+ x©

Toujours a I'aide de ce théoreme, les fonctions ® et ¥ sont bien définies et de classe €' sur
10; 1], parce que ¢ et W sont continues sur |0; 1]. De plus,

Vx€]0; 1] d)(x):—f () dt \I’(x):—f w()dt
1 1

. xP-1 , xP
donc Vx€]0; 1] ®(x)——tp(x)——1+x ‘I’(x)——w(x)——m

I11.2.a| On a calculé F’ a la question IIL1 et on voit qu’elle est positive sur R,. Donc F est crois-
sante. D’apres le théoreme de la limite monotone,

lim F(x) existe dans R.

X—+00
II1.2.b|On a Vie[l; +oof 0< <1 +¢¥
1
donc Vtel; +oo < —
1+« t«

Soit x > 1 fixé. Les fonctions ¢ — ﬁ etf— t% sont continues sur [1; x] donc intégrables sur
cet intervalle ; d’apreés 'inégalité ci-dessus et le théoreme fondamental du calcul intégral,

fx dt <fxdt_[ 1 1 t=x 1 ( 1 1)_ 1 (1 1 )
L 14+ ) o - el li=1 01—l xa-l T a-1 xo-1

On rappelle que a > 1 donca—1>0d ou

fx dr - 1
1 1+t0‘\(x—1

*odt 1 de X dt
Enfin, F(x) = = +
o 1+1t¢ o 1+ t“ 1 1+«

1
d’ou Vx > 1 F(X) < F(l) + ﬁ

Ainsi, F est majorée sur [1; +oo[. Donc sa limite en +oo est finie.

lim F(x) existe et est finie.
X—+00

1
II1.3|Ona Vite]0;1] o<1+t donc ogmgl
Pl
Par suite, Vtelo;1] @)= — < P!
1+¢
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On fixe x €]0; 1]. Les fonctions ¢ et t — P=1 sont continues (donc intégrables) sur [x; 1]; d’apres
I'inégalité de la moyenne et le théoreme fondamental,
iy

1 1
O (x) = tdtgf P lde=|—| = <
) fxcp() i 5l <5

La fonction ® est donc majorée. Mais on a vu que sa dérivée sur ]0; 1] est —p, qui est négative;
donc @ est décroissante sur ]0; 1]. D’apres le théoreme de la limite monotone,

=1 1-xF 1
<

’ ® a une limite finie en 0. ‘

Soit a €]0; 1[. On considere la fonction

u: 10;1] —10; 1]
t— Vo =P

u est de classe € sur ]0; 1], a valeurs dans ]0; 1] et
Vtelo;1l  d®=pt® ul=1 w@=a

D’apreés le théoréeme de changement de variable,
L dr *M  dg L Pt
f :f :f S dr=paa)
a 1+t(x (p(ao()1+t(x a% 1+t

1
Yac]0; 1] f de =pD(a”)

a 1+1%
. - o . bodr :
D’apreés le théoréeme fondamental du calcul intégral, on sait que a — T g0 est continue sur
a
[0; 1] donc
, fl dr fl dr

lim =

a—0J,; 1+ 1% o 1+1%
Mais on a aussi lirr(l) a*=0 lir% d(x)=J(P)

a— X—

donc par composition des limites, lin}) ®(a*) =J(P). Ce qui fournit bien
a—

fl ST

o 1+t¢

m Soit A €]1; +ool. On utilise a nouveau le théoreme de changement de variable, cette fois
avec la fonction

u: [1;+oo[ —10; 1]
t—s V=P

Cette fonction est classe ¢!, a valeurs dans ]0; 1[ et
Vie(l; 400l u(@®=-ptP T  wul)=1 u@AH=A

A dz— u(A_"‘) dl- A& l—l—ﬁ 1 t—ﬁ
Par suite, f :f = —f P dr=p ——dr=¥YA™Y
1 u 1

1+t @ 1+ 1+¢71 Ao l+t
, A dt o
Conclusion : VA>1 =Y (A ™™
1 1+«
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Fixons a nouveau A > 1. D’apreés la relation de Chasles,

A dr A dr 1 dr 1 dr
= - =F(A) —
1 1+X 0o 1+« o 1+« o 1+«

A 1
donc lim de :I((x)—f de

A—+ooJ; 1+ t% o 1+1%
D’autre part, lim A™=0 et lim ¥ (x) = K(P)
A—oo x—0
donc par composition des limites, Alim YA =K(@P)
—00
1
Finalement, I(e) - 5 =PK®)

Soitxe]O; 1[.Ona

Vel 1l Qult)=0p(0) 1= ¥ (—1)krk+h-l
k=0

Les fonctions t — (—1)*t**P~1 sont toutes continues (donc intégrales) sur [x; 1]. D’apres la rela-

tion de Chasles et le théoreme fondamental,

1 n " 1k+[’) ) n tk+[3
(Hdt = (=D t dr =
fx P Y v f > [izpls

1 k]‘ x B
Tous calculs faits, f Qn()dt= Z( 1) n
X
1 1-— xk+l—ﬁ
De la méme maniere, fwn(t)dt—Z( 1)’C
x k+1-f

Sike[[O;n]],onak+[?)>00arf):éeta>0donc

lim xk*P =0
x—0

D’apres le théoréme d’addition des limites et la formule obtenue a la question précédente,

i [ d n o (-1k
t)dr te et t
lim i @ (1) dt existe et vau kZO e

De méme,si k€ [[0; n]l,onak+1—-p>0car0<p <1puisquea>1. Dou

lim x*+1-P =0
x—0

i ! dr ex no (=Dk
et 1m t t existe et vaut _—
X0 an() k§0k+1_ﬁ
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[IIL6.a|Soient n e N et t € [0; 1]. Alors — ¢ # 1 et 'on sait que

n 1_(_t)n+l
k
on()=Y (- = ————
n(t) ]EO( ) T+t
1 tl’l+1 .
donc o t——‘:—<t”+
n(?) 1+l 1+¢

VneN Vte[0;1]

1
Un(l‘)—m’ <

IIL6.b |On fixe x€]0; 1[et neN*.Ona

Vie[x;1 t fH=0,)P! 7 t 1 P-1
€[x;1] @n(t) — (1) = 0pu(1) —m_(o'n()_m)
d’ou Vielx;1]  l@n(t) =) < "1 Pl = (Pt

Parce que ¢, ¢ et P71 sont continues (donc intégrables) sur [x; 1], I'inégalité de la moyenne et la
croissance de I'intégrale fournissent

tn+ﬁ+1 n+p+1 1

r=1=1%
t=x n+P+1  n+P+1

1 X
_ P+n N
L(wﬁﬂ wUDd4<1;t dr [n+ﬁ+1

En utilisant la linéarité de l'intégrale,

1

f)dt—d(x ‘ {——-

fx @n(t) (x) nrprl
1

Cette inégalité est vraie pour tout x, et on sait que lin}) f Pn(1)dt et @(x) existent et valent J, () et
X=UJx

J(B). D’apreés le théoréme de passage a la limite dans les inégalités,

- <
() -JP)I < nr14p

Mais cette inégalité est vraie pour tout entier n. Le théoreme des gendarmes permet de conclure
que

nlgglo ] (P) existe et vaut J(3).

Soit n € N*. On a vu a la question IIL.5.b que

n (-DF no (-1F
Jn(B) = et KiP)=2X ——
n® k§0k+ﬁ n® k§0k+1—ﬁ
On fait un petit changement d’indice dans la somme qui donne K, (f) :
n+l (—1)k
Kn(P) =—
n(P AElk—ﬁ

et on calcule J,(8) + K, (), en se rappelant que § = é :
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n (=Dk  n+1 =Dk
k=1 k+5 k=1k—
no(-DF onal (=DF
_akgo(xk+l _akglak—l
n 1 (-1«
= —1nk
a+ak§1( ) (1+ak+1—(xk)+1—(x(n+1)
Al'aide de la formule obtenue a la question 11.4,
-D"la  2X,
K =
In(ﬁ)“‘ n(f’) a+1—(x(n+1)+sin§

VYneN*

Il est temps de recoller tous les morceaux. D'une part, on a vu que
lim J,(®)=JB)  lim K, () = K@)

lim (J,(B) +Kx (B)) =J(B) + K(B)

donc

D’autre part, on sait que

. 1 T
lim X,, = —(n - (xsm—)
n—oo 2 (04

"o 2X,
+ = )
Slna

donc JB) +K(P) = lim Jn () +Ka(P)) = lim ((x+ 1-a(n+1)
m—asinZ L
B sinZ

=a+
inX
sin |

On garde cette formule de c6té; on se rappelle que (questions III.4.aetb) :
1ode
K@) =1(a) -
PR =1~ [ 5

L d¢

1
I(o) =BJP) +K(P)) = o sin X

Par suite,

. X de 7
I(x) = lim =—
x—+o00 Jo 1+ % asin g

On a gagné!



