Mathématiques Supérieures Quatrieme devoir surveillé — Corrigé
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Premier probléeme
[1.a|On sait que e’ =, +t+o)
donc el—1 ~ t
t—0
t ta
et r) ~ —1
fa(® t—0 t t—0

Donc fy a pour limite 1 en 0:

’ fa est prolongeable par continuité en 0, en posant f(0) = 1. ‘

ra

te
[1.b|Ona VIER"  ful)=——#0
et fx(0) = 1 £ 0. Donc on peut définir la fonction L % sur R et
e [
VieR _ " e ! §it#0
fal1) 1 sit=0
Soit n € N. On sait que
t ntl tk n+1
-1 =Y —+o(t
© l’—>0 kzl k! o )
el—1 n+l ph-1
donc Y —+0(t”)
4 f—’ok 1
n tk ;
= +o(t
t—0 kZ::() (k+1)! (5

ta

(0). La fonction t — e~ ** aussi. D’ou

1
— est définie sur R et aun DL en 0 a tout ordre.
[0 4

Comme la fonction + 7 aunDLen 0 a tout ordre, et qu’elle n'est pas nulle en 0, on en déduit
que

fa=——aun DL en 0 a tout ordre.

Par définition, By (a) est le terme de degré 0 du DLy (0) de f,. Mais on a vu que fy ry 1 donc

falt) = 1+0()

Tl vient
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el -1
On sait que VieR* " fo(t) =e™
Soit n € N. La partie principale du DL, (0) de fy est
n B
pP= Z k() Xk
k=0 k!

Celle du DL, (0) de t — ett'l est

n Xk
B ,EO (k+1)!

D’apres le cours, la partie principale du DL,(0) de ¢ — ett_l

degré n. Mais

fa(2) est le polynome PQ coupé au

PQ), = - (ijQk-j)XkZ s (§ Bj(a) 1 ) k

k=0'j=0 k=o0'‘j=0 Jj! (k+1-j)!
nok o (k+1) Xk nok o k
— —— 7 B — B -
L T ) & B G B ) ey
D’autre part fa = fa—kt’% (t"
autre part, e I:O =, Il 0

Par unicité du DL,,(0) de ¢ — ett_l fa(1), on peut identifier les coefficients de degré n :

Lol B o
(n+1)!j§0 T Bj() = -
n .
donc > CleBJ-(a) — Do
j=0

Enfin, n était un entier quelconque donc on a en fait montré

n+1

n .
VneN Y C/  Bj@=n+a"
j=0

Cette formule se récrit

n+1

n-1 .
VneN*  C", By =n+Da"- ¥ C  Bj@
j=0

1 n»n-1 .
ou encore VneN* By)=a'——— ¥ C]+1Bj((x)
1 j=o n

Ceci permet de calculer les (B, (a)) ,en par récurrence, puisqu’on connait By (a), qui est égala 1. On
obtient :

| 1
Bl((")zo‘_ECzBO(O‘):O‘_E

1 1 3 1
. g 1 —a?-= S [ Z
Bo () =« 3((IgBO(O()+(13B1(0()) x 3(1 + 3« 2) o —o+ 5

On donne directement le résultat pour Bz (a), B4 () et Bs(a) :
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2

By(o) = — o 4 &
ST 2 2
B4(0():0(4—20(3+0(2—i
30
Be (o) = o 50(4+50(3 I
ST 2 '3 6
| 1.f]|Soit neN*. Ona
((X+1)t te(xt te(xt
VteR* 1) — fu(t) = — = el —1)=rte*
fart (D= fald) = o = = = T (e~ )
n—l(xkl‘k 1
donc fan = fa®) = o T ——+o(" ™)
=0 ;2o k!
n—lak[k+1
= + n
t—0 kgo k! o(r)
n ok-1sk

— n
o & =y TOU

Bula+1)—By, (o)
n!

Mais le terme de degré n du DL, (0) de fy+1 — fo €St aussi t". Par unicité du DL,,(0),

By(a+1)-B,(a) o'
n! B (n—1)!

Comme 7 était quelconque, on a prouvé

VneN*  B,(ax+1)-B,a)=na™!

On a montré a la question 1.d que

n+1

1 n-1
VvneN* VaeC B@=a"-—— Y CF Bi(a)
n+1 =g

Comme By est la fonction constante 1, une récurrence immédiate prouve alors que

’ Pour tout n € N, B;, est une fonction polynomiale a coefficients dans Q, de degré n.

On continue a utiliser la formule de la question 1.d :

n—-1

k
2 G B

VneN* B,=X"-
n+1 =

On dérive pour obtenir

* I n-1 1 nol k /
VneN B,=nX"-——3% C s

n+1k:O n+1
Bu i1 5k B,
n nn+1) g "
Mais on calcule que
n+1)! n+1 n! n+1
vneN n>2 Vke[l;n-1] Ck (n+ 1P _ ck-1

T e l-k) .k k-Dln—-k+1)! k"
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B 1 n-lp+1 B}
donc VneN n>2 —n_xn-l_ ck-1pg/ —xn-1_ Ck 1
n nn+1) kgl k" Ok E k

On ne tient pas compte du terme en By, simplement parce que By =1 et B; = 0.

Un changement d’indice dans la somme donne
/

n 1 1 ol k+l
VneN n>=2 — =X""1-= C
n n "k+1
B’ 1 n B/
ou encore VneN* el _xn - Y ck, kol
n+1 n+lio " k+1
BI
(4] On définit VneN  P,=-—"L
n+1
On sait que VneN* B, Z ck, Bk
* n-l k
et VneN Pn:X”—ganPk
n-1
donc VYneN* Bn—Pn:—kZOC’le(Bk—Pk)

Donc pour chaque n € N, B;, — P, est combinaison linéaire de By — Py,...,B;-1 —Pj_1.
Mais on vérifie facilement que :

P—Bll—l—B P_B'Z_ZX—I_X 1 3
o=7=1=h 1= =5 = 5 = b1
donc Bp—Pp=0 Bi-P;=0

Par une récurrence immeédiate, les (B;, — P,;) ,en sOnt tous nuls.

/

vneN -,
n+1

Cette formule permet de vérifier que les calculs faits a la question 1.e sont corrects puisque

By =1
1 !
B =X-2 B =1
2 1 /
By =X*-X+2 B, =2X-1=2B,
; 3X* X , ) 1
B3 =X’-—+= B, = 3X*-3X+ - =3B
2 2 2

1
By=X‘-2X3+X? - — B = 4X® - 6X? +2X = 4By
30

1
Bs=X"-—"—+"—-=  BL=5X*-10X3+5X?--=5B,
5 6
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Soient m, n € N*. On utilise le résultat de la question 1.f:
VkeN Bu+1(k+1)—B,1(k)=(n+1)k"

m m

Par suite, kZ (n+ k" = kZ (Bn+1(k+ 1) _Bn+l(k)) =Bps1(m+1) —By,41(0)
=0 =0
ot g K" = Bu+1(m+1) —By41(0)
k=0 n+1

En particulier,

m B 1) —B5(0 1

Y k= stm+ 5) 5000 _m+ (6(m+1)*-15(m+1)3+10(m+1)? - 1)

k=0

Deuxieme probleme

Soit f € T,. Il existe des réels ay,...a, et by, ..., b, tels que

n
VxeR f(x)=ap+ Y (arcoskx+ bysinkx)
k=1

1 . . i .
On rappelle que VxeR cosx = E(e”‘ +e™) sinx = —E(e”‘ —e™

1 2n . 1 n )
donc VxeR  f(x)=ao+= Y (ar—ibp)e** += ¥ (ar+iby)e k>
2 k=1 2 k=1
—-inx ] n . n .
= 5 (zaoelnx+ y (ak—ibk)el(n+k)x+ y (ak+ibk)e1(n—k)x)
k=1 k=1

—inx

. 2n . n-1 .
flx) = (Zaoe‘”x + Y (@pep—ibr_p)e® + ¥ (ap_j + ibn_k)e‘kx)
k=n+1 k=0
1,n-1 2n
Enposant |P= E(kzo(a”_k +ib, )Xk +2aX" + X (@ ibk_n)Xk) € Cop[X]
= =n+
on a bien VxeR  f(x)=e "*P(el¥)

Soit f € T, ; on suppose qu’il existe xy, ..., X2, dans [0; 2n[, distincts deux-a-deux, en lesquels f
s’annule. D’apres la question 1, on peut trouver P € C,,[X] tel que

VxeR  f(x)=e "*P(e)
En particulier, Vke[[0;2n]] P(el™*) = e f(x;) =0

La fonction ¢ — e! est injective sur [0; 21t[. On en déduit que les (€**)o<r<2, sont 272 + 1 racines
de P, distinctes deux-a-deux. Comme degP < 2n, c’est que P est le polyndme nul. Par suite,

’ Si f € T, s’Tannule au moins 27 + 1 fois dans [0; 27|, alors f est la fonction nulle.
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On rappelle que si x,y € R et e = el?, alors e*™¥) =1 : il existe k € Z tel que y = x + 2km.
Ceci assure l'injectivité de t — €'’ sur n'importe quel intervalle de longueur 27.

Soit f € T},. Les fonctions sinus et cosinus sont "> sur R donc f est € sur R. De plus, il est
facile de vérifier par récurrence que toutes les dérivées de f sont 2n-périodiques.

En effet, en notant t I'application t — t+2mw, on a f = f o1 parce que [ est 2n-périodique.
Comme f et T sont dérivables sur R, on peut écrire f' = v’ x f'ot = f'ot. Donc f’ est 2n-périodique.
Etc, la récurrence est triviale.

SipeN, f (P est continue sur l'intervalle fermé borné [0; 27]; donc elle est bornée sur cet
intervalle et atteint ses bornes. En particulier, il existe a € [0; 27t] tel que

vxelo;2nl  IfP@)I<IfP ()
Mais elle est 2nt-périodique donc
VxeR  [fP ) =P (x-2n[£])| <IfP @)

Ce qui prouve que f” est bornée sur R et que || fP|| < |fP)(a)|. Mais par définition de || f*’||, on
aaussi | P (a)| < | fP]. Ainsi,

Toutes les dérivées de f sont bornées et si p € N, il existe a € R tel que | fP) (a)| = || fP].

Il est clair, d’apres la définition, que T, est un R-espace vectoriel : plus précisément, c’est le
R-espace vectoriel engendré par

{x— coskx|kel0;n)}u{x—sinkx|kel1; nll}
Il vient
De plus, VxeR S'(x)=If"llcosnx— f'(x) S"(x)=-nl|fIIsinnx— f"(x)

En particulier, SO=If1-f =0 §"0)=-f"0)

Comme f'(0) = Sup| f'l, on voit que f’ admet en 0 un extremum local. Donc f”(0) = 0.
R

5'0) =5"(0) =0

m Posons Vkez Xk = @k+n
2n
de sorte que Vke[0;2n-1] X €]0; 27|
et VkeZ sinnxk:sin(g+k7r) =(-Dk
A =Dk )

Alors VkeZz S(xp) =(=1) 0 —flxi) = T(Ilf | = (=D*nf(xk)
On rappelle que If'll>n et VxeR [f(x)<1
donc VxeR  [If'l-(=D*nfx)>0
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et VkeZ  S(xr_1)S(xp) <0

Comme S est continue sur R, le théoreme des valeurs intermédiaires assure que pour chaque k € Z,
il existe yy €]xx—_1; xx[ tel que S(yx) =0.

De plus, les (yx) kez sont deux-a-deux distincts parce qu’ils forment une suite strictement crois-
sante : en effet,

VkeZ  Xg-1 <Yk <Xk < Vik+1 < Xk+1

On a donc déja trouvé au moins 2n — 1 zéros de S dans ]0; 2n[ : il s’agit de y1,..., y25—1, qui sont
tous dans ] xg; X2,,—1[. Il nous en manque un. On sait par exemple que
| |
—ﬁ:x_1<y0<x0:§
e Siyp>0,onagagné:S s’annule au moins 27 fois dans [0; 2n[, aux points (yx)o<k<2n—1-
e Sinon, c’est que
U U
—§<y0<0 donc 2ﬂ—§:x2n_1<2n+y0<2n
Comme S est 2n-périodique, elle s’annule aussi en yy + 2m € [0; 2n[. Elle s'annule donc au
moins 27 fois dans [0; 27|, aux points (yx)1<k<2n—1 €t €n Yo + 2.

’ S s’annule au moins 2n fois dans [0; 27t|[. ‘

[4.c|AT'aide du théoréme de Rolle, on obtient immédiatement que S’ s’annule au moins 21— 1 fois
dans ]0; 27t[. Mais comme on a vu que S'(0) = §'(2n) =0,

’ S’ s’annule au moins 27 + 1 fois dans [0; 27]. ‘

Le méme argument marche encore : d’apres le théoréme de Rolle, S” s’annule au moins 2n
fois dans ]0; 2nt[. Mais on a vu que S”(0) = 0 donc

’ S” s’annule au moins 27 + 1 fois dans [0; 27|. ‘

Comme S” € T, et s’Tannule au moins 27 + 1 fois dans [0; 27[, la question 2 assure que S” est
la fonction nulle sur R. Donc S’ est une fonction constante ; comme S'(0) = 0, c’est que S’ est la
fonction nulle sur R. Par suite,

] S est constante sur R. \

Mais on a déja observé, par exemple, que S(xp) > 0 et S(x;) < 0. C’est une contradiction.

’ () est fausse.‘

@ Soit f€T,.Si|lfll =0, alors f estla fonction nulle donc f” aussi et'on a
If l=0<nx0=n|fl
Supposons donc que || f]| > 0. On sait (question 3) qu’il existe a et b dans R tels que

If@I=1f1 1 ®dI=1f1
On considere alors la fonction g définie par :

fx+Db)

VxeR ===
xeR e =T0n

avec € = signe (f'(b))
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Alors g est aussi dans T, : si ay, ..., an, by,..., b, sont des nombres réels tels que

VxeR fx)=ap+ i (arcoskx + by sin kx)

k=1
n rapcoskb+ bysinkb —agsinkb+ bycoskb .
alorsVxeR glx) = coskx+ inkx
||f|| kgl( el fll el fll )
b
De plus, VxeR lg(x)| = |f(x+ ) <1 et lgla—b)| = (@) =1
||f|| (WAl
donc | gll = 1. Enfin,
f'(x+b)
VxelR "(x) =
& 171
If (b)| IIf'II
et '(0) = =gl
& TIRd

Autrement dit: g € Ty, gl = 1 et g'(0) = [|g’[l. Comme () est fausse, c’est que |g'|| < n. Donc

I < nllfIl.

VFeT, If1<nlfl




