Mathématiques Supérieures SIAE

Trigonalisation simultanée d’endomorphismes nilpotents

Partie 1 : Généralités sur les endomorphismes nilpotents
Soit u € .Z(E), nilpotent, d’indice d. Par définition,
d=Min{keN | u* =0}

donc u = 0 et u%~! # 0. En particulier, il existe x € E tel que u%"(x) # 0. Montrons que
(x, u(x),..., u%1(x)) estlibre : soient Ay, ..., Ag_1 € K, tels que

d-1
Y Aeuf()=0
k=0

On suppose que (Ag,...,Aq-1) # 0 etonnote m < d —1 le rang du premier A qui n’est pas nul :

m=Min{ke[[0;d—-1]] | Ax #0}

d-1
Alors Y MuF(x) =0
k=m

d-1-m

On compose par u pour obtenir :

d-1
Z )\k uk+d—l—m(x) =0
k=m

Maissi k> m,onak+d—1-m>d—1donc u**4-1-™ = 0, Par suite, tous les termes de cette

somme sont nuls saufle premier et il vient A, u4~1(x) = 0.
Mais u%~1(x) # 0 donc c’est que A,, = 0. Ce qui fournit une contradiction.

Il existe x € E tel que (x, ..., u%"1(x)) est libre.

On en déduit que d = dimVect (x,...,u% ' (x)) <dimE=n

Lindice de nilpotence de u est inférieur a la dimension de E.

Une récurrence immédiate montre que pour tout k € [[0; 1]}, on a uX(V,) < V, ;.
En particulier, " (E) = {0} donc

u est nilpotent

0 a2 -+ ain

S . 0 O - : . . . L.

A présent, soit A = une matrice triangulaire supérieure. On note
: . aAn-1,n
0 e 0 0

u 'endomorphisme de K” qui a pour matrice A dans la base canonique (ey, ..., e;). On sait
que les colonnes de A sont les vecteurs u(ey),..., u(e,). Donc

Trigonalisation d’endomorphismes nilpotenti



Mathématiques Supérieures SIAE

0 sii=1
. N=J i-1
Vkell;nl u(e;) Y apie; sii#l
k=1
Autrement dit, Vkell;n] UVi) € Vi

Ceci implique que u est nilpotent. On a donc u” = 0. Mais A" est la matrice de u”" dans la
base canonique. Donc A" = 0.

‘ Une matrice carrée triangulaire supérieure stricte est nilpotente.

Soient m e N et x € Keru. Alors
u™(x) = u(™(x)) =u0)=0
donc x € Ker u™*!, ce qui montre que Ker ™ < Ker u**!. Alors
{0}cKeruc---cKeru'cKeru? =E

1l reste 2 montrer que toutes ces inclusions sont strictes. On sait que Ker u?*! = E puisqu'’il
contient Ker u¢, qui est égal a E. Par suite, I'ensemble

A= {keN|Keru" =Keru*1}
n’est pas vide. Si p € A, montrons que p + 1 € A. On sait que

Ker u? = Ker u”*! c Ker uP*?
Maintenant, soit x € Ker u”*2. On a

0=uP(x) = uP*! (u(x)
donc u(x) € Ker uP*!. Mais cet ensemble est égal a Ker u”, donc
0=u”(ux) =ul*(x)

ce qui montre que x € Ker u”*!. On a bien Ker uP*! = Ker uP*? :

VpeN pPEA = p+1€eA

On note pg le plus petit élément de A. Si pg < d, on a
Ker uPo = Ker uP*! = ... =Keru® = E

donc u”° = 0. Ceci contredit le fait que d est 'indice de nilpotence de u. Donc py = d et

Vke[[0;d—1]]  Keru® C Keru®+!

ou encore Keru® CKeru' C--- CKeru? =E
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L'existence d'une base qui a les propriétés voulues peut se faire par récurrence sur I'in-
dice de nilpotence de I'endomorphisme. On définit, pour tout entier d, la propriété & (d) :
«Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, notée n # 0. Soit u € .Z (E), nilpotent, d’in-
dice au plus d. Alors il existe une base (ey, ..., e;,) telle que

Vke[2;n] u(Vect(ey,...,er)) c Vect(ey,...,er-1) et u(e;) =0 »

e (1) estvraie: Si E est de dimension finie non nulle et u € .7 (E) est nilpotent d’'indice
1, cela veut dire que u est nul. Alors n'importe quelle base de E convient.

o Z(d)= Z(d+1) :Soit d un entier non nul, tel que &(d) est vraie. On se donne un
[K-espace vectoriel E, de dimension finie notée n # 0. Soit u € .Z (E), nilpotent d’'indice
d. On sait alors que

Ker u? c Keru*!' =E
On remarque que Ker u? est stable par u, puisque
vxeKeru®  u(u(x)=u(x)=0

On peut donc définir 'application

d d

_ Keru® — Keru
i:
X — u(x)
et i est un endomorphisme de Ker u4. De plus, i est nilpotent :
VxeKeru?  a%x)=ut(x)=0

Et, comme Ker u?~! C Keru¢, il existe x € Ker u® tel que u%~!(x) # 0 donc @4~ (x) # 0.
Ceci montre que i est d’'indice exactement d.
D’apres Z(d), il existe une base (ey, ..., e,,) de Ker u telle que,

Vkel[l;m] u(Vect(ey,...,er)) = iil(Vect(ey,...,er)) c Vect(ey,...,€1-1)

et u(ey) =1i(e;) =0

Comme Ker u? C Keru®*! = E, on compléte utilise le théoréme de la base incompléte
pour compléter (ey,...,e,;) enune base (ey,...,emn, €m+1,--., e,) de E. Et on voit que

Vkem+1;nll  uuler) =uler)=0 dou  ulep) € Keru?
Par conséquent,
Vke[m+1;nl] u(Vect(ey,...,er)) < Ker u? =Vect(ey,...,e,) < Vect(ey,...,e_1)

Ceci acheve de démontrer & (d + 1).
e Conclusion : #(d) est vraie pour tout entier d, ce qui répond a la question.

Une fois qu’on a construit une base % qui vérifie ces propriétés, on voit que la matrice
de u dans & est triangulaire supérieure stricte.
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Soient Z une base de K? et u, v deux endomorphismes de K?, tels que

1 0

0 0
Matg(u) = 0 0 et Matgz(v) = 10

Notons A et B ces deux matrices. Supposons qu'il existe une base %’ de K? dans laquelle les
matrices de u et v sont triangulaires supérieures strictes. Par exemple,

0 « B
00 0 0

Le produit de ces deux matrices est nul donc uv = 0. Mais AB # 0 donc uv # 0. C’est une
contradiction.

Matg (1) =

et Maty (v) =

avec o,p e K\ {0}

Il n’existe pas de base dans laquelle les matrices de u et v
sont toutes deux triangulaires supérieures strictes.

Il est facile de montrer, en utilisant la formule de multiplication des matrices par blocs
et une récurrence, que pour tout entier n, M" est de la forme

A" %
0o D"

Si M est nilpotente, d'indice d, on voit donc A% = 0 et D = 0 donc ces matrices sont toutes
deux nilpotentes.

Si A et D sont nilpotentes, on prend un entier n tel que A” =0 et D" = 0 (par exemple le
maximum des indices de nilpotence de A et D). Alors M” est de la forme

0 %

n_
M_OO

Elle est triangulaire supérieure stricte, donc nilpotente d’apres la question 1.2. Donc M est
nilpotente.

M est nilpotente si, et seulement si, A et D sont nilpotente.

Soit 7 un entier non nul. On note
1

[1---1]€My,,(K)

A= 1 eM,1(K) et B

Il
o

On remarque que AB=| - : et BA
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donc (AB)? = (AB)(AB) = A(BA)B =0

La matrice AB est nilpotente (d’'indice 2) et n’a aucun coefficient nul.

Partie 2 : Le théoreme d’Engel

2.1 Soient E un K-espace vectoriel et u € .Z(E). 1l est trivial que ad, est linéaire, d’apres le
fait que .Z(E) est un anneau et parce que u est linéaire.
Par une récurrence immédiate, on montre que

n
VneN Vfe ZE) ad'(f)= Y (1) Ckukfur-*
k=0
Supposons maintenant que u est nilpotent d’indice 7. Alors

2n-1
VieZE®)  ad"'(f) = p3 (-DkCk  uk fupn-1-k
=0

= Zg;(_l)kcécn_l uk fu2n-1-k +2k"§_:(_1)kcécn_l uk fu2n-1-k
Mais Vke(0;n—1]] 2n-1-ke[n;2n-1]
d’ott Vkel[0;n—1]] u? k=0
De plus, Vkeln;2n-11 uf=0

Ceci montre que ad>" ! (f) = 0 pour tout f € .Z(E).

‘ Si u est nilpotent, ad,, est nilpotent.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et .4” un sous-espace de .2 (E),
de dimension 1, stable par [, ], dont tous les éléments sont nilpotents.
Comme ./ est de dimension 1, il existe uy € .4 tel que .4 = Vect (up). Donc
[ Keru=XKeru
ueN
Mais uy est nilpotent donc il n’est pas bijectif. Par suite, Ker 1 # {0}.

‘ (1) est vraie.

On sait que ./ est de dimension au moins 2. Donc il existe 19 € .4 non nul. On note
Fo = Vect(up). Alors .%( est un sous-espace de ./, strict car de dimension 1. De plus,
il est stable par [, ] : en effet, si u et v sont dans .%, ils sont proportionnels a uy donc ils
commutent et 'on a [u, v] =0 € .%. Ceci montre que r = 1.

De plus, si .# est un sous-espace strict de ./, sa dimension est inférieure a d — 1. Donc

r<d-1.
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Soit u € .41. On sait que .4, est stable par [, | donc ad,(f) € .41 pour tout f € A].
En particulier,

Yielll;r] ad,(e;) € M =Vect(ey,...,e;)

Ceci montre que ad, (e;) n'a pas de composantes suivant e,.1,...,egsii € [[1; r]].

La matrice de ad,, dans la base (ey,...,er,e/41,...,€4) est de la forme
[A B

o b avec AeM,(K) BeM, _,(K) DeMy_,(K)

[2.5]Soient u et v dans .43, soit A € K. On remarque que
Vied  adyn(f)=Ww+Av)f - fu+Av)=uv—-Avf - fu—Afv=ady,(f)+Aad,(f)

d’ou ad, ), =ad, +Aad,
D’apres la question 2.4, les matrices de ad,,, ad, et ad,;», dans la base % ont la forme

A B A! Bl AH BII

0 pw 0 p(v) 0 plu+Av)

Mais on sait aussi d’apres le cours que

U=

Matgz(ad, ;) = Matg(ad, + Aad,) = Matg(ad,) + AMatg(ad,)

Jot A" B" ] _[A+AA’  B+AB
u 0 pu+iv)| 0 p(u) + Ap(v)
Conclusion : Yu,ve M VAeK p(u+Av)=p(uw) +Ap(v)

‘ L'application p est linéaire de . 4] dans M;_, (K). ‘

Ensuite, si f € .47, on a d'une part

adyy 1 (f) = [u, v1f - flu, vl = (uv—vuw) f - f(uv —vu)

et d’autre part, adyecad,(f) =ad,(vf—-fv)=uvf-ufv-vfu-fvu
adyoad,(f) =ad,(uf - fuw=vuf-vfu-ufv-fuv
(adycad, —ad,cad,)(f) = (uv—vu)f - f(uv—vu) =ad,, (f)

Par suite, ady,,; =adyoad, —ad,cad,

. IR *
Il vient Matg(ad,,,)) =UV-VU = 0 pwWp(w)—pWpw)

Par suite, Yu,vep  pllu,v]) =pwp(v) —p)p(u) = [p(u),p(v)]
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Onnote N =Imp = p(.47) et faisons quelques observations dessus.
o Nestun sous-espacede M;_,(K) =.Z(K%");
e dimN<dim./ <d-1;

o tout élément de N est nilpotent. En effet, soit u € .47 ; on note U = Matz(u) et on sait
que U est de la forme

A B
U=
[ 0 p(w
Comme u est nilpotent, on sait que U est nilpotent. Et d’apres la question 1.5, p(u) est

aussi nilpotent.
o Neststable par [, ]. En effet, si u et v sont dans .47, on sait que
[p(w), p(V)] = p([u, v])

Comme .41 est stable par [, ], on sait que [u«, v] € .41 donc p([u, v]) € N.

D’apres ’hypothese de récurrence, ﬂ KerU # {0}
UeN
11 existe donc Xy € K=", non nul, tel que

YUEN UXp=0

Par suite, Yue M p(w)Xg=0 ‘

Donnons un nom aux coordonnées de Xg :

Xr+1
_ . d-r
Xo=| : | €K
Xd
d
et posons Vo= Y Xper€.S
k=r+1
0
0 01
Alors (Vo] = = [ "
Xr+1 Xo
| Xd |

A présent, on se donne u € .4]. On sait que la matrice de ad,, dans la base % est de la forme
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[A B
0 p(u)

. _ _|[A B 0] | BXo | _[BXo
On sait alors que [adu(vo)]gg—Matgg(adu)[vo]gg—[0 o(u) Xo]_ o(1Xo _[ 0 ]

On en déduit que ad, (vy) € Vect (ey, ..., e;) = N].

‘ Il existe vy € ., non nul, tel que ad, (vy) € .4] pour tout u € 1. ‘

Notons .% = 4] & Vect (vy). D’apres la question précédente,
Yue. M (u, vyl =ad, (vy) € M <. F
De plus, .41 est stable par [, ] donc
Yu,ve M (u,v)e M c.F

Et enfin, [vg, Vo] =0 € .%. On en déduit que .% est stable par [, ], puisque tout élément de .%
peut s’écrire sous la forme u+ Avg avec ue 4] et A € K.
Mais on a r =dim.4#] < dim.%. Par définition de r, on a.% = .4". Par conséquent,

d=dim.4 =dim (4] & Vect(vg)) =r+1

et |dim.A#{ =d 1]
On note E; = [ Keru. Soient x € E; et f € .4 ; on doit montrer que f(x) € E;.
ueM
Soit u € .41. On a montré a la question 2.8 que [u, f] € .47. On a donc
uf=1[ufl+fu
d =[u, + =0
onc uf(x)=lu, fl(x) fu((;)c)

=0 =

et fe [ Keru
ueM

‘ E; est un sous-espace de E, stable par tous les éléments de ./".

Il est temps de conclure. Observons que :

e E; n'est pasréduita {0}, d’apres & (d—1), qu'on peut utiliser puisque .4 est de dimen-
siond - 1.
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e Siue.#,onavuque u(E;) cE;. Donc on peut définir I'application linéaire

O(u): By — E;
X — u(x)

On vérifie trés facilement que

Yu,ve V" VAeK  du+Av)=d(uw) +Ad(v)
et Yu,ve sV ouv)=dw) o)

Alors Yu,ve NV [(b(w), (V)] = d(u) p(v) —d() p(u) = db(uv — vu) = d([u, v])

Par suite, .4~ =Imd¢ est un sous-espace de .Z'(E), stable par [, ]. Et'on a, d’apres le
cours, dim./ <dim .4 =d-1.
On peut donc utiliser 'hypothese de récurrence pour dire que

ﬂ Ker d(u) # {0}
ueN

Cela signifie qu’il existe un x € E;, non nul, tel que

Yue NV d(w)(x) =0

donc Yue V" ux)=0
Conclusion : (] Keru#0
ueN

Ceci achéve de démontrer 2 (d).

On démontre le théoréme 1 par récurrence sur la dimension de E. On définit, pour
tout entier n non nul, la propriété 2(n) « : Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
Soit .4 un sous-espace vectoriel de .2 (E), stable par composition, et tel que tout élément de
~/ est nilpotent. Alors il existe une base de E, dans laquelle la matrice de f est triangulaire
supérieure stricte pour tout f € .4 . »

e 2(1) est vraie : En effet, si E est de dimension 1, le seul endomorphisme nilpotent de
E est 'application nulle. Sa matrice est triangulaire supérieure, dans n'importe quelle
base de E.

o 2 est héréditaire : Soit n € N* tel que .2(n) est vraie. On se donne un [K-espace vecto-
riel E, de dimension n + 1, et un sous-espace .4 de .Z(E), stable par composition, tel
que tout élément de .4 est nilpotent.

Puisque ./ est stable par composition, il est stable par [, ]. On peut donc appliquer le
théoréeme d’Engel pour dire qu'il existe x; € E, non nul, tel que

Yue N u(x)) =0

Trigonalisation d’endomorphismes nilpotent9



Mathématiques Supérieures SIAE

On peut compléter (x;) en une base #A; = (x1, X2,...,Xp+1) de E. Si u € .47, sa matrice
dans la base %, ala forme

0 B(w)

Matg, (W) = | | D(u)

avec B(uw)eM;,,(K) et D(u)eM,,K)

De la méme maniere qu’ala question 2.5, on montre facilement que D € .2 (4", M, (K))
et que

Yuve N D(uv) =D(u)D(v)

De plus, comme u est nilpotent, sa matrice dans la base % est aussi nilpotente. D’apres
la question 1.5, on sait que D(u) est aussi nilpotent.

Par suite, 'ensemble .4 = Im D est un sous-espace de M, (K) = £ (K"), formé d’endo-
morphismes nilpotents, et stable par produit. D’apres ’hypothese de récurrence 2(n),
il existe une base % de K", telle que pour tout u € .4, la matrice de D(u) dans la base
% est triangulaire supérieure. On la note T(u). En notant P la matrice de passage de la
base canonique a la base %, on a d’apres les formules de changement de base :

P 1T(u)P =D(u)

P 0 [[0 Bw)]||1 0] [0 BwP | _
On en déduit que 0 P‘l] [0 T | o P] =10 P‘IT(u)P] =Maty, (u)
. 0 1 . ] ) Pay
Les matrices 0 p-l ] et [ 0 P sont inverses l'une de I'autre donc peuvent étre vues
comme des matrices de changement de base.
B(w)

Enfin, la matrice est triangulaire supérieure stricte, car T(u) I'est.

0 T(w
Ceci achéve de démontrer Z(n+1).

e Conclusion : & (n) est vraie pour tout entier 7 et le théoréme 1 est vrai.
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