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Sujets d’étude : Applications de la dimension finie

Exercice : Polynomes de Chebyshev

Dans le deuxieme devoir surveillé, on a défini la suite des polynémes de Chebyshev de pre-
mieére espece (T,,) ,en, €t on a montré que pour tout z € N, T, est solution sur R de I’équation
différentielle

(1-x2)y"—xy +n’y=0
Dans ce probléme, on étudie une réciproque a ce résultat : pour quels A € R I’équation
différentielle

(1-x2)y"—xy' —Ay=0 (Ep)

a-t-elle des solutions polynomiales non nulles sur R 2 Et s’il y en a, quelles sont-elles ?
Pour les questions 1 4 4, on fixe N € N*. On note A = {=n? | n€[[0;N]]} et on consideére
I’endomorphisme de Ry [X] défini par
[+ RyIX] — Rn([X]
P— (1-X?)P"-XP
Pour tout A € R, on notera f) = f —Aid.

Pour répondre aux questions suivantes, vous devez faire le moins de calculs possibles, en
utilisant les théoremes sur les espaces de dimension finie.

1. Vérifier que f € Z(RnI[X]).

2. Déterminer des bases de Im f et Ker f, et calculer le rang de f.
3. Montrer que si A ¢ A, f) est un isomorphisme de Ry[X].
4

. Pour cette question, on suppose que A € A et A # 0, c’est-a-dire qu’il existe n € N* tel
que A = —n?. Montrer que Ker f = VectT,,.
5. Conclure : si A € R, quelles sont les solutions de (E;) dans R[X] ?

Attention : Maintenant, on vous demande un résultat dans R[X], qui n'est pas de dimension
finie. Il y a donc quelque chose a expliquer si vous voulez utiliser les résultats des questions
précédentes.
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Probléme : le lemme de Hochschildt

Si f est une application de R dans C et si a est un nombre réel, on appelle translatée a
gauche par a de f (f PA[A] aff]/c*F#8) la fonction 1,(f) définie par:

VxeR T4(f)(x) = fla+x)

11 suffit de faire un dessin pour constater, en effet, que le graphe de 1,(f) est le méme que
le graphe de f, déplacé a gauche par a.

Le but de ce probléme est de prouver le tres beau résultat suivant :
Théoreme (Hochschild) : Soit f : R — C une application dérivable. Si le sous-espace F de
CR engendré par les translatées a gauche de f est de dimension finie p, alors f est solution
d’une équation différentielle linéaire d’ordre p a coefficients constants.

Partie I : Espaces de fonctions de dimension finie

Dans cette partie, on fixe un ensemble quelconque X, non vide. On considere un C-sous-
espace V, de dimension finie p # 0, de 'espace vectoriel CX ('ensemble des applications de
X dans C). On note

Xo={xeX|VfeV f(x)=0}

et SuppV =X\Xp
SuppV est appelé support de V. Enfin, pour tous entiers i et j, on notera
5 = 0 sii#]
P L sii=j

1. Dans cette question seulement, on suppose que X est fini, de cardinal k. Montrer que
CX est de dimension finie, trouver une base et donner sa dimension.
2. Montrer que 'application V — CSUPPV  est linéaire, injective.
f— fISUPPV
3. (a) Montrer qu'il existe x; € X et une base (ay,...,ap) de 'V, tels que

Viell;pll  aj(x) =8y

(b) Soit k < p un entier. On suppose avoir trouvé xy, ..., X; € X et une base (uy, ..., up)
deV, tels que

Vielll; kI Yjelll;pll uj(xi) =38

Montrer qu'il existe x4 € X et une base (v1,...,v,) de'V, tels que
Vie[l;k+1]]

Vielll;pll  vj(xi)=8;;
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(c) Ceci prouve, par récurrence, qu'il existe xj,...,x, € X et une base (wy,..., wp)
deV, tels que

Vi,jelll; pll  wj(x;) =98;;

Si f €V, trouver la décomposition de f dans la base (wy,..., wp).

Partie II : Le lemme de Hochschild

On prouve le lemme de Hochschild. Soit f € C®, dérivable. On note V le sous-espace de C¥,
engendré par les translatées a gauche de f :

V=Vect{t,(f) | acR}
et on suppose que V est dimension finie p # 0.

1. Montrer que, si g €V, alors g est dérivable et 1,(g) est aussi dans V pour tout a € R.

2. Montrer qu'il existe des réels x1,...,x, et une base (v1,...,vp) deV, tels que pour tout
gevVv:

p
Ya,beR gla+b)= Y gla+xi) vi(b)
k=1
3. En déduire que, si g €V, alors g’ € V. Montrer alors que g est infiniment dérivable.

4. Conclure : montrer qu'il existe ay, ..., ap € C, tels que

p
VxeR Y arf®@x)=0
k=0
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