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Chapitre 0

Fondements des mathématiques

Ce chapitre d’'introduction a pour but de poser un socle commun de notations, d’expressions
et de modes de raisonnement qui nous permettront de bien nous comprendre au cours de I’année.

Il est généralement peu populaire, parce qu’assez abstrait et manque d’exemples inspirés des
mathématiques. En effet, jusqu’a ce jour, les mathématiques étaient pour nous essentiellement
du calcul, et tres marginalement du raisonnement. Nous avons donc a disposition trés peu de
raisonnements connus qui pourraient illustrer ce cours sur la maniere de raisonner. Les éleves ont
ainsi du mal a voir la relevance du contenu de ce cours a 'activité mathématique. Et pourtant,
il est absolument fondamental.

Alissue de ce cours, il est ainsi indispensable que vous compreniez immédiatement ce que
fait le professeur lorsqu’il dit qu’il va raisonner directement, par I’absurde ou par contre-apposée;
les notations de la théorie des ensembles doivent étre assimilées ; ainsi que le vocabulaire sur les
applications (injection, surjection, bijection). Ces notions seront constamment utilisées dans le
cours de mathématiques.

0.1 Logique

0.1.1 Assertions, théoremes

Définition 0.1.1
Une assertion, ou proposition, est une phrase dont on peut se demander si elle est vraie ou fausse.

Exemple 0.1.2
« Il fait beau aujourd’hui» ou « J’ai oublié mon pull » sont des assertions, tandis que « Quel temps fera-t-il
demain ? » n’en est pas une.

De maniere inhérente a la définition d'une assertion se trouve le principe du tiers exclus : une
assertion est vraie ou fausse, mais pas les deux a la fois. De fait, on peut associer, sans ambiguité,
a une assertion une et une seule valeur de vérité : le « vrai» ou le « faux».

Remarquons qu’il n’est pas forcément simple d’accéder a cette valeur de vérité.

Exemple 0.1.3
« Il existe des extraterrestres » est une proposition, dont il est bien difficile a I'heure actuelle de connaitre la
valeur de vérité.
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Définition 0.1.4
Un théoréme de logique (ou plus simplement théoréme ou tautologie) est une assertion vraie.

Dans le cours de mathématiques, vous verrez souvent apparaitre des assertions que nous ap-
pellerons lemme, proposition et corollaire. Ces propositions sont toutes des théorémes. On les
distingue pour nuancer la notion de théoreme, de maniere a classifier ces derniers suivant leur
importance. Sauf oubli ou manquement de la part du professeur,

e un théoréme est une assertion vraie d'une importance fondamentale. Il ne s’agit pas forcé-

ment d'un résultat difficile ; mais c’est une pierre angulaire du cours de mathématiques.

e une proposition désigne la plupart des assertions vraies.

e un lemme est une assertion vraie. Prise en tant que telle, elle a un intérét assez limité et sa
démonstration est souvent technique et désagréable. C’est surtout un résultat intermédiaire
al’établissement d’'un théoreme ou d’'une proposition.

 un corollaire est une conséquence, souvent immédiate, d'un théoreme ou d'une proposition
établi précédemment.

0.1.2 Connecteurs logiques

On appelle connecteur logique n'importe quel moyen de former une nouvelle proposition a
partir d'une ou plusieurs autres, mais avec la restriction suivante : la valeur de vérité de I'assertion
obtenue doit dépendre uniquement des valeurs de vérité des assertions qui sont connectées.

Autrement dit, si x est un connecteur logique a deux assertions, on est capable de dire si la
proposition p o q est vraie pour peu que 'on connaisse les valeurs de vérité des propositions
p et g. Enfoncons le clou : pour évaluer p « ¢q, ce que signifient réellement p et g n’a aucune
influence sur p & ¢, seules leurs valeurs de vérité en ont.

Lintérét de cette restriction — apreés tout, un connecteur logique aurait simplement pu étre
n'importe quel moyen de former une nouvelle proposition a partir de deux autres — est le sui-
vant : puisqu’il nous suffit de connaitre les valeurs de vérité de p et de g pour pouvoir dire si
p x q estvraie, ce connecteur peut simplement étre décrit par la donnée des quatre valeurs Vo V,
Vx F,Fx Vet F F. Les connecteurs logiques peuvent donc facilement étre définis, par exemple
al’aide d'une table de vérité. Du style :

pPx q

ol IR S s
< | <

Une fois la derniere colonne remplie, le connecteur o est parfaitement défini. Notons que,
du coup, il n'existe que 16 connecteurs logiques a deux assertions, puisqu’il n'y a que 16 possi-
bilités différentes de tels tableaux.

Exemple 0.1.5

Terminons ce paragraphe en donnant un exemple de maniére de relier deux propositions, mais qui ne soit
pas un connecteur logique. Prenons 'adverbe puis, qui sert a établir un ordre chronologique entre deux
événements. Si p et g sont deux propositions, la proposition p puis q est vraie si p et g le sont toutes deux,
et si p s’est produit avant q ; dans tous les autres cas, p puis g est fausse.

10
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On peut d’ores et déja deviner que « puis » n'est pas un connecteur logique, puisqu’il y a la notion de
temps qui lui est inhérente. Mais pour le vérifier effectivement, il suffit d’établir que « puis» met en défaut
la définition d'un connecteur logique donnée plus haut. Pour cela, prenons les propositions suivantes :

p « Aujourd’hui, j’ai pris mon petit déjeuner. »

q <« Aujourd’hui, j’ai déjeuné. »
et imaginons qu'il est 23h, la journée est terminée, j'ai bien pris tous mes repas, de sorte que p, g sont
chacune vraie. Remarquons alors que p puis g est vraie. Si puis était un connecteur logique, q puis p devrait
aussi étre vraie, ce qui n’est pas le cas.

Léquivalence « <= »

Définition 0.1.6
Deux propositions p et g sont dites équivalentes, ce qu'on note p < ¢ si elles ont la méme valeur
de vérité, ce que résume la table de vérité suivante :

Plg p=4q
V|V \Y
V|F| F
F|V| F
F|F| V

On dira indifféeremment que
e p et g sont équivalentes;
e p si et seulement si g.

Cette derniére terminologie est somme toute assez naturelle : a voir la table de vérité, si on sait que
p < q, alors p est vraie si q l'est, et seulement dans ce cas-la.

Remarquons que I'équivalence de deux propositions ne signifie pas forcément qu’elles veulent
dire la méme chose. Elle signifie simplement ce par quoi elle a été définie : les deux propositions
ont la méme valeur de vérité.

Exemple 0.1.7

« La Terre tourne autour du soleil » et « Je suis un homme » sont deux propositions équivalentes, bien
qu’elles n’aient aucun rapport entre elles; en particulier, elles ne veulent certainement pas dire la méme
chose.

Lintérét del’équivalence est le suivant : si on sait que p <= q est vraie, alors on peut remplacer
indifféremment p par q (et vice-versa) dans n'importe quelle assertion faisant intervenir p et des
connecteurs logiques, puisque ces derniers ne dépendent que des valeurs de vérité des assertions
qu’ils mettent en jeu, et pas du contenu de celles-ci.

La négation « non»

Définition 0.1.8
La négation, notée non, est un connecteur simple (il ne s'applique qu'a une seule proposition) défini
par la table de vérité suivante :

non p
F
\Y%

<<

11



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 0 : FONDEMENTS DES MATHEMATIQUES

Observons le

Théoreme 0.1.9 (Double négation)
Si p est une proposition, alors p < non(non p).

Preuve : 1l suffit d’établir la table de vérité de la proposition p <= non(non p) al'aide des régles
de manipulation de la négation et de 'équivalence, pour vérifier qu’elle est vraie :

p | non p | non(non p) | p < non(non p)
\Y% F A% A% U
F \Y% F \Y%

Ajoutons que la négation est compatible avec I’équivalence, c’est-a-dire qu’on peut nier les
deux membres d'une équivalence sans changer la vérité de celle-ci :

Théoréme 0.1.10
Soient p et q deux propositions. Alors

(p <= q) < (non p < non q)

Preuve : Méme principe que précédemment : dressons la table de vérité de ’assertion précédente
et vérifions qu’il s’agit d'un théoreme.

P|l|g|p<q|nonp | nongqg | nonp<=nongqg
V|V \" F F \"
V| F F F \" F
F |V F \" F F
F|F \" \" \" \"
Les colonnes p < q et non p < non q sont identiques ce qui achéve la démonstration. U

La disjonction « ou», la conjonction « et»

Définition 0.1.11
La disjonction, notée ou, est le connecteur double (il s'applique a deux assertions) défini par la table
de vérité suivante :

pouq

| < < S
< | <D

| <| < <8

Observons que le ou mathématique a un sens précis, par opposition aux diverses utilisations
du mot « ou» dans la langue francaise. En effet, suivant le contexte, il peut étre interprété diffé-
remment dans le language :

e Au restaurant, si vous prenez un menu plutét que de commander a la carte, vous aurez le

plus souvent le choix entre du fromage ou un dessert. Cela veut dire que vous pouvez prendre
I'un ou l'autre de ces plats pour finir le repas, mais pas les deux. Il s’agit d'un « ou » exclusif,
puisqu’il exclue le service des deux plats a la fois.
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e Des amis vous proposent de jouer au football et vous leur répondez « Ok, mais s'il pleut ou
s'il fait du vent, je ne jouerai pas avec vous ». Dans ce cas, vous annoncez que des que I'un ou
l'autre des évéenements climatiques se produit, vous ne serez pas de la partie. Il s’agit d'un
« ou» inclusif.
Le « ou» mathématique est donc inclusif.

Définition 0.1.12
La conjonction, notée et, est le connecteur double défini par la table de vérité

pPlg|petq
V|V \Y
V| F F
F|V| F
F|F| F

Etablissons les relations évidentes entre le connecteurs définis jusqu’a maintenant :

Théoreme 0.1.13 (Lois de De Morgan)
Soient p et q deux assertions. Alors
e non(p ou q) < (non p) et (non q)
e non(p et q) < (non p) ou (non q)

Preuve : On procede comme pour le Théoréeme 1.9 :

Pl q|pouq | non(pougq) | nonp | nongq | (non p)et(non q)
V|V \Y% F F F F
V| F \Y% F F \Y% F
F|V \Y% F \Y% F F
F|F F \Y% \Y% \Y% \Y%

Les colonnes non(p ou q) et (non p) et (non q) sont identiques ce qui établit la premiere équiva-
lence non(p ou q) <= (non p) et (non q).

De méme pour la deuxieme partie du théoreme :

pPlq|petqg | non(petq) | nonp | nongqg | (non p)ou(non q)
V|V \Y% F F F F
V| F F \Y% F \Y% \Y%
F|V F \Y% \Y% F \Y%
F|F F \Y% \Y% \Y% \Y%

Les colonnes non(p et g) et (non p) ou (non q) sont identiques ce qui établit la premiere équiva-
lence non(p et q) < (non p) ou (non q). ]

Exemple 0.1.14
Considérons les assertions suivantes :

p « Je pratique le tennis. »
q « Je pratique le football. »

13
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D’apres les lois de De Morgan, les assertions (non p) et (non q) (« Je ne pratique ni le tennis, ni le football »)
et non(p ou q) (« Il est faux que je pratique le tennis ou le football ») sont équivalentes. Il n'y a rien de
mystérieux la-dessous, c’est du bon sens.

Une conséquence, qui permet de mélanger tout ce qui a été vu jusqu’a présent :

Corollaire 0.1.15
Soient p et q deux assertions. Alors

* p ou q < non((non p) et (non q))
* p et q < non((non p) ou (non q))

Preuve: Partons du principe de double négation :
p ou g < non(non(p ou q))
La premiere loi de De Morgan nous permet de récrire le membre de droite
p ou g < non((non p) et (non q))
et le premier théoréme est démontré. On procede de la méme maniere pour le second. U

Exemple 0.1.16

Illustrons le premier théoreme, a 'aide des propositions utilisées a I'exemple précédent. Les assertions
p ou q (« Je pratique le tennis ou le football ») et non((non p) et (non gq)) (« Il est faux que je ne pratique ni
le tennis, ni le football ») sont équivalentes. A nouveau, c’est du bon sens.

Limplication —

Définition 0.1.17
L'implication, notée =, est le connecteur double défini par la table de vérité suivante :
P 9 pP—4q
V|V A\
V| F F
F|V A\
F | F A\

On dira indifferemment que ¢ p implique q;
e p est une condition suffisante a g ;
e pour que ¢, il suffit que p;
e g est une condition nécessaire de p;
e sip, alors q.

Remarquons que la véracité d'une implication ne signifie en aucun cas qu’il y a un rapport
entre les deux assertions. Lintuition suivant laquelle il devrait y avoir un rapport provient du choix
du mot « implication » et du sens qu'’il possede en Francais; mais, comme nous ’avons vu avec le
connecteur « ou», le sens mathématique et le sens franc¢ais d'un mot peuvent différer.
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Néanmoins, la terminologie n'a pas été choisie au hasard et I'implication p = ¢, si vraie, si-
gnifie bien que si p est vraie, alors g 'est aussi. Cela se voit sur la table de vérité et c’est cette
constatation qui résume l'utilité principale de ce connecteur logique.

Rentrons dans les détails. Imaginons qu’on ait deux assertions p et q. Pour des raisons pra-
tiques, il est facile de voir que p est vraie ; en revanche, la véracité de g n’est pas si évidente. Si, par
un procédé quelconque, on a réussi a prouver que p = q est vraie, alors c’est que g 'est aussi.
C’est ce qu’'on appelle le raisonnement par syllogisme.

Exemple 0.1.18
Considérons les assertions suivantes :

p « Il pleut. »
q  «Ilyadesnuages.»

Létude météorologique montre que I'implication p = q est vraie : la pluie est le produit de nuages de
vapeur d’eau qui condensent dans I'atmosphere.

Imaginons maintenant que je sois enfermé dans une cave par mes parents abusifs. Je ne peux pas voir
le ciel donc je ne sais pas s’il est nuageux. En revanche, jentends la pluie tomber. J'’en déduis qu’il y a des
nuages.

0.1.3 Quelques tautologies

Voici quelques tautologies (voir la Définition 1.4) que vous aurez a démontrer en exercice.
Le principe est exactement le méme que pour les Théorémes 1.9, 1.13 et 1.15. Certaines d’entre
elles sont suffisamment importantes pour avoir un nom.

Théoréeme 0.1.19
Dans ce qui suit, p, q et r sont des assertions. Alors

(poup)=p

(petp) =p

p ou (non p) principe du tiers exclus
((pouq)our) < (pou(qour)) associativité du ou
((petqg) etr) < (pet(qetr)) associativité du et

non(p et (non p))
pet(qour) ((p etq) ou(p et r)) distributivité de et sur ou
pou(qetr) ((p ouq) et (p ou r)) distributivité de ou sur et

(non(non p)) <= p loi de la double négation

p=pr

(pet(p—=q)—=q syllogisme

(p = q) < ((non p) ou q)

(p = q) < ((non q) = (non p)) principe de contre-apposition
(non (p = q)) < (p et (non q))

(p=qetlq=r)=p=r) transitivité de l'implication

((non p) = (q et (non q))) < p raisonnement par l'absurde
(p=q et(gq—=p)) = (p=q) équivalence et double implication
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0.1.4 Modes de raisonnement en mathématiques
Syllogisme

Le raisonnement par syllogisme (on parle aussi de raisonnement direct) a déja été expliqué
dans le paragraphe consacré a I'implication.

Si on veut montrer qu'une assertion g est vraie, on essaie d’en trouver une p qui soit vraie et
telle que p = gq.

Contre-apposée
Le raisonnement par contre-apposée repose sur la tautologie
(p = q) < ((non q) = (non p))
Celle-ci nous dit que montrer p = g ou montrer que (non g) — (non p), c’est la méme chose. Il
se trouve que, parfois, c’est plus simple de procéder ainsi.
Exemple 0.1.20

Etant donné un triangle ABC, considérons les assertions suivantes :

p « ABC est rectangle en A. »
q «BC?>=AB?+AC?»

Le théoréeme de Pythagore nous dit que p = q est vraie. Et (non g) = (non p) est sa contre-apposée; elle
selit: « Si BC? # AB% +AC?, alors le triangle ABC n’est pas rectangle en A. » Cette assertion est vraie, en vertu
du principe de contre-apposition, puisque le théoréme de Pythagore est vrai.

Toujours est-il que, si AB =3, AC =4 et BC = 6, on sait que ABC n’est pas rectangle en A. Et pour démon-
trer cela, on a utilisé le fait que 6 # 32 + 42 et la contre-apposée du théoréme de Pythagore.

Par I’absurde

Le raisonnement par ’absurde repose sur la tautologie
((non p) = (g et (non q))) <= p

Une petite explication s'impose. On veut montrer p. Cela revient au méme que trouver une asser-
tion g, telle que g et non ¢q soient conséquence de non p.

Disons-le autrement : on essaie de montrer que non p implique a la fois g et son contraire
non q. On est ainsi arrivé a une absurdité, d’ot1 le nom de ce raisonnement.

Toute la difficulté consiste a trouver cette assertion g.

Voici un exemple :

Exemple 0.1.21
On vous a déja dit que —1 n’'a pas de racine carrée dans R. Montrons-le en définissant :

p: « v—1n'est pas un nombre réel. »
Pour démontrer cela par 'absurde, on part de
non p : « vV—1 estréel.»

et on voit ce qu'on peut en déduire. On sait déja que (v—1)? =i’ = —1.
Mais aussi, a I'aide des regles de manipulation des racines carrées :
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V=2 =V-1xV-1=VDx(-D=Vi=1
On voit donc qu’en posant
q:« (\/—_1)2 =—1»

on a a la fois g et non q. Donc p est vraie.

0.2 Ensembles, prédicats et quantificateurs

0.2.1 Généralités sur les ensembles

Définition 0.2.1

e On appelle ensemble toute collection d'objets.

o Si E est un ensemble et a est un objet appartenant a E, on notera a€ E.

e Si E et F sont des ensembles, on dit que E est inclus dans F, ce qu'on note EcCF, si et
seulement si tout élément de E est élément de F.

o Il existe un ensemble, appelé ensemble vide et noté @, qui est inclus dans tout ensemble.

e Si E est un ensemble, il existe un ensemble, appelé ensemble des parties de E et noté 2 (E),
dont les éléments sont tous les ensembles inclus dans E.

On peut décrire un ensemble en extension, c’est-a-dire en donnant la liste extensive des élé-
ments qui le composent. Par exemple, E = {1,2,3} ou bien F = {a, b, ¢,d}. Mais comme on peut
le constater, cette approche est limitée puisqu’elle ne permet de décrire que les ensembles finis.
Et encore, il faut qu'’ils ne soient pas trop gros, sinon on passe la journée a les décrire. La notion
de prédicat, développée dans le prochain paragraphe, sera le moyen de pallier a ce probléme.
En attendant, voici quelques exemples.

Exemple 0.2.2
1. On note NI'ensemble de tous les nombres entiers positifs.

2. Onnote Z I'ensemble de tous les nombres entiers relatifs (c’est-a-dire sans considération de signe).

3. On note @ 'ensemble de tous les nombres rationnels, c’est-a-dire des nombres qui peuvent s’écrire
comme rapport de deux nombres entiers relatifs.

4. Onnote R1'ensemble des nombres réels.

2692

5. Ona 1eN —-17€Z — € neR
3356
et NcZcQcR

6. SiE est un ensemble, @ appartient a & (E); en outre, pour tout ensemble F, on a
FcE«<=Fe #(E)
7. SiE={1,2,3}, 'ensemble & (E) est
P(E) ={®,{1},{2},{3},11,2},{1,3},12,3},{1,2,3}}
Bien évidemment, deux ensembles sont égaux si, et seulement si, ils sont les mémes. C’est-
a-dire qu’ils ont les mémes éléments. Donc E = F revient a dire que E c F et F c E. Ainsi, pour

démontrer 1'égalité de deux ensembles, il suffit de procéder par double inclusion : montrer d’'une
part que tout élément de E est élement de F; puis que tout élément de F est élément de E.
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Exemple 0.2.3
On note E I'ensemble des couples (x, y) tels que

x+y= 1
x—y=-1

et F I'ensemble contenant uniquement le couple (0,1). Montrons que E = F. Comme expliqué au-dessus,
on procede par double inclusion.
Commencons par montrer que E c F. Soit (x, y) € E. On sait alors que

x+y=1 et x—y=-1

En ajoutant membre-a-membre ces deux relations, on obtient 2x = 0 donc x = 0. Il s’ensuit que y = 1. Donc
(x,y)=(0,1) € F. Ce qui montre E c F.

Réciproquement, montrons que F c E. Prenons un élément dans F; ce dernier n’en contient qu'un seul,
qui est (0,1). On observe que

0+1=1 et 0-1=-1

donc (0,1) se trouve bien dans E. D’'ou F c E.

0.2.2 Prédicats et quantificateurs

Prédicats

Définition 0.2.4
Soit E un ensemble. Un prédicat sur E est une propriété portant sur un ou plusieurs objets de E,
de sorte que, une fois ces derniers précisés, le résultat soit une assertion.

La définition peut paraitre assez obscure ; illustrons-la immédiatement a 'aide d’exemples.

Exemple 0.2.5
1. La propriété p(x) : « x* > 3» n’a aucun sens en tant que telle puisqu'on ne sait pas qui est x.
Enrevanche, si on remplace x par 2, on obtient p(2) : « 4 > 3 », qui est une assertion vraie.

2

Si on remplace x par —1, on obtient I'assertion p(—1) : « 1> 3», qui est fausse.

En fait, si on remplace x par n'importe quel nombre réel, on obtient bien une assertion : on dit que
p(x) est un prédicat sur R.

Si on remplace x par 1 +1i, on obtient p(1 +1i) : « 2i > 3 », qui n’a aucun sens car le symbole « >» n’a
pas été defini sur les nombres complexes.

2. « x est pair» n’est pas une assertion car on ne sait pas qui est x. C’est un prédicat sur N : il dépend
d’'une variable x et lorsqu’on remplace x par entier, on obtient une assertion.

3. px,y):« X2+ y =0»estun prédicat a deux variables sur R ou sur C (ou méme sur d’autres ensembles).
Si on remplace x par 3, on obtient le prédicat a une variable p(3,y) : « 9+ y =0».

Quantificateurs

Si p(x) est un prédicat sur un ensemble E, on peut I'évaluer en n'importe quel x de E pour
obtenir une assertion. Mais on peut aussi en définir deux autres qui sont :
e « Pour tout x dans E, p(x) » et qui s’écrit mathématiquement

VxeE p(x)

C’est une assertion qui est vraie si tous les éléments x de E rendent p(x) vraie. Le symbole V
est appelé quantificateur universel.
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o « Il existe x dans E, tel que p(x) » et qui s’écrit mathématiquement
dxeE p(x)

Cette assertion est vraie pour peu qu'on puisse trouver un x € E tel que p(x) soit vraie.
Le symbole 3 est appelé quantificateur existentiel.

Exemple 0.2.6
1. Considérons le prédicat sur R :
px):« x2>3»
Lassertion VxeR px)
qui se récrit VxeR x*>3

est clairement fausse, puisque p(0) n’est pas vraie (0 < 3). En revanche,
JxeR  x*>3
est vraie puisque 22 > 3, par exemple.
2. Lassertion JxeR  x*=-1
est fausse, puisqu’'on a démontré que —1 n'a pas de racine carrée dans R. Cependant,
dxeC x=-1

est vraie puisque i’ = —1.

3. A partir du prédicat a deux variables réelles « x>+ y = 0», on peut former quatre nouveaux prédicats
aune seule variable :

py):«IxeR  x*+y=0»
q(y):«VxeR  x*+y=0»
r(x):«3dyeR  x*+y=0»

et s(x):« VyeR  x*+y=0»

Observons rapidement que p(y) est vraie pour tout y < 0; g(y) n’est vraie pour aucun y € R; r(x) est
vraie pour tout x réel et s(x) n’est jamais vraie.

A chacun de ces prédicats on peut affecter un quantificateur existentiel ou universel, pour former de
nouvelles assertions. Par exemple,

Vy<0 3xeR  x*+y=0

ou VxeR 3FyeR x+y=0

Il y en a évidemment de nombreux autres.

Faisons a ce stade une remarque importante : si p(x) est un prédicat sur un ensemble E, les
assertions

VxeE p(x) et dxeE p(x)
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ne dépendent plus d’aucune variable. En fait, on pourrait méme remplacer x par n'importe quel
autre symbole, pour peu qu’on fasse cette opération partout ou x apparait. Ainsi, les assertions
précédentes sont équivalentes respectivement a

VO eE pQ) et JoeE p()

On dit que la variable x (ou [J, ou ¢) est muette.

Ordre des quantificateurs

Lordre des quantificateurs est important et ne peut pas, en général, étre changé. Pour prendre
un exemple concret, on note 4 1’ensemble de toutes les cerises et .4 'ensemble de tous les noyaux
de cerises. On peut alors considérer le prédicat, a deux variables C (une cerise) et n (un noyau) :
« ne C» et former les assertions :

VCe¥ 3dne N neC

et dne AV VCe% neC

La premiere dit que pour toute cerise, il y a un noyau se trouvant dedans. La seconde dit qu'il
existe un noyau se trouvant dans toutes les cerises. Elles sont respectivement vraie et fausse;
et pour passer de 'une a 'autre, on a simplement échangé |'ordre des quantificateurs.

Il est toutefois des situations dans lesquelles on peut intervertir sans probleme 'ordre des
quantificateurs : lorsqu’on a deux V a la suite ou bien deux 3 a la suite. Ainsi, si p(x,y) est un
prédicat a deux variables dans des ensembles E et F, considérons I’assertion :

VxeE VyeF px,y)

Elle se lit : « Pour tout x dans E et pour tout y dans F, p(x, y).» Bien évidemment, c’est la méme
chose que : « Pour tout y dans F et pour tout x dans E, p(x, y).» De la méme maniere,

(3x€E dyeF px,y) <= 3QyeF dxeE p(x, )

Quantificateurs et négation
Il est important d’étre capable de nier les assertions
VxeE p(x) et dxeE px)

pour le cas o1 'on souhaite raisonner par I'absurde ou par contre-apposée. A nouveau, c’est une
question de bon sens.

Considérons 'assertion « Vx € E p(x) », qui se lit « p(x) est vraie pour tout x de E.» Sa
négation est évidemment « Il existe un x de E pour lequel p(x) n’est pas vraie. » C’est-a-dire

non(VxeE p(x)) < (Ix€E non p(x))

De la méme maniere, I’assertion « 3x € E p(x) », qui se lit « 1l existe x dans E tel que p(x)
est vraie » a pour négation « p(x) n’est vraie pour aucun x de E », ou encore « Pour tout x de E, p(x)
est fausse. » Donc

non(dx € E px) < (VxeE non p(x))
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Maintenant, comment faire pour nier un enchainement de plusieurs quantificateurs ? C’est
tres simple, il suffit de procéder par étapes. Prenons un exemple : on a deux ensembles E et F et un
prédicat p(x, y) sur E et F. On souhaite nier I'assertion

VxeE dyeF px,y)
Il suffit de remarquer que « 3y € F p(x,y)» est un prédicat sur E, qu'on note g(x). On a
(VxeE 3dyeF px,y) < (VxeE q(x))
Et on sait nier une assertion ne présentant qu'un seul quantificateur :

non(VxeE 3dyeF p(x,y)) <= non(VxeE q(x))
< (dx€E non 4(x))

< (I3x€E Vye€F non p(x,y))

Exemple 0.2.7
Reprenons notre exemple avec les cerises et les noyaux et considérons I'assertion « Dans toute cerise, il y a
un noyau ». Celle-ci se formalise :

VCe?¢ 3Ine NV  neC
En Francais, elle se nie de la maniere suivante : « Il y a une cerise ne contenant pas de noyau »; et en maths :

ICe¥ Vne N ne¢C

0.2.3 Sous-ensembles définis par un prédicat

Nous avons vu pour l'instant, comme seule maniere de décrire mathématiquement un en-
semble, I'énumération des objets qui le constituent. C’est ce qu’on a appelé « décrire '’ensemble
en extension». C’est un procédé assez limité, puisqu’il ne permet que de décrire des ensembles
finis, et ces derniers ne doivent pas étre trop gros, car on ne peut lister raisonnablement 21345
objets. Cela prendrait trop de temps.

A l'aide de la notion de prédicat, on peut maintenant décrire les ensembles en compréhen-
sion. Cela signifie qu’on regroupe ensemble tous les objets qui transforment un prédicat en une
assertion vraie.

Plus précisément, soit E un ensemble et p(x) un prédicat sur E. On peut alors considérer I'en-
semble F des éléments x de E tels que p(x) soit une assertion vraie. On note alors

F={xeE|p)}
Ce sous-ensemble F de E est caractérisé par I’équivalence

VxeE (xeF = px))

Exemple 0.2.8

x+y= 1
Posons E:{(x,y)e[l?{zl{x_i__1 }

C’est-a-dire que E est'ensemble des solutions du systeme linéaire de deux équations a deux inconnues écrit
plus haut. C’est une notation claire, compacte, puisqu’elle évite d’avoir a écrire « Soit E le sous-ensemble
de R? constitué des solutions de I'équation ... »; et on n’a pas a énumérer ses éléments.
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On vient de voir que tout prédicat sur E permet de définir une partie de E. Réciproquement,
si F c E, F est le sous-ensemble associé au prédicat « x € F». Il y a donc une correspondance
parfaite entre prédicats sur E et sous-ensembles de E.

Théoréme 0.2.9
Soit E un ensemble. Soient A et B deux sous-ensembles de E définis par des prédicats p(x) et q(x).
Ona

(AcB) <= (Vx€eE px) = q(x))
Preuve : On a une équivalence a démontrer. D’apreés le fait qu'une equivalence n’est autre que deux
implications simultanément satisfaites, on démontre chacune de ces implications. Rappelons que
A={x€E| px)} et B={xc€E|qx)}

Supposons que A c B. Soit x dans E. Si p(x) est fausse, alors p(x) = q(x) est vraie, indépen-
damment de ce que vaut gq(x). Si p(x) est vraie, c’est que x € A. Or, A c B donc x € B également.
Ce qui signifie que q(x) est vraie. Donc p(x) = q(x). Ce qui montre la premiére implication

(AcB)— (Vx€eE px) = q(x))
Réciproquement, supposons que
VxeE px) = qX)

Soit x € A, ce qui signifie que p(x) est vraie. Comme on sait que p(x) = q(x) est également vraie,
c’est nécessairement que g(x) l'est aussi. Donc x € B, ce qui montre que tout élément de A est
élément de B. On a montré la deuxieme implication

(VxeE px) = q(x)) = (AcB) U

Corollaire 0.2.10
Soient A et B deux sous-ensembles deE, définis par des prédicats p(x) et q(x). Alors

(A=B) <= (Vx€E px) = qx))

0.2.4 Opérations sur les parties d’'un ensemble

Dans cette section, E est un ensemble donné.

Définition 0.2.11
Soient A et B deux sous-ensembles de E.
e La réunion de A et B, notée AUB est I'ensemble

AuB={x€E | (x€A) ou (xeB)}
o ['intersection de A et B, notée AN B, est |'ensemble

ANnB={xe€E | (x€A) et (xeB)}
o Le différence A moins B, notée A\ B, est |'ensemble

A\B={xeE | (xeA) et (x¢B)}={xeE | (xeA) et(hon (x€ B))}
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Si A contient B, on pourra noter B ou B¢ pour I'ensemble A \ B. Cette notation a I’avan-
tage d’étre plus courte a écrire; mais elle occulte 'ensemble A environnant. En général,
celui-ci est clair d’apres le contexte.

Mais, si B< A et Bc A/, la notation B¢ n’est pas forcément tres claire. Suivant les besoins
imposés par le contexte, on préférera préciser I’ensemble par rapport auquel on complé-
mente.

Voici toute une liste d’identités mélangeant ces notions; elles ne seront pas démontrées car
cela prendrait trop de temps. Certaines seront traitées en exercices.

Proposition 0.2.12
Soient A, B et C des sous-ensembles deE. On a
e ¢°=E E‘°=9 A=A

o AUP=QUA=A @ est neutre pour U
AUA=A
AUE=EUA=E E est absorbant pour U
AUB=BUA U est commutative

AUB=B<=AcB
AuB)uC=AuBUCQC) U est associative

o AN@P=0¢NA=¢ @ est absorbant pour N
AnA=A
ANE=EUA=A E est neutre pour n
AnB=BnA N est commutative

AnB=B«<=BcA
ANnB)NnC=AnBNQC) N est associative
e (ANB)*=A°UB°
(AUB)* =A°NB°
e ANBUC)=ANB)UANCQC) distributivité de N suruU
AUBNC)=AUB) N(AUC) distributivité de U surn
AUANB) =An(AuUB)=A
e A\@=A
A\A=9
A\B=¢g <—AcB
A\B=A\(AnB)

0.3 Applications

Cette derniere étape a pour but de définir proprement les notions de fonction et d’applica-
tion, et tout ce qui gravite autour : ensembles de départ, d’arrivée, de définition, la composition,
'injectivité, la surjectivité et la bijectivité.

A T’heure actuelle, on n’a qu’une vague idée de ce qu’est une fonction. D’abord, on n’'a vu que
des fonctions sur R, a valeurs dans R ; on peut faire plus général que cela. Ensuite, la notion en elle-
meéme, si on y réfléchit, semble se mordre la queue. En effet, si on veut exprimer le fait que f est
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une fonction, on peut penser a la formulation suivante : f est une maniere d’associer de maniere
unique a chaque x un f(x). Donc la définition de f semble faire référence a f ; pour définir f, on a
besoin de f. Ne parlons méme pas de 'ambiguité du mot « associer ». N’est-il pas un peu vague?

Pour faire les choses proprement, on commence par définir une nouvelle opération entr’en-
sembles.

0.3.1 Le produit cartésien

Tout au long de ce paragraphe, E et F sont deux ensembles donnés.

Définition 0.3.1 (Produit cartésien)
Soient x € E et y € F. On appelle couple formé par x et y, » noté (x,y), I'ensemble {{x},{x, y}}.

Dit simplement, un couple, c’est deux éléments ordonnés. La proposition suivante énonce cette
propriété fondamentale des couples :

Proposition 0.3.2 (Propriété fondamentale du produit cartésien)
Soient x,x' e E et y,y' € F. Les couples (x,y) et (x',y') sont égaux si, et seulementsi, x=x"ety=1y'.

Preuve : Je ne suis pas sir que cela aide mais la voici. Déja, si x = x’ et y = ¥/, il est évident que
(x, ) =, y).
Réciproquement, supposons les couples égaux. Cela signifie que

{{x}, {x, y1} = {1 {0, ') (%)

On suppose également que x # x’.

Autant le préciser maintenant : nous allons raisonner par 'absurde. C’est-a-dire qu'on
montre que 'hypothese x # x’ débouche sur une contradication; de sorte qu'il ne peut
étre vrai que x # x’; ou encore, qu'’il est vrai que x = x'.

L'élément {x} de I'ensemble de gauche est donc égal a {x'} ou a {x’, y'}. Or, x # x’, donc {x} # {x} et
par suite, {x} = {x, y'}. Il vient alors que x" = x, ce qui fournit la contradiction recherchée.
Ainsi, on sait maintenant que x = x’. Par conséquent,

{o}, {6,y = i, {x, Y
Supposons que y # y'. Alors {x, y} # {x,y'} et il sensuit que {x, y} = {x} et {x,y'} = {x}. D’ot1 'on
déduit que {x, y} = {x, ¥’} : contradiction. Finalement, y = y'. U

Définition 0.3.3
On appelle produit cartésien de E et F I'ensemble E x F de tous les couples formés d'un élément de
E et d'un élément de F :

ExF={(x,y) | x€E yeF}

Le produit cartésien E x E sera aussi noté E2.

Proposition 0.3.4
SoientE, F, G et H quatre ensembles. On a
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1. ExF=¢ < (E=9 ou F=¢)
2. ExXF=FxE < (E=F ou E=¢ ou F=¢)
3. ExFUExG)=Ex (FUQG)
4. ExFU(GxF)=(EUG)xF
5. ExF)n(GxH)=(EnNG) x (FNH)
Preuve : C’est un bon exercice. 0

Exemple 0.3.5
Des exemples de produits cartésiens ont été amplement dessinés au tableau et je ne perdrai pas de temps a
les reproduire ici. Mais voici un contre-exemple a la relation

(ExF)u(GxH)=(EuG) x (FUH)
dont on pourrait réver qu’elle soit vraie. Il suffit de prendre

E=F={0} G=H={1}
Alors (ExF)u(GxH)={(0,0);(1, 1}

tandis que (EuG) x (FUH) ={0,1} x {0,1} = {(0,0); (0, 1); (1,0); (1, 1)}

0.3.2 Fonctions et applications

Définition 0.3.6 (Relation)
On appelle relation tout triplet # = (E,F,T), ou E et F sont deux ensembles et T est une partie de
E xF.

L'ensemble E est alors appelé ensemble de départ; F est |'ensemble d’arrivée; et T est appelé
graphe de la relation .

Pour tout (x,y) € ExF, on notera x#y ou xI'y si, et seulement si, (x,y) se trouve en fait
dans T.

Exemple 0.3.7
La définition d'un graphe est tres peu restrictive : tout sous-ensemble de E x F est un graphe. Autrement dit,
tout ensemble formé de couples d'un élément de E et d'un élément de F est un graphe.

Du coup, il n’est pas difficile d’en exhiber des exemples :

fi={x,peR?| -1<x<3 0<y<2

ou L=t 1?) | reR}
ou f={* 0| reR}
ou encore fi={3 0] >0}

sont des graphes de R dans R.
On peut alors écrire que 1 f>1; ou bien 4 f3 2. En revanche, il est faux que 3 f; — 1.

Définition 0.3.8 (Fonction)
Soit f une relation de E dans F. On dit que f est une fonction de E dans F si et seulement si
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X,7) €
VxeE Vy )y eF ( Jf) ! =y=y
(x,y)ef

On notera alors f:E— F pour dire que f est une fonction de E dans F.

En Francais : un graphe est une fonction si deux points du graphe ayant la méme premieére co-
ordonnée ont obligatoirement la méme deuxiéme coordonnée également. Autrement dit, pour
chaque x € E qui est la premiére coordonnée d'un point du graphe, il existe un seul y, tel que (x, )
soit dans le graphe. C’est ce qu’on vérifie ici, aprés une définition :

Définition 0.3.9 (Domaine de définition)
Soit f:E— F. On appelle domaine de définition de f |'ensemble

P¢=1{x€E|3yeF (x,y)€f}

Proposition 0.3.10
Soit f : E — F. Pour tout x dans 9y, il existe un et un seul y € F tel que (x,y) € f. On notera alors

y=f).

Preuve: Si x est dans le domaine de définition de f, on sait qu’il existe y € F tel que (x, y) € f.
Maintenant, soit y' € F tel que (x, y') € f également. D’apres la définition d’une fonction, le fait
que (x, y) et (x,y) soient dans f implique que y = y'.
Il existe donc bien un unique y € F tel que (x,y) € f. U

Ainsi, la notion de fonction, telle qu’elle a été proprement définie dans le cours, capture
bien I'idée intuitive que I'on en a : c’est une maniére d’associer a certains x € E (ceux qui
sont dans le domaine de définition) un et un seul y € F.

Définition 0.3.11 (Image, antécédent)
Soient f:E—F, x€ Yy et yeF. Si y= f(x), on dit que y est /'image de x par f tandis que x est
appelé un antécédent de y par f.

Proposition 0.3.12 (Composition)
Soient f :E— F et g:F — G. Le graphe

gof=1{x2€ExG|3yeF (x,y)efet(y,2)eg}
est celui d’une fonction, appelée composée de f par g. Son domaine de définition est

Dgof ={x€E| x€ Yy et f(x) € Dg}
Enfin, VX € Dgof (8o fHx)=g(f(x)

Preuve : Encore un exercice amusant pour manipuler toutes nos définitions.

Vérifions tout d’abord que g o f est bien une fonction. Pour cela, il nous faut x € Eet z,z' € G
tels que (x, z) et (x, Z') sont dans go f. On souhaite montrer que z = z'.

Le fait que (x,z) € go f signifie qu'il existe y € F tel que (x,y) € f et (y,2) € g. De la méme
manieére, il existe y' € F tel que (x,)') € fet (y/,z)) e g.

26



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 0 : FONDEMENTS DES MATHEMATIQUES

Or, f est une fonction; puisque (x, y) et (x,)’) sont dans f,ona y =y (en fait, y = y' = f(x)).
Du coup, (y,z) et (y,Z') sont dans g, qui est le graphe d'une fonction donc z = z’ (et en fait, z = 2z’ =
g(y)). On a gagné, go f est bien une fonction.

Calculons son domaine de définition. Par définition, il s’agit de

Deor =1x€E|32€G (x,2) € go f}
Montrons qu'il est égal a 'ensemble
A={xeE|xeY; et [(x)eDg}

On procede comme souvent par double inclusion. Soit x € Zg.r. Il existe z = go f(x) € G tel que
(x,z) € go f. Ce qui signifie qu'il existe y € F tel que (x, y) € f et (¥, z) € G. Il vient immédiatement
que

xe9r y=fx)e%s et z=g(=g(fx)
Ce qui montre en méme temps que x € A, et que go f(x) = g(f(x)).
Réciproquement, supposons que x € A. Par définition, x € Zy et f(x) € Z;. Ce qui signifie (voir
la définition des notations f(x) et g(f(x))), que

(x,f(x)ef et (fx),g(f(x))eg
Donc (x,g(f(x)))egof
et XE€ @gof L]

Proposition 0.3.13 (Associativité de la composition)
Soient f :E—F, g:F — G et h: G — H trois fonctions. Alors

ho(gof)=(hog)of

Preuve : On montre évidemment I’égalité des graphes

ho(gof)={(x,) eExH|3zeG (x,2)€gofet(zt)€h}

et (hog)of={(x,)eExH|3yeF (x,y)efet(yt)chog}
C’est un peu fastidieux, mais allons-y. Soit (x, ) € Ex H. On a
(x,z)egof -
(x,t)€ho(gof) < |Jz€G (définition de ho(go f))
(z,0)eh
x,ef
< |3JdzeG 3TyeF (r,2)eg (définition de go f)
(z,t)eh
,Y) €
< [3JyeF {(x nes ) (définition de ho g)
(,t)Ehog
(x,t)eho(gof) < (x,t)e(hog)of (définition de (ho g)o f) U

Proposition 0.3.14 (Egalité de deux fonctions)
Soient f et g deux fonctions de E dans F. Elles sont égales si, et seulement si, elles ont le méme
domaine de définition et

VxePr =Yg fx)=gk)

27



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 0 : FONDEMENTS DES MATHEMATIQUES

Preuve: Si [ et g sont égales, elles ont évidemment méme domaine de définition et prennent les
meémes valeurs dessus.
Réciproquement, supposons que 7 = Y, et

VxePDr =P, fx) =gx)

On a alors V(x,y) eExF (x,y)e f <<= (x€ @f et y=f(x)
— (x€Yg et y=gXx)
x,pef—=(x,y)€g

Définition 0.3.15 (Application)
Soit f:E — F une fonction. On dit que c'est une application de E dans F si, et seulement si, elle
est définie sur E tout entier (ou encore %y =E).

Exemple 0.3.16
Si on reprend I'exemple 3.7, on voit que
¢ f1 n'est pas une fonction (et donc pas une application) ;
e f> est une fonction et une application de R dans R;
¢ f3 n'est pas une fonction puisque (1,—1) et (1,1) sont dans son graphe (méme abscisse, différentes
ordonnées) ;
* fy est une fonction de R dans lui-méme, définie sur R}. Ce n’est donc pas une application de R dans
lui-méme. En revanche, c’est une application de R} dans R.

Les propositions précédentes sont également valables pour les applications, qui ne sont que des
cas particuliers de fonctions. Notons que la composée go f de deux applications f : E — G et
g : G — H est une application puisque son domaine de définition est (d’apreés la proposition
3.12) :

Dgor =1x€E|x€Eet f(x) eF} =E
Définition 0.3.17 (Identité)
Soit E un ensemble. On appelle identité de E I'application idg : E— E définie par
Vx€eE idg(x) =x
Proposition 0.3.18

L'identité est neutre pour la composition. Plus précisément, si F est un ensemble et si f : E— F et
g :F — E sont deux fonctions, on a

foidg=f et idgpog=g
Preuve: On utilise la proposition 3.14 qui caractérise 1'égalité entre deux fonctions, et la proposi-
tion 3.10 qui permet de calculer le domaine de définition d’'une composée :

Doidy = {Xx€EE|x€Piq, et idp(x)ePs}={xeE|xeEetxe Zsl=%y

et Vxe Py  foidg(x) = fidg(x)) = f(x)
f et foidg ontle méme domaine de définition et coincident dessus; elles sont égales.
Méme chose pouridgoget g. U
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0.3.3 Injectivité, surjectivité, bijectivité

Linjectivité, la surjectivité et la bijectivité sont des propriétés relatives aux fonctions, qu'on
introduit pour répondre a des questions qu’on peut se poser naturellement.

Ainsi, si f: E — F et y € F, existe-t-il au moins un x que f envoie sur y ? Ce qui revient a dire,
I'equation f(x) = y d'inconnue x a-t-elle des solutions ? Et si elle a des solutions, en a-t-elle une
seule ? plusieurs ?

Si on est en mesure de savoir, par un certain procédé, que I'équation f(x) = y admet des solu-
tions, cela permet de travailler avec, sans avoir a connaitre celles-ci. Lidée étant que, savoir que
quelque chose existe est plus utile que de ne rien savoir.

Définition 0.3.19 (Injectivité, surjectivité, bijectivité)
Soit f:E — F une application. On dit qu’elle est
e injective si et seulement si

Vx,x' €E ) =fpy)=x=y)

On dit aussi que f réalise une injection de E dans F.
e surjective si et seulement si

VyeF 3dxeE f)=y

On dit aussi que f réalise une surjection de E sur F.
e bijective si et seulement si

VyeF dxeE fx)=y

On dit aussi que f réalise une bijection de E sur F.

Ces notions peuvent étre reformulées avec le vocabulaire des fonctions qui a été défini dans
les paragraphes précédents :
e f est injective si et seulement si deux éléments distincts de E ont des images distinctes.
Ou encore, tout élément de F a au plus un antécédent par f.
o festsurjective si et seulement si tout élément de F est atteint par f. Ou encore, tout élément
de f admet au moins un antécédent par f.
o f estbijective si et seulement si tout élément de F admet un et un seul antécédent par f
Cette reformulation montre immédiatement que

Proposition 0.3.20
Soit f : E — F une application. Elle est bijective si, et seulement si, elle est a la fois injective et
surjective.

Ces notions peuvent aussi étre utilisées pour mesurer la taille relative de certains ensembles.
Le probleme ne se pose pas vraiment pour les ensembles finis : il est clair qu'un ensemble a 4
élément est plus gros qu'un ensemble a 3 éléments.

Mais que faire lorsqu’on souhaite comparer deux infinis ? Par exemple, R est-il plus gros que
N?2Q?

Prenons deux ensembles E et F et supposons qu’on a une injection f de E dans F. Cela signifie
que des éléments distincts de E vont sur des éléments distincts de F a travers f. Donc il y a au
moins suffisamment de place dans F pour caser les images d’éléments de E. Ainsi, sil existe une
injection de E dans F, c’est que F est au moins aussi gros que E.
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Maintenant, supposons qu’il y a une surjection f de E sur F. Cela signifie que tout élément de F
peut étre associé, par f, a au moins un élément de E. Donc il y a suffisamment d’éléments dans E
pour faire chacune de ces associations. Autrement dit, E est au moins aussi gros que F.

Enfin, s'il existe une bijection de E sur F, les deux propriétés précédentes sont combinées (une
bijection est a la fois une injection et une surjection). Donc E et F sont de méme taille.

0.3.4 Relations d’équivalence

Définition 0.3.21
Soit Z = (E,F,T) une relation. On dira qu'il s'agit d'une relation d'équivalence si, et seulement si,
les trois conditions suivantes sont satisfaites :

o X est réflexive, ce qui signifie que E=F et

VxeE XRx
o X est symétrique :
Vx,y€E XRYy = yRXx

o X est transitive :

XRy
YRz

Dans ce cas, si x €E, on appelle classe d'équivalence de x |'ensemble

cx)={yeE | xRy}

Vx,y,z€E }:> XRz

L'ensemble des classes d'équivalence pour Z est noté E/Z et on |'appelle quotient de E par la
relation d'équivalence %.

La notion de relation d’équivalence interviendra de nombreuses fois dans le cours de ma-
thématiques et y jouera un role fondamental. Lannée prochaine encore plus que cette année.
Contentons-nous pour I'instant d’en donner des exemples :

Exemple 0.3.22
Soit E un ensemble non vide. On considere la relation d’égalité sur E, en posant :

Vx,y€E XRy < x=y

Vérifions qu'il s’agit d'une relation d’équivalence.
o Réflexivité : Soit x € E. Alors x = x, ce qui établit bien que x % x.
o Symétrie : Soient x et y dans E. On suppose que xZ y; par définition, cela signifie que x = y. Donc x
et y sont le méme élément et, bien évidemment, on a y = x ou encore y % x.
o Transitivité : Soient x, y et z dans E, tels que xZ% y et yZ% z. Ceci signifieque x=yety=z:x, yetz
sont le méme élément de E. Du coup, xZ z.
L'égalité est donc une relation d’équivalence.

Exemple 0.3.23
On sait, depuis qu’on est tout petit, que tout élément de [0; 1[ admet un unique développement décimal
x =0.ayayas... (il faudrait que je sois un peu plus précis, mais cela rendrait la discussion plus technique
que le nécessite la situation).

Etant donnés x et y dans [0; 1], on notera x = y si, et seulement si, les deux premiers chiffres de leur
écriture décimale sont égaux. Par exemple,
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V2

0.456 = 0.45 > ~0.70 0.999 =0.99

Il est facile de vérifier que = est une relation d’équivalence. Remarquons que, par définition, elle met en
relation deux nombres de [0; 1[, pour peu qu’ils aient les deux mémes premiers chiffres apres la virgule.

Imaginons une calculatrice de mauvaise qualité qui ne sait faire des calculs qu’avec une précision de
deux chiffres apres la virgule; pour elle, = n'est autre que 1'égalité. Mais pour une autre calculatrice un
peu moins pourrie qui sait calculer avec une précision de 3 décimales, ces deux relations = et = sont bien
distinctes.

Faisons aussi une observation importante : en quelque sorte, = sert a regrouper entre eux les nombres
qui sont indistinguables par notre calculatrice a deux décimales. Elle fournit alors un découpage naturel de
[0;1]:

[0; 1[=[0;0.01[uU[0.01; 0.02[U---U[0.99; 1]

Ces intervalles sont disjoints deux-a-deux et les éléments qu’ils contiennent sont caractérisés exactement
par le fait qu’ils ont les deux mémes premieres décimales.

Ce découpage mis en évidence dans I'exemple n’est pas un hasard. Il est un cas particulier de
ce qu'on appelle une partition d’'un ensemble.

Définition 0.3.24
Soit E un ensemble. Soit .7 une collection de sous-ensembles de E. On dit que .27 est une partition
de E si, et seulement si,

e Les éléments de & sont non vides :

VAe .o/ A#Q
o Les éléments de o7 sont deux-a-deux disjoints :
VA,Be .o/ A#A = AnA =¢)

e |ls permettent de recomposer E :

E=JA

Aed/

Montrons alors le point important de cette section : partitions et relations d’équivalence sont
essentiellement le méme phénomeéne, vu sous des angles différents.

Proposition 0.3.25
SoitE un ensemble.

1. Soit Z une relation d’équivalence sur E. Les classes d’équivalence forment une partition deE.
2. Soit o une partition deE. Il existe une (et une seule) relation d’équivalence sur E

Preuve : On commence par se donner une relation d’équivalence % sur E. On doit montrer que
I'union des classes d’équivalence est E, et que deux classes distinctes sont disjointes.
Si x € E, la réflexivité de Z nous dit que x % x ; autrement dit, x € cl(x). Donc
E= |J A
A€E/ZR

Ensuite, on se donne deux classes d’équivalence A et B. Par définition, il existe x et y dans E tels
que A = cl(x) et B=cl(y). Supposons que ANB # @ et montrons que A = B. Il existe z€ AnB. Cela
signifie, par définition d'une classe d’équivalence, que
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XXz et Yz

Par suite, YueE UEA—= xR u
= URX (Z est symétrique)
— uRz (Z est transitive)
—zRU (Z est symétrique)
= yZu (Z est transitive)

UeEA=— ueB
Ce qui montre que A c B. De la méme maniere, on montrerait que B < A. On a donc établi

VA,BEE/Z% AnB#¢ — A=B

Par contre-apposée, VA,BeEE/Z% AZB = AnB=9)

La premiere partie de la preuve est compléete : E/ % partitionne bien E.

Réciproquement, on suppose qu’on a une partition .27 de E. On doit construire une relation
d’équivalence dont les classes d’équivalences sont exactement les éléments de .7

Si x € E, il existe A € o/ tel que x € A puisque E= U B. En outre, ce A est unique : en effet, si
Beo/
B € of est tel que B # A, alors A et B sont disjoints (définition d'une partition) et ANB = @ d’oll

x ¢ B.
Autrement dit, pour tout x € E, il existe un unique élément de <7, qu’'on note finalement A(x),
tel que x € A(x). On définit alors une relation % de la maniere suivante :

Vx,y€E XRy = yeAx)

Montrons que £ est une relation d’équivalence. D’abord, puisque x € A(x) pour tout x € E, il est
clair que xZ x : ceci établit la réflexivité de Z.

Ensuite, donnons-nous x et y dans E, tels que x % y. Par définition, y € A(x) ; du coup, puisque
y € A(y), les ensembles A(x) et A(y) ne sont pas disjoints; par définition d'une partition, ils sont
égaux. Par suite, x € A(y) donc y % x : Z est symétrique.

Enfin, soient x, y et z dans E tels que xZ y et y % z. On vient de voir qu’alors, A(x) = A(y) et
A(y) =A(2). Du coup, z € A(x) et xZ z : Z est transitive.

On a établi que Z est une relation d’équivalence. Par définition, ses classes d’équivalence sont
précisément les éléments de 7. U

Exemple 0.3.26
On peut partitionner I'ensemble N? en une réunion disjointe de « lignes » obliques de coefficient directeur
1 comme représenté sur le dessin qui suit.

4
3 L I"I I(”[{.’l I.,’
2
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Compte-tenu du théoréme précédent, cette partition correspond a une relation d’équivalence, notée %
pour étre original : si n = (ny, ny) et m = (my, my) sont deux couples d’entiers, ils seront équivalents si, et
seulement si, ils se trouvent sur la méme ligne pointillée sur le dessin. Ce qui revient a dire que la pente
entre ces deux points vaut 1. Autrement dit,

NAM < my—npy=mj—n

Cette relation d’équivalence sera mise a profit pour construire la notion de nombre négatif et I'ensemble
Z.D’ailleurs, en supposant que les nombres négatifs n’existent pas, la bonne définition pour £ est en fait la
suivante :

NAM < Mmy+n;=ns+m

Exemple 0.3.27
Nous manipulons des relations d’équivalence depuis notre plus tendre enfance. Plus précisément, depuis
que nous avons appris a travailler avec des fractions dans ’ensemble Q.

En effet, une fraction % est en fait la donnée du numérateur m € Z et du dénominateur n € Z* ; autre-
ment dit, du couple (m, n) € Z x Z*. Mais cette identification est trop simpliste : en effet, on dispose de la
regle permettant de simplifier une fraction lorsque m et n ont un facteur commun. C’est celle-ci qui permet
de dire que les fractions % et 22—’,’;, par exemple, sont identiques.

Une maniére rigoureuse de construire Q consiste donc a prendre I'ensemble Z x Z* et a le quotienter

par la relation d’équivalence
(mn) R (m' n) < mn'-mn=0

qui n'est autre que « la régle des produits en croix. » Alors la fraction 7 est simplement la classe d’équiva-
lence du couple (m, n). Il y a cependant besoin de quelques rudiments d’arithmétique, qui seront présentés
dans un chapitre ultérieur, pour pouvoir I'expliquer.
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Chapitre 1

Ensembles Finis et Dénombrements

Lobjectif de ce chapitre est d’étudier plus en profondeur les propriétés de N, 'ensemble des
entiers naturels. En particulier, on démontre le théoréme de récurrence, qui est un outil fonda-
mental pour étudier des propriétés mettant en jeu les nombres entiers.

Puis on étudie en particulier les ensembles finis et les méthodes élementaires pour compter

leurs éléments. On introduira les nombres (Z), constituant le triangle de Pascal.

1.1 Théoréeme de Récurrence

1.1.1 Lensemble N des entiers naturels

On rappelle que I'ensemble N des entiers naturels est I’ensemble des nombres entiers positifs :
N=1{0,1,2,...}.

Définition 1.1.1
Soit A une partie non vide de N. On dira que A est majorée si et seulement si il existe N e N, tel que

VneA n<N

Un tel entier N sera appelé majorant de A. Si N appartient a A, on dira que N est un plus grand
élément de A.

Proposition 1.1.2
Soit A une partie non vide deN. Si A admet un plus grand élément, celui-ci est unique.

Preuve : On suppose que A admet des plus grands éléments N et P. Par définition, N et P sont
dans A et
VneA n<N et n<P

En particulier, puisque N € A, on a N < P. De méme, P < N. Par conséquent, N = P. U

Définition 1.1.3
Soit A une partie non vide de N. Un entier N est appelé plus petit élément de A si

NeA et VneA N<n
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Proposition 1.1.4
Soit A une partie non vide deN. Si A admet un plus petit élément, celui-ci est unique.

Preuve: Similaire a celle de la proposition 1.2. U

L'ensemble N posséde les propriétés fondamentales suivantes :

Théoréme 1.1.5
1. Toute partie non vide deN admet un (unique) plus petit élément.

2. Toute partie non vide majorée deN admet un (unique) plus grand élément.

Preuve : Le premier point est admis car sa démonstration requiert le détail de la construction de
N. Il est suffisamment intuitif pour que 'on puisse 'admettre sans probleme.

Démontrons maintenant le second point. Soit A une partie non vide de N, majorée. A admet
donc des majorants et I'ensemble M des majorants de A n’est pas vide. D’apres le premier point,
M admet un plus petit élément que I’on note N. Nous allons établir que N est le plus grand élément
de A.

D’abord, puisque N appartienta M, N est un majorantde A :

VneA n<N
Supposons que N n’appartient pas a A. Alors il est distinct de n'importe quel élément de A donc

VneA n<N

Auquel cas, YneA n<N-1

ce qui signifie que N — 1 est un majorant de A. Autrement dit, N — 1 appartient a M. Mais N est le
plus petit élément de M. On a donc une contradiction. Par suite, N appartient a A : c’est le plus
grand élément de A. O

Définition 1.1.6
Soient n et m deux entiers, avec n < m. L'ensemble de tous les entiers compris entre n et m est
noté [[n; m]]. L'’ensemble de tous les entiers supérieurs a n est noté [[n; +ool[.

1.1.2 Raisonnements par recurrence

Le raisonnement pas récurrence est I'outil mathématique, rigoureux, pour démontrer des choses
de proche-en-proche.

Théoreme 1.1.7
Soit & une propriété définie surN. On suppose que & (0) est vraie et que

VneN  Pn) = Pn+1)
Alors & (n) est vraie pour tout entier n.
Preuve : On note A I'ensemble de tous les entiers qui vérifient la propriété . Supposons qu’il

existe des entiers ne vérifiant pas A, c’est-a-dire que A n’est pas égal a N tout entier. Alors I'en-
semble B = N\ A n’est pas vide. D’apres le théoreme 1.5, B admet un plus petit élément N.
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Comme Z(0) est vraie, 0 appartient a A et n’appartient donc pas a B. Par suite, N ne peut étre
nul et est donc strictement positif. Donc N — 1 est un entier naturel, strictement plus petit que N.
Dans la mesure ou N est le plus petit élément de B, N — 1 ne peut pas se trouver dans B. Il est donc
dans A ; par suite, & (N—1) est vraie. Il s’ensuit que & (N—-1+1) = Z?(N) est vraie donc N appartient
a A. Cela contredit le fait que N appartienta B. Donc A =N. U

Parfois, on ne peut espérer montrer une propriété qu’'a partir d'un certain rang. Il y a un théo-
reme pour cela:

Corollaire 1.1.8
Soient ny un entier et & une propriété définie sur [[ng; +ooll. On suppose que &’ (ny) est vraie et que

Yn > ng P = Pn+1)

Alors & (n) est vraie pour tout entier n > ny.

Preuve: On pose VneN 2(n) = A(ng+n)

Alors 2(0) = #(ny) est vraie.

Ensuite, soit n un entier tel que 2(n) = &(ng + n) soit vraie. Lentier ny + n est supérieur a ny,
donc Z(ng+n+1) = 2(n+1) est vraie. D’apres le théoreme de récurrence, 2 (n) est vraie pour
tout entier 7. O

Pour d’autres propriétés, il n’est pas suffisant d’avoir & (n) pour avoir &(n + 1). On a un théo-
reme adapté a ces cas-la:

Corollaire 1.1.9
Soient ny un entier et & une propriété définie sur [[ng; +ooll. On suppose que & (ny) et & (ng + 1)
sont vraies, et que

Vanzny (P etP(n+1)) = P(n+2)

Alors & est vraie pour tout entier n > n.

Preuve : On pose Vnzny 2n)=(Pn)etPn+1)

Par hypothese, 2(ny) est vraie.

Ensuite, soit n est un entier supérieur a ng tel que 2(n) soit vraie. Par définition de 2, cela
signifie que #(n) et #(n+ 1) sont vraies. D’apres 'hypothese sur &7, cela implique que & (n + 2)
est également vraie. On constate que & (n + 1) et &(n + 2) sont vraies, autrement dit 2 (n + 1) est
vraie. Donc 2 est héréditaire.

D’apres le corollaire 1.8, 2(n) est vraie pour tout n > ny. En particulier, & (n) est vraie. U

Corollaire 1.1.10
Soient ny un entier et & une propriété définie sur [[ng; +ooll. On suppose que & (ny) est vraie et que

Yn>ng (Vkellng; nl Pk) = Pn+1)

Alors & (n) est vraie pour tout entier n > ny.
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Preuve : On pose Yn>ng 2(n)=(P(ng) et Z(np+1) et --- et Z(n))
Les hypotheéses du théoreme nous disent précisément que 2(ny) est vraie et que
Vn > ng Q) = 2n+1)

D’apres le corollaire 1.8, 2(n) est vraie pour tout entier n > ny. En particulier, &2 (n) est vraie pour
tout entier n > ny. ]

1.1.3 Suites Définies par Récurrence

Définition 1.1.11
Soit E un ensemble. On appelle suite a valeurs dans E toute fonction de N dans E. Leur ensemble
est donc EN.

Si u est une suite a valeurs dans E, on notera u,, plutét que u(n) sa valeur en un entier n.
Si A est I'ensemble de définition de u, on notera indifferemment © ou (u4y,) nea.

Une suite peut étre définie explicitement en chaque entier n par une relation entre u, et n. Par
exemple,

1
Vn=>1 Uy = -
n
Mais le principe de récurrence nous dit aussi que, si f est une application de E dans lui-méme,
une relation de récurrence telle que

{uo =a
VneN Un1 = f(uy)

suffit a définir une suite, de maniére unique.
Plus généralement, une suite peut aussi étre définie par
— Une application f :N x E — E, un premier terme 1 et une relation de récurrence

VReN  upr = f(n,up)

— Une application f :N x E x E — E, deux premiers termes u et u;, et une relation de récur-
rence

VneN Un+o = (1, Uy, Upt1)

— Des relations de récurrence plus compliquées sur lesquelles nous n’élaborerons pas.
Deux exemples simples de suites definies par récurrence sont les suites arithmétiques et les
suites géométriques.

Définition 1.1.12 (Suite arithmétique)
Soient a et r deux nombres complexes. On appelle suite arithmétique de premier terme a et de
raison r la suite définie par récurrence

Up=a et VneN Ups1=Up+T
Définition 1.1.13 (Suite géométrique)

Soient a et g deux nombres complexes. On appelle suite géométrique de premier terme a et de
raison q la suite définie par récurrence

Up=a et VneN Unp+l = qUp
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Proposition 1.1.14
Soit u la suite arithmétique de premier terme a et de raisonr. Ona

VneN U, =a+nr

Preuve : La démonstration se fait par récurrence. On pose
VneN Pn)= «up=a+nr »

e Z(0) estvraie: Eneffet, yy=a=a+0xr.
o X(n)= Z(n+1) : Soit n un entier tel que &?(n) soit vraie, c’est-a-dire qu’'on sait que
u, = a+ nr. Alors, d’apres la définition de u,; par récurrence,

Upy1 =Up+T=a+nr+r=a+n+1r

et on constate que & (n + 1) est effectivement vraie.
» Conclusion: &(n) est vraie pour tout entier n, d’apres le théoreme de récurrence :

VneN u,=a+nr O

Proposition 1.1.15
Soit u la suite ggométrique de premier terme a et de raison q. On a

VneN u,=aq"

Preuve: La démonstration se fait par récurrence. On pose
VneN P(n)= «up=aq" »

o 2(0) estvraie: En effet, ug=a=ax q°.
o X(n)= Z(n+1) : Soit n un entier tel que &?(n) soit vraie, c’'est-a-dire qu’'on sait que
u, =aq". Alors, d’apres la définition de u,+; par récurrence,

_ _ n _ n+l
Up+t1 =qUp =g xaq = aq

et on constate que & (n + 1) est effectivement vraie.
o Conclusion: &(n) est vraie pour tout entier n, d’apres le théoréme de récurrence :

VneN u, =aq" UJ

1.1.4 Notations > et I1

On définit et étudie les propriétés élementaires des notations ¥ et I1.

Définition 1.1.16
Soit u une suite & valeurs complexes. Soit ny un entier. On pose

no n+1 n
S wizun, et Vnng Y wi=upnt ¥ u
i=n() i=n0 i=n0
no n+1 n
et Hui:uno et Vn=ng Hui:unxnui
i=ng i=ng i=ng
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Proposition 1.1.17
Soit u une suite a valeurs complexes. Soient n < m < p trois entiers. On a

p
Z u;+ Z uzZ,Z Ui
i=n

i=m+1
m 14 14
et I1 Ui X IT U = I1 U;
i=n i=m+1 i=n

Preuve : On fixe deux entiers n < m et on pose

p
Vp>m+1 P(p):« Zu,+ Z u; = Zui »
=n

i=m+1

e Z(m+1) estvraie: En effet, d’apres la définition 1.16,

m m+1 m m+1
Ui+ Y U= UitUp1= 2 U
i=n i=m+1 i=n i=n

o Y(p) = Z(p+1):Soit p > m+1un entier tel que & (p) soit vraie, c’est-a-dire qu’on sait

g it Z Ui = Zul

i=m+1
m p+1 m p+1
Alors Yui+ Y uj=Y ui+ Z u,+up+1—2u,+up+1—2u,
= i=m+1 i=n i=m+1 i=n i=n

Ici, on a utilisé successivement la définition 1.16', puis 'hypothése de récurrence, et enfin
la définition 1.16 4 nouveau.? On constate que Z(p + 1) est effectivement vraie.
e Conclusion: & (p) est vraie pour tout entier p > m+ 1, d’apres le théoreme de récurrence :

Vp=zm+1 Zuz+ Z uj = Zul

i=n i=m+1 =

Puisque n < m étaient des entiers arbitraires, on a gagné. La preuve pour les produits est exacte-
ment la méme. U

Proposition 1.1.18
Soient u et v deux suites a valeurs complexes. Pour tous entiers n et m, avec n < m, on a

m m m
2ui+ Y vi= ) (Ui+vy)
1=n 1=n 1=n

m

et 1__[ 1__[ H (u;vi)

i=n
Preuve : Soit 7 un entier fixé. On définit une nouvelle suite w de la maniére suivante :

m m
Vm>n Wm= Y Ui+ Y U;

i=n i=n

n n n
Ona Wp=Y uj+ > vi=uy,+v,= Y (uj+v;)
i=n i=n i=n

IAvec ng=m+1letn=p.
2Avec ng=netn=p.
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m+1 m+1

et Vm=>n =Y u;+ v;
=n

g

3

s
|

i=n i
m m

( > ui+um+1)+( 2 Uit Vm+1)
i=n i=n

Wm+1 = Wi + (Ums1 + Uins1)

m

On voit que la suite (wy,) >, satisfait la méme relation de récurrence que ( Y (u; + v,-))
i=n

Ces deux suites sont donc égales, puisqu’une suite définie par récurrence est uniquement déter-

minée.
La preuve pour les produits est une copie conforme de ce qui précede, a ceci prés qu’on rem-
place les X par des II. U

mz=zn’

1.2 Ensembles finis

1.2.1 Définitions

Lorsqu’on a défini les notions d’injection, surjection et bijection, on a expliqué qu’elles pou-
vaient servir a comparer la taille de deux ensembles A et B.

- S’il existe une injection de A dans B, cela signifie qu'on peut envoyer tous les éléments de A
sur des éléments de B deux a deux distincts. Intuitivement, B doit donc avoir plus d’éléments
que A.

- S'il existe une surjection de A sur B, tout élément de B provient d’au moins un élément de A.
Intuitivement, A a au moins autant d’éléments de B.

- S’il existe une bijection de A sur B, ces deux ensembles doivent avoir gross-modo le méme
nombre d’éléments.

Dans ce paragraphe, nous obtenons ces résultats intuitifs dans le cas d’ensembles finis.

Lemme 1.2.1
Soient n et m deux entiers non nuls. Ils sont égaux si, et seulement si, il existe une bijection de|[1; n]]
surlll; pll.

Preuve : On démontre ceci par récurrence. Pour tout entier n, on note & (n) la proposition: « Si p
est un entier tel qu’il existe une bijectionde [[1; n]] sur [1; p]] alors n = p.»
o (1) est vraie : Supposons qu'il existe une bijection de [[1;1]] sur [[1; p]]. Notons-la b.
Puisque b est surjective, 1 et p sont atteints : il existe n; et ny dans [[1; 1]], tels que

b(n) =1 et b(ny)=p
Or, [[1;1]] = {1} donc n; = ny = 1. On en déduit que
p=Db(ny) =b(nm)=1

ce qui établit Z(1).

o Y(n) = Z(n+1):Soit n un entier positif, tel que &?(n) soit satisfaite. Soit p un entier tel
qu’il existe une bijection, notée b, de [[1; n+ 1] sur [[1; p]l. On considere deux cas :
- Si b(n+1) = p, on pose

Vkel[l;n] f k) =b(k)
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En d’autres termes, f estlarestrictionde b a [[1; n]]. Montrons que f est une bijection de
([1;nllsur[[1; p—11].
On commence par établir que f est a valeurs dans [[1; p—1]]. En effet, comme b est injec-
tive et b(n+ 1) = p, les valeurs prises par b dans [[1; n]] sont différentes de p. Donc sont
comprises entre 1 et p— 1.
Puis on montre que [ est injective. Supposons que m; et my sont dans [[1; n]], tels que
f(my) = f(my). D’apres la définition de f, il vient b(m;) = b(my). Or, b est injective donc
my = my : f estaussiinjective.
Enfin, on montre que f est surjective sur [[1; p —1]]. Soit k un élément de cet ensemble.
A fortiori, k appartienta [[1; p]l et comme b est surjective, il existe m € [[1; n+ 1]] tel que
b(m) = k. Or, b(m) = k # p, b est injective et b(n + 1) = p donc m est différent de n + 1.
C’est-a-dire que m < n. D’ou k = b(m) = f(m); tout élémentde [[1; p — 1]] est atteint par
f donc f est surjective.
On voit donc que f est une bijectionde [1; n]l sur[[1; p—1]]. D’apres #(n), n=p—1.0u
encore, n+ 1 = p. Ce qui établit Z(n + 1).

- Si b(n+1) # p, on note a = b(n+1). On définit alors

psik=a
Vkelll; pll olk)=<{ asik=p
k sinon

En d’autres termes, o est 'application de [[1; p]] dans lui-méme qui échange a et p, mais
laisse tous les autres éléments inertes. Il est clair que o est une bijection de [[1; p]] sur
lui-méme, puisque o oo = id. La composée de deux bijections est une bijection donc g o b
est une bijectionde [1; n]] sur [[1; p]l. En oute,

cgob(n+1)=0(b(n+1))=c(a)=p

D’apres I'étude du premier cas, n + 1 = p. Ce qui établit Z(n +1).
e Conclusion : D’apres le théoreme de récurrence, & (n) est vraie pour tout entier n. Ce qui
acheve la démonstration. U
Ce lemme permet de poser la définition suivante :

Définition 1.2.2

Un ensemble non vide E est dit fini si, et seulement si, il existe un (unique) entier positif p tel que E
soit en bijection avec [[1; p]]. Cet entier est appelé cardinal de E, noté CardE ou |E|. Par convention,
I'ensemble vide est fini et son cardinal vaut 0.

Notons qu’a partir du moment o1 on a un ensemble fini E, dont on note p le cardinal, on peut
énumeérer ses éléments. En effet, il existe une bijection o de [[1; p]] sur E. Les objets o(1), ¢(2), ...,
o(p) sont donc deux-a-deux distincts (injectivité) et constituent tous les éléments de E. Donc

E={o(1),...,0(p)}

et cette écriture décrit E en extension.

1.2.2 Parties dun ensemble fini

Lemme 1.2.3
Soit E un ensemble fini, non vide, de cardinal p. Soit a € E. L'ensemble E\ {a} est fini, de cardinal

p-1.
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Preuve : Supposons d’abord que p = 1. Il existe une bijectionde [[1; 1]] sur E, donc E est un single-
ton. Donc E\ {a} = @ et a pour cardinal 0, qui vaut bien p — 1.

Maintenant, supposons p > 1, de sorte que p —1 > 0. On sait qu’il existe une bijection b de E
sur [[1; pll, d’apres la définition 2.2.

Si b(a) = p, alors sarestriction a E\ {a} est une bijection sur [[1; p—1]] (voir la preuve du lemme
2.1). Donc E\ {a} est de cardinal p — 1.

Si b(a) est différent de p (disons b(a) = n), on note ¢ la bijection de [[1; n]] sur lui-méme qui
échange n et p. Alors bo o est une bijection de E sur [[1; n]] telle que boc(a) = n. On est ramené
au cas précédent et on en déduit que |[E\{a}| = p—1. 0

Théoreme 1.2.4
Soit E un ensemble fini, soit F c E. Alors |F| < |E|, avec égalité si et seulement si F = E.

Preuve : On démontre le résultat par récurrence en notant, pour tout entier p, &(p) la proposi-
tion : « Soit E un ensemble de cardinal p. Pour tout F c E, on a |F| < |E|, avec égalité si et seulement
siF=E.»
o Z(0) est vraie : En effet, il n'y a qu'un seul ensemble de cardinal nul, c’est ’ensemble vide.
Etil n’a qu'un seul sous-ensemble, qui est aussi ’ensemble vide, de méme cardinal.
o X(p) = Z(p+1):Soit p un entier tel que & (p) soit satisfaite. On se donne E un ensemble
de cardinal p+1 et F un sous-ensemble de E. Si F = E, alors |E| = |F|. Si F est strictement inclus
dans E, E\F n'est pas vide et on prend a dedans. De sorte que

FcE\{a} avec [E\{a}|=p+1-1=p

F est un sous-ensemble d'un ensemble de cardinal p, donc I'hypothése de récurrence nous
assure que |F| < p. En particulier, |[F| < p+ 1 = |E|. Et Z(p + 1) est démontrée.
e Conclusion : Par récurrence, &?(p) est vraie pour tout entier p. 0]

Théoréme 1.2.5
Un sous-ensemble deN est fini si, et seulement si, il est majoré.

Preuve: Soit A < N un ensemble majoré. D’apres la définition 1.1, il existe n, tel que

VneA n<ng

Autrement dit, Ac|0;npll

D’apres le théoréme 2.4, A est fini car [[0; ng]] I'est.
La réciproque se démontre par récurrence. Si p est un entier positif, on note & (p) la proposi-
tion : « Tout ensemble fini inclus dans N, de cardinal p, est majoré. »
o (1) est vraie : On a déja vu qu'un ensemble a un élément est un singleton, qui est claire-
ment majoré.
o X(p) = Z(p+1) : Soit p strictement positif, tel que & (p) vraie. Soit E un ensemble fini
de cardinal p + 1. Alors E n’est pas vide et il admet un plus petit élément. L'ensemble E \ {a}
est de cardinal p, d’apres le lemme 2.3. Par hypothése de récurrence, E \ {a} est majoré :
il existe ng tel que

VneE\{a} n<ng

Or, a est le plus petit élément de E. Donc si b€ E\ {a}, on a
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a<b<ng

Au final, E est majoré par ng. Donc & (p + 1) est vraie.
e Conclusion : Par récurrence, & (p) est vraie pour tout entier p # 0.
Ce qui, bien stir, acheve la démonstration. ]

Théoréme 1.2.6
Soit E une partie finie de N, de cardinal p > 0. 1l existe une unique bijection strictement croissante
del[1; p]l surE.

Preuve : Récurrence, encore... Pour tout entier p > 0, on note & (p) la proposition : « Si E est une
partie de N, de cardinal p, il existe une unique bijection strictement croissante de [[1; p]] sur E. »

o (1) estvraie: Soit E un ensemble de cardinal 1. C’est un singleton : il existe un entier a tel
que E = {a}. L'unique bijection de [[1; 1]] sur E est 'application 1 — a. Elle est évidemment
strictement croissante.

o Z(p) = Z(p+1):Soit p strictement positif, tel que & (p) soit vraie. Soit E une partie de N
de cardinal p + 1. Puisque E est fini, donc majoré, il admet un plus grand élément a d’apres
le théoreme 1.5. Lensemble E \ {a} a pour cardinal p donc d’apres & (p), il exist une unique
bijection strictement croissante de [[1; p]l sur E, que 'on note b. On prolonge ba[[1; p+1]]
en posant b(p+1) = a, ce qui fournit une bijection strictement croissantede [[1; p+1]] sur E.
Reste a montrer I'unicité. Si f est une bijection strictement croissante de [[1; p + 1]] sur E,
f(p+1) doit étre supérieur a tout élément de E. Donc f(p +1) = a = b(p + 1). Par suite,
la restriction de f a [[1; p]l est une bijection strictement croissante de [[1; p]l sur E\ {a}.
Cette restriction doit donc étre égale a b, d’apres la définition méme de b. Donc f coincide
avec balafoissur[[1; p]l eten p+ 1. Ces deux applications sont égales.

» Conclusion : & (p) est vraie pour tout entier p > 0. U

Si E est un ensemble de cardinal p > 0, la donnée de cette bijection strictement croissante b
de [[1; p]l sur E nous donne une énumération des éléments de E : c’est-a-dire qu'’il y a un seul
élément de E qu’on peut appeler le premier, un seul qu'on peut appeler le deuxieme, etc. On dira
que b(1) < b(2) <--- < b(p) est une énumération des éléments de E.

1.3 Dénombrements

1.3.1 Unions et intersections d’ensembles finis

Proposition 1.3.1
SoientE et F deux ensembles finis disjoints. Alors EUF est fini et [EUF| = |E| + |F|.

Preuve: Soient E et F deux ensembles finis, de cardinaux respectifs p et g. Il existe deux bijections
fE—1;plletg:F—11;qll. Alors g = p+ g1 est une bijectionde Fsur [[p+1; p+¢q]l. On
pose

f(n)sineE

VneEUF h(n) = .
gn)sineF

Comme E et F sont disjoints, cette définition est bien posée. Et & est clairement une bijection de
EuFsur [[1; p+ q]l. Si on souhaite s’en convaincre, il suffit de composer h avec 'application
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[1;p+qgll — EUF
b [ msil<n<p
g lmsip+1<n<p+gq
Donc |[EUF| = |E| + |F| ]

Corollaire 1.3.2
Soient E un ensemble fini et F c E. Alors |[E\F| = |E| — |F|.

Preuve : Lensemble E \ F est inclus dans E fini, donc est lui-méme fini d’apres le théoréme 2.4.
De plus, F et E\ F sont disjoints donc d’apres la proposition 3.1,

|F|+|E\F| =|FU(E\F)| = |E|
Par suite, |[E\F| = |E| - |F| O

Corollaire 1.3.3
Soient A et B deux ensembles finis, inclus dans un méme ensembleE. Alors AUB est fini et

[AUB| =|Al +|B| — AN B|

Preuve: Les ensembles A\ (AN B) et B sont disjoints deux-a-deux. En effet, si x appartient a la fois
a A\ (ANB) et B, il est alors a la fois dans A et B, donc dans An B. Ce qui est contradictoire. Donc
(A\(ANnB))NnB =@, comme annoncé.

Ces trois ensembles sont également finis, dans la mesure ot ils sont tous inclus dans des en-
sembles finis d’apres le théoreme 2.4. D’apres le corollaire 3.2,

[AN(ANB)| =|Al-|ANB|

On a aussi BU(A\(ANB)) =BU(AN(ANB)°)=BU(AN(A°UBY))
=BU((ANA9)UANBY))=BU(ANBY)
=@
= (BUA)N(BUB®)
=E

BU(A\(ANB)) =AUB
D’apreés le corollaire 3.2,

IAUB| =|B|+|A\ (AN B)| = B| +|A| - |[ANB| UJ

1.3.2 Produits cartésiens d’ensembles finis

Proposition 1.3.4
Soient A et B deux ensembles finis. Leur produit cartésien A x B est fini, de cardinal |A| x |B]|.

Preuve : Notons p et g les cardinaux respectifs de A et B. On sait qu’il existe une bijection f de
[[1; pll sur A etonadonc

A={f),....f(p)}

et on pose Viell;pll A ={f)} xB={(fi),b) | be B}
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Pour chaque i compris entre 1 et p, 'ensemble A; est en bijection avec B. En effet, on peut poser
VbeB  o;(b)=(f(i),b) €A,

et 0; est clairement bijective. Comme B est lui-méme en bijection avec [[1; ¢g]], on en déduit que
A; est fini, de cardinal g.

Montrons maintenant que les ensembles (A;)1<;<p sont disjoints deux-a-deux. Soient i et j,
compris entre 1 et p, tels que A; N A; ne soit pas vide. Il existe donc un élément dans cet inter-
section; il s’écrit sous la forme (f (i), b;) et (f(j), b;) avec b; et b; dans B. Comme deux couples
sont égaux si et seulement si leurs coordonnées sont égales, on en déduit que f (i) = f(j). Or, f est
injective donc i = j. Par contre-apposée, si i # j, I'intersection A; NA; est vide.

Enfin, montrons que la réunion des (A;)1<i<p est égale a A x B. Soit (a, b) dans cet ensemble.
Comme f est surjective, il existe i € [1; p]], tel que a = f(i). Donc

(a,b) = (f(i),b) € A

Lensemble A x B est donc la réunion disjointe des ensembles (A;)1<;<p. Par suite,

p p
AxBl= 3 |Ail= ¥ q=pq=IA| x[Bl O
1= 1=

Corollaire 1.3.5
Soit A un ensemble fini, soit p un entier non nul. Lensemble AP est fini, de cardinal |A|P.

Preuve : Récurrence immeédiate. ]

1.3.3 Applications entre ensembles finis

Théoréme 1.3.6
SoientE et F deux ensembles finis. Soit f une application deE dansF. On a|f(E)| < |E|.

Preuve: L'ensembles f(E) est fini d’apres le théoréme 2.4, puisqu’inclus dans F. Chaque y de f(E)
admet des antécédents. On en choisit un, qu'on note o(y). Montrons que o est une bijection de
f(E) sur a(f(E)).

La surjectivité est claire, puisque o(f(E)) est I'ensemble des éléments de E atteints par o :
ils sont bien tous atteints.

Pour l'injectivité, supposons que y; et y, sont dans f(E), tels que o(y;) = a(y»). Par définition
de 0, on a alors

n=fey))=fay)) =y

donc o est injective.
Deux ensembles en bijection ont méme cardinal. Il ne reste plus qu’a appliquer le théoréme
2.4 pour avoir

IfE) =|o(fE)|<IE| O

Théoreme 1.3.7
Soient E et F deux ensembles finis et f une application de E dansF. Elle est injective si et seulement

st|f(E)| = [El.
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Preuve : f est surjective sur f(E), puisque les éléments de cet ensemble sont précisément ceux
atteints par f. Si on suppose de plus que f est injective, elle réalise une bijection de E sur f(E). Ces
deux ensembles ont donc méme cardinal.

Réciproquement, si f n’est pas injective, il existe a et a’ dans E, distincts, tels que f(a) = f(a').
La restriction de f a E\ {a'} atteint tous les éléments de f(E) donc son image est f(E). D’apres le
théoreme 3.6 et le lemme 2.3,

|fB) <IE\{a'}| = |E|-1<E
A fortiori, | f (E)| # |El. ]

Corollaire 1.3.8
Soient E et F deux ensembles finis de méme cardinal. Soit f une application de E dansF. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. f estinjective.
2. [ estsurjective.

3. f est bijective.

Preuve : Supposons la premiere proposition vraie : f est injective. D’apres le théoréme 3.7,
|f(E)| = [E|. Mais comme E et F ont méme cardinal, [E| = |F|. Il s’ensuit que | f(E)| = |F|. Le théo-
réme 2.4 nous assure alors que f(E) =F: f est surjective et on a montré

1l =2

Supposons maintenant f surjective, ce qui est équivalent a dire que F = f(E). Puisque F et E
ont méme cardinal, on a |f(E)| = |E|. D’aprés le théoreme 3.7, f est injective. Elle est donc aussi
bijective. On a ainsi montré

2=3
Bien entendu, la troisieme proposition implique la premiere, par définition de la bijectivité. Ce qui

acheve la démonstration. ]

Théoréeme 1.3.9

SoientE etF deux ensembles finis. Lensemble des applications deE dansF est fini, de cardinal |F|'"

Preuve : On note p le cardinal de E et g le cardinal de F. On sait qu’on peut énumérer les éléments
deE:

E:{xl,...,xp}
Posons b: FE—pr

f"_’ (f(xl)’---yf(xp))

et montrons que b est une bijection.
On commence par l'injectivité. Soient f et g deux applications de E dans F, telles que b(f) et
b(g) sont égaux. Par définition de b,

(Fx1), ..., flxp) = (g(x1),..., 8(xp))

Deux g-uplets sont égaux s’ils ont les mémes coordonnées donc

Viell;pll flxi) =g(x;)
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Autrement dit, f et g coincident sur E et sont donc égales.
Montrons maintenant que b est surjective. Soit (y,...,yp) un élément quelconque de FP.
On définit I'application suivante :

Viell;pll  fx)=yi

Il est clair que b(f) = (y1,...,yp) donc b est surjective.
Les ensembles FF et FP sont donc en bijection; d'une part FE est donc fini, et d’autre part,
IFE| = |F?|. Ne reste plus qu’a appliquer le corollaire 3.5. U

Corollaire 1.3.10
Soit E un ensemble fini. 2 (E) est fini, de cardinal 2'¥.

Preuve : Lensemble {0, 1}* des applications de E dans {0, 1} a pour cardinal 2/*! d’aprés le théoréme
3.9. 1l suffit donc de montrer qu’il est en bijection avec & (E).
Si f est une application de E dans {0, 1}, on pose

A(f)=f'M) ={xeE| f(x) =1} cE
Cette relation définit une application A : {0, 1}¥ — Z2(E). Montrons qu’elle est bijective.
Commencons par l'injectivité. Soient f et g deux applications de E dans {0, 1} distinctes. Ceci
signifie qu’elles ne prennent pas la méme valeur en au moins un point : il existe xj € E tel que que

f(x0) # g(x0). Lun de ces deux nombres vaut 1, 'autre 0 ; disons par exemple que
flxp) =1 et g(x9) =0

Ceci signifie que X0 €A(f) mais  xp¢A(g)

Donc A(f) et A(g) sont distincts. L'application A est bien injective.
Pour la surjectivité, donnons-nous F c E. On pose

1sixeF
0 sinon

VxeE  f(x)= {
Alors, par définition, A(f) = F et on a fini. U

Théoreme 1.3.11

SoientE etF deux ensembles finis, de cardinaux respectifs p et n. Lensemble . (E,F) des injections de
p-1

E dansF est fini, de cardinal kH (n—k). Ce nombre est notéAZ, et est appelé nombre d’arrangements
=0

de p objets parmi n.

Preuve : Pour tous ensembles finis E et F, 'ensemble .# (E, F) est inclus dans I’ensemble fini FF
(théoreme 3.9) donc il est lui-méme fini.

On définit, pour tout entier p non nul, la propriété & (p) : « Pour tout entier n non nul, si E est
un ensemble de cardinal p et F est un ensemble de cardinal n, I'’ensemble .7 (E,F) a pour cardinal

p-1
.l_% (n—1).»
1=
e (1) est vraie : En effet, dans le cas ou E n'a qu'un seul élément, toute application de E
dans F est injective donc .# (E,F) = FE. D’apres le théoreme 3.9, cet ensemble est de cardinal

0
nl= l:[o(n— 0.
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o Z(p)= Z(p+1) : Soit p un entier strictement positif. On suppose que 1'ensemble des
injections d’'un ensemble (quelconque) a p éléments dans un ensemble (quelconque) a n
p-1
éléments est de cardinal 1_{) (n—1).
1=
Soient E un ensemble fini de cardinal p + 1 et F un ensemble fini de cardinal 7. On énumere
les éléments de F :

F:{xly---yxn}

et on se donne un élément a E. Comme p +1 > 2, ’ensemble E\ {a} n’est pas vide, et est fini
de cardinal p. On définit

Vkell;n] k) ={fe JEF | fa) = xi}

Les ensembles (.7 (k)), <k<n SONt clairement disjoints car une application ne peut prendre
qu'une seule valeur en a. Et leur réunion est .# (E, F) tout entier car toute injection de E dans
F doit prendre une valeur en a.

On calcule maintenant le cardinal de .# (k), pour k fixé entre 1 et n. C’est simple : les restric-
tions a E\ {a} de fonctions dans .# (k) sont précisément les injections de E\ {a} dans F\ {x;}.
D’apres Z(p),

p-1 p

l'{) (n-G+1)= iHl(n—i)

i=

p-1
|7 (k)| = l:[()(n—1—i):

Enfin, on a dit que .# (E, F) est la réunion disjointe de tous les .# (k) donc
n p p
| Z(E,F)|= X | 2| =nx Hl(n— i) = l'{)(n— i)
k=1 i= i=

ce qui acheve de démontrer Z(p + 1).
» Conclusion: La propriété & (p) est vraie pour tout entier p non nul. U

Définition 1.3.12
Soit E un ensemble non vide. Une bijection de E est appelée permutation de E. L'ensemble des
permutations de E est noté &g ou S(E).

Corollaire 1.3.13 n

Soit E un ensemble fini, de cardinal n > 0. L'ensemble G (E) est fini, de cardinal Hl i. Ce nombre est
1=
appelé factorielle de n, et on le note n!. Par convention, on pose0! = 1.

Preuve : Lensemble G(E) est égal a .# (E,E), d’apres le corollaire 3.8. Et le théoréeme 3.11 nous
donne le cardinal de cet ensemble, qui est précisément n!. 0

Théoréme 1.3.14
Soit E un ensemble fini, de cardinal n > 0. Soit p € [[0; n]]. Lensemble des parties deE a p éléments
est fini, de cardinal A}/ p!. Ce nombre est appelé nombre de combinaisons de p objets parmi p et

on le note Cl ou (Z) Ce dernier symbole se lit « p parmi n ».

Par convention, si p > n, on pose (Z) =0.
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Preuve : On se donne un ensemble fini E de cardinal n > 0, et p € [[1; n]]. On note @p (E) I'en-
semble des parties de E de cardinal p. Bien entendu, &, (E) est fini, puisqu’inclus dans & (E) qui
est lui-méme fini.

Chaque A dans @p (E) a pour cardinal p; il existe donc une bijection x5 de [1; p]] sur A. Si o
est une permutationde [[1; p]], xp o0 est une bijectionde [[1; p]l dans A, donc en particulier une
injectionde [[1; p]l dans E. On définit alors

(0,A) — xp00

On montre que F est bijective, de sorte que les ensembles &, x &), (E) et . ([[1; p]l,E) ont méme
cardinal. Il suffit d’appliquer les résultats précédents pour obtenir

pl2,B) =16, x Z,E)| =7 ((1; pl,B)| = A),

et | 2,(B)| = Al / p!

Voila pour le plan de bataille. Commencons par établir I'injectivité de F. Soient o, ¢’ deux permu-
tations de [[1; p]l et A, A’ deux sous-ensembles de E de cardinal p, tels que F(o,A) = F(g,A’). Cela
signifie que

Xp00 =xp 00’
En particulier, ces deux applications ont la méme image. Mais

xa00([1; pI) = xa(0([1; pID) = xa(1; pI) = A

De méme xpo0'([1; pll) =A'
Il s’ensuit que A=A"  dou  xp=xa
Puis ono':ono"

Mais x, est une bijection, donc on peut composer a gauche par x;l et il vient o = ¢’. L'injectivité
est établie.

Montrons maintenant que F est surjective. Soit f une injection de [[1; p]] dans E. D’aprés le
théoreme 3.7, 'ensemble A = f([[1; p]]) est de cardinal p, donc appartient a @p (E). On pose

o=x.'of

o estla composée de deux injections, donc est injective. Mais son ensemble de départ et d’arrivée
sont tous deux [[1; p]]; le théoréme 3.8 garantit alors la bijectivité de 0. Donc o appartienta S,.
Par construction,

F(G,A):oncr:onxglof:f

et F est surjective. O

Proposition 1.3.15
Soient n et p deux entiers. On a
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Preuve: D’apres le théoréme 3.14, on a

(e R 0
p p! (m-p)'p! (n-p) n—-p
Proposition 1.3.16
Soient n et p deux entiers. On a
n n\_(n+1
(P)+(p+1)_(p+1)
. n n _ n! n!
Preuve: On a (p)+(p+1)_ p!(n—p)!+(p+1)!(n—p—l)!
! 1 1
- il )
plin—-p-D'in-p p+1
n! n+1
= X
plin-p-1! (p+1n-p)
3 (n+1)!
(p+ D! (n-p)!
n n\_(n+l1
(p)+(p+l)_(p+1)
Ce qui acheve la démonstration. U
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Chapitre 2

Structures Algébriques
Constructionde Z et

De nombreux ensembles rencontrés en mathématiques ont des propriétés élémentaires com-
munes : par exemple, dans les ensembles de nombres, on peut additionner et multiplier ; certaines
fonctions peuvent étre ajoutées, multipliées, composées; etc. On souhaite donc, dans ce chapitre,
présenter du vocabulaire permettant de décrire les propriétés élémentaires d’ensembles, lorsque
ceux-ci sont munis d’opérations.

On en profite également pour illustrer I'utilité des relations d’équivalences pour créer de nou-
veaux ensembles. En I'occurence, Z et Q; on expliquera alors quelles structures algébriques ces
ensembles possedent.

2.1 Les entiers relatifs

L'ensemble N étudié dans le chapitre précédent possede un inconvénient : on peut ajouter
deux de ses éléments, mais on ne peut pas tous les soustraire les uns aux autres. Par exemple, 4 —3
est une opération qu’'on peut effectuer dans N alors que 3 — 5 ne veut rien dire.

En général, si m et n sont deux entiers, I'opération m — n n’a de sens dans N que si m > n.
On souhaite donc créer un ensemble Z, contenant N, dans lequel on peut toujours effectuer I'opé-
ration m — n entre deux entiers m et n, méme si m < n.

Lensemble N peut étre partitionné en la réunion disjointe des « droites » de pente 1 :

4
N
1
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Notre idée, pour « créer » les nombres négatifs est la suivante. Lensemble de toutes ces droites
est appelé Z. La diagonale sera appelée 0; celle immédiatement a droite, partant de (1,0) sera
appelée 1;la suivante 2; etc. Celle qui part de (0, 1) est appelée —1; celleimmédiatement a gauche,
—2; et ainsi de suite.

—4-3-2 1

, — .0
4 S |
2 Sl
A

0 1 2 3 4

Jusqu’a présent, pas de difficulté : il s’agit simplement de donner un nom a des objets. Ce qu’il
nous faut vérifier, c’est qu’on peut aussi créer des opérations, notées @ et ® sur Z, possédant les
propriétés usuelles, et telles que la structure additive et multiplicative de N soit conservée. C’est-
a-dire que 'on souhaite que

nem=n+m et men=nxm

2.1.1 Construction de Z

On définit Y(m,n),(m', n')eN? (m,n)~m',n) < m+n=m+n'

Proposition 2.1.1
~ est une relation d'équivalence surN?.

Preuve: Il s'agit de vérifier que ~ satisfait aux trois propriétés caractérisant une relation d’équiva-
lence.
D’abord, si (m,n) eN?, onam+n=m+nce qui établit que (m, n) ~ (m, n) : ~ est réflexive.
Ensuite, si (m, n) ~ (m/, n'), on sait que m’+ n = m+ n'. Dans la mesure ol 1'égalité est une rela-
tion symétrique, on a m+ n' = m' + n. Ceci équivaut a dire que (m/, n') ~ (m, n) : ~ est symétrique.
Enfin, supposons que (m, n) ~ (m’,n’) et que (m', n') ~ (m", n"). Par définition,

m+n=m+n" et m'+n'=m'+n"
En ajoutant ces deux égalités membre-a-membre, il vient

m+n+m"+n'=m+n"+m'+n"

ou encore m+nH+m"+n)=m'+n)+m+n"

Les deux membres sont supérieurs a m’ + n’, donc on a le droit de leur soustraire m’ + n’, pour
obtenir

m'"+n=m+n"

Autrement dit, (m, n) ~ (m",n") : ~ est transitive. O
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Définition 2.1.2
L'ensemble quotient N?/ ~ est appelé ensemble des entiers relatifs et noté Z. Si (m,n) € N?,
sa classe d'équivalence sera notée (m, n). Enfin, pour tout entier n, on notera

n=(n,0)

Proposition 2.1.3
Lapplication.: N — Z estinjective.
n— E
Preuve: Soient m et n deux entiers tels que n = m. Par définition,

(n,0) = (m,0)

ce qui équivaut a dire que
m+0=n+0
Donc m = n et est bien injective. 0
Onat(N) c Z etl'injectivité de 1 assure que les (1(77)) ,en sSont bien distincts deux-a-deuxdans Z.
Donc on peut considérer (et c’est un abus de notation) que N c Z, puisque les images des éléments
de N par 1 sont « bien séparés » dans Z. De fait, par la suite, on considérera que n et n sontle méme
objetsi n e N.

On souhaite maintenant définir une addition @ et une multiplication ® dans notre nouvel en-
semble Z. Et ces opérations doivent prolonger les opérations dans N : il faut que

Vm,neN nem=m+n et nem=mxn

On va définir @ et ® pour qu’elles fassent juste cela. Donnons-nous deux entiers naturels m et n,
ainsi que des couples (a, b) et (c,d) dans N2, tels que

m~(a,b) et n~(cd)

c’est-a-dire que m+b=a et n+d=c

Comme m et n sont entiers, on sait que a > b et ¢ > d donc on a le droit de calculer a—b et c—d
dans N. Par suite,

m=a->b et n=c—d

de sorte que m+n=a+c—(b+d) et mn=ac+bd—-ad - bc

puis (m+n)+b+d)=a+c et mn+ (ad+ bc) = ac+ bd
c’est-a-dire (m+n,0 ~(a+c,b+d) et (mn,0) ~ (ac+ bd, ad + bc)

De maniere équivalente, m+n= m et mxn=(ac+bd,ad + bc)

Il apparait donc que la seule manieére naturelle de définir la somme et le produit de (a, b) par
(b, ¢) est la suivante :

(a,b)® (b,c)=(a+c,b+d)

et (a,b)® (b,c) = (ac+ bd, ad + bc)
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Mais il faut vérifier que la définition est bien posée : est-il bien certain que, si (a,b) = (@', b’)
et(c,d) =(c’,d’), alors

(a+c,b+d) ;(a’+c’,b’+d’)

et (ac+bd,ad + bc) 2 (ac+bd,ad +bc)

Le lemme suivant répond a cette question :
Lemme 2.1.4
Soient (a,b), (c,d), (a',b') et (¢',d") dansN?, tels que
(a,b)~(a,b) e (c,d)~(c,d)

Alors (a+c,b+d)~@d+b,c+d) et (ac+bd,ad + bc) ~(dc +bd,a'd +b'c)

Preuve : On sait que a+b=a+b et +d=c+d
En ajoutant membre-a-membre ces deux relations, il vient

(@+cHh+b+d) =@+c)+b +d)

d’ou (a+c,b+d)~d+c,b+d)

Cette partie était facile. Pour le produit, cela se corse sil’on s’y prend mal. Commencons par partir
de @'+ b= a+b', qu'on multiplie par ¢ pour obtenir

bc+dc=ac+b'c 1)

Puis on multipliea+ b' = a' + bpard :

ad+b'd=bd+add 2)
Ensuite, on multiplie ¢’ +d =c+d' para’:

ac+add=dd +ca 3)
Enfin, on multiplie c+d' = ¢’ +d par b’ :

vd'+bc=b'c"+b'd 4)
Et on ajoute membre-a-membre les relations (1),..., (4) :

(ad+bc+acd+bd)Y+dc+bd+ad+bc)=dd +bc+ac+bd)+dc+bd+ad+bc

On constate que le méme terme a'c+ b'd + a’'d + b’ c est présent dans les deux membres de cette
égalité, ce qui permet de le simplifier d’ou

(@c+b'd)+(ad+bc) =(ac+bd)+ (d'd +b'c)
ce qui signifie exactement que
(ac+bd,ad +bc) ~(dc +bd,ad +b'c) O

Corollaire 2.1.5
Il existe deux applications & et ®, de 7* dans Z, vérifiant

Y(a,b), (c,d) € N? (a,b)a (c,d) = (a+c, b+d)

et Y(a,b), (c,d) € N? (a,b) ® (¢,d) = (ac + bd, ad + bc)

56



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 2 : STRUCTURES ALGEBRIQUES

2.1.2 Structure de groupe additif de Z

Nous allons étudier les propriétés des deux opérations @ et ® définies sur Z au paragraphe pré-
cédent. Mais avant cela, on présente du vocabulaire général sur les opérations dans un ensembles.

Définition 2.1.6 (Loi de composition interne)
Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne sur E toute application x :ExE — E.
En général, au lieu de noter x(x,y), on écrira x x y.

Le paragraphe précédent montre que @ et ® sont des lois de composition internes sur Z.

Définition 2.1.7 (Associativité, commutativité, élément neutre)
Soit (E,*) un ensemble muni d'un loi de composition interne. On dira que :
e x est associative si, et seulement si,

Vx,y,z€E (xxY)*kz=x*x(y*2)
e % est commutative si, et seulement si,
Vx,yeE X*y=y*xXx
e % admet un élément neutre si, et seulement si, il existe e € E tel que

VxeE X*xe=exx=Xx

Proposition 2.1.8
Soit (E, x) un ensemble muni d’une loi de composition interne. S'ily a un élément neutre, celui-ci est
unique.

Preuve : En effet, soient e et ¢’ deux éléments neutres dans E. Puisque e est neutre, on sait que
ex e =e';etcomme e est neutre, on a e x e’ = e. Par suite, e = ¢'. O

Puisque cet élément neutre, quand il existe, est unique, on lui donne un nom particulier.
Généralement, 1y ou tout simplement 1; quand en plus la loi x est commutative, il est de cou-
tume de le noter plutot Og ou 0.

Définition 2.1.9 (Inverses)

Soit (E, x) un ensemble muni d'une loi de composition interne et admettant un élément neutre noté 1.
Soit x € E. On dira que x est inversible si, et seulement si, il existe y € E tel que xx y=y*x=1.
Un tel y est appelé un inverse de x.

Définition 2.1.10 (Groupes)
Soit (E,*) un ensemble muni d'une loi de composition interne. On dira que E est un groupe si,
et seulement si,

e * est associative;

e E admet un élément neutre;

e tout élément de E est inversible.

Proposition 2.1.11
Soit (G, %) un groupe. Si x € G, il admet un inverse et celui-ci est unique. On le note x~! en général,
mais si G est commudtatif, on le note plutot —x.
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Preuve: Soient y et ' deux inverses de x. Par définition,
xxy=y*xx=1 et xxy=yxx=1

Puisque 1 est neutre, on a

Y=yl
Or, l=x%xy
donc Y=y *x1=y*(xxy)

Comme * est associative,

V=, x)ky=1*xy=y
=1

ce qui prouve que y' = y : x admet bien ununique inverse. U

Exemple 2.1.12
Un des exemples fondamentaux de groupes est Z. Démontrer ce fait est 'objectif de ce chapitre et nous le
laissons pour plus tard.

En attendant, considérons un autre ensemble qui apparait en géométrie. Soit ABC un triangle équilaté-
ral. On considere 'ensemble E des applications du plan dans lui-méme, laissant ABC invariant. Ce dernier
est représenté ci-dessous, ainsi que ses médianes et son centre de gravité G, qui seront utiles pour détermi-
ner les éléments de E.

Ag | An

AL : SN\ B

La loi de composition utilisée sera évidemment la composition des applications. Celle-ci est évidemment
interne, puisquesi f et g sontdans E, on a

f(ABC)=ABC et g(ABC)=ABC
donc fog(ABC) = f(g(ABC)) = f(ABC) = ABC

de sorte que Vf,geE  fogeE

En outre, on sait déja que la composition est associative. On peut aussi énumeérer les élémentsde E.Illya:
o Lidentité, notée Id, qui est d’ailleurs neutre pour E.
e Les rotations r, et r_, de centre G et d’angles respectivement %" et —23—“. Observons d’ailleurs que
ryor_=r_ory =1Id donc ces deux éléments de E sont inversibles.
o Les symétries orthogonales sp, sg, Sc d’axes respectifs Ap, Ag, Ac. On remarque d’ailleurs que

SAOSAZSBOSBZSCOSCZId

ce qui établit qu’elles sont toutes inversibles.
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On peut enfin, pour connaitre entiérement la structure de groupe de E, en dresser sa table de Pythagore.
Il s’agit d'un tableau donnant tous les résultats de compositions entre éléments de E :

o |Id|ry | 7r—|sal| s | Sc
Id | Id|ry | 7— | sa| SB | SC
re |re | 7r— | Id | sc | sa | SB
r—|r— | Id|ry | sg| Sc| sa
Sa | salsglsc|Id|ry| e

sg|sg|sc|sa|r—|Id]|ry

sc|sc|salsg|re|r-|1d

Cette table est construite de la maniere suivante : a la ligne f et colonne g, on place le résultat de la compo-
sition f o g. E est un groupe a 6 éléments.

Théoréme 2.1.13 (Calculs d’inverses dans un groupe)
Soit (G, %) un groupe. Soient x et y deux éléments de G. Alors

xxy) =y lxx!

En particulier, si G est commutatif,

-(x+y)=—x-y=-y—-x

Preuve : C’est une simple vérification, en utilisant ’associativité de x :

1 1

XA P* G rxx D=((xx P y Hxxl=(xx(yxy NDrxl=xxxT=1
-1

donc x * y admet bien y~! x x~! comme inverse. O

Théoréme 2.1.14 (Structure de groupe de 7)
(Z, ®) est un groupe commudtatif.

Preuve : Par construction, la loi @ est interne a Z. Vérifions les autres propriétés caractérisant un
groupe commutatif.
o Commutativité : Soient x et y dans Z. Par définition de Z = N?/ ~, il existe des entiers natu-
rels a, b, c et d tels que

x=(a,b) et y=(cd)

D’apres le Corollaire 1.5,

xey=(ab)e(c,d) =(a+c,b+d)

tandis que yoex=(d) & (ab)=(c+ad+Db)

Mais ’addition « + » est'addition dans N ; on sait qu’elle est commutative. Donc x&y = y & x.
o Associativité : Soient x, y et z trois éléments de Z. Puisque Z = N?/ ~, il existe des entiers
naturels a, b, c,d, e et f tels que

x=(ab) y=(cd) et z=(ef)

D’apres le Corollaire 1.5, on a

yez=(cd)e(ef)=(c+ed+f)
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puis xe(yez)=(a,b)&(cted+f)=(a+(c+e),b+(d+[)

Rappelons que 'addition « + » est 'opération usuelle dans N, dont on sait déja qu’elle est
associative. Donc

xe(yez)=((a+c)+e (b+d)+f)

On utilise encore deux fois de suite le Corollaire 1.5 :

xo(yoz)=(a+c,b+d)e(e,)=(abeo(cd)sfH=xoy oz

o Elément neutre : Remarquons que 0 est neutre pour &. En effet, soit z € Z; il existe des
entiers naturels a et b tels que z = (a, b) et d’apres le corollaire 1.15,

0ez=(0,00®(a,b)=(a+0,b+0)=(a,b) =z

De méme, z®0=2z

On peut aussi utiliser la commutativité de &, déja démontrée.
« Existence d’inverses : Soit x = (a, b) € Z et posons x' = (b, a). On a alors

xox' =(ab)e b a=b+aa+b)=(0,0)=0

puisque 0+(b+a)=(a+b)+0

Donc x est inversible, d’'inverse x'.
Ceci acheve la démonstration. O

Evidemment, une question naturelle est : « Comment a-t-on deviné quel est I'inverse de
x?» Laréponse est simple : on I'a cherché d’abord au brouillon. Il s’agissait de trouver des
entiers naturels c et d tels que

(a,b)®(c,d) =0

c’est-a-dire (a+c,b+d)=(0,0)

ou encore a+c=b+d

C’estla qu'on voit que ¢ = b et d = a font |'affaire.

2.1.3 Relation d’ordre sur Z

Comme expliqué a la proposition 1.11, I'inverse d'un élément x d’'un groupe commutatif est
noté —x et on I'appelle opposé de x plutot qu’inverse de x. On a déja noté

N={n|neN}cZ
Posons aussi N* =N\ {0} —N={-n|neN} —N* = -N\{0}

Proposition 2.1.15
Soit (a,b) eN?. On a
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(a,b)eN* < a>Dh

et (a,b) e (-N*) < a<b

Preuve : On a successivement

(a,b)=0 < (a,b) ~(0,0) < 0+b=a+0
<~ a=b

(a,b) eN* < AneN (a,b) ~(n,0)
De méme «— dneN* n+b=a
~—a>b

La derniere proposition se démontre encore de la méme maniere. Ou bien, on peut utiliser le fait
que —(a, b) = (b, a) et donc

(a,b) € (-N*) < —(a,b)eN* < b>a O

=(b,a)

Mais, étant donnés deux entiers naturels a et b, on sait qu'on peut toujours les comparer et
gqu’on est nécessairement dans I'un des trois cas ci-dessus. Ceux-ci sont mutuellement exclusifs.
Par suite,

Corollaire 2.1.16
Les ensembles {0}, N* et —N* forment une partition de Z.

En d’autres termes, un entier relatif est soit nul, soit dans N*, soit dans —N*.

Sil’onregarde le dessin se trouvant au début du chapitre, il est presque naturel de vouloir sépa-
rer les « droites » de N? en trois catégories : la diagonale {0}, les droites en-dessous de la diagonale
(celles-ci forment I'ensemble N*) et les droites au-dessus de la diagonale (et qui forment —N*).
Le théoreme précédent met en valeur ce découpage, et toute notre construction donne rend lo-
gique les notations n et —n pour n € N.

Cela nous donne alors envie de définir les notions d’entiers relatifs positifs et négatifs et de
définir un ordre sur Z :

Définition 2.1.17 (Ordre sur 7)
e Si x et y sont deux entiers, on dira que x est inférieur 3 y, ce qu'on notera x < y, si et
seulement si y—x€eN.
e Si 0 < x, on dira que x est positif. Si de plus x # 0, on dira que x est strictement positif,
ce qu'on notera 0 < x.
e Si x <0, on dira que x est négatif. Si de plus x # 0, on dira que x est strictement négatif,
ce qu'on notera x <0.

Proposition 2.1.18
La relation < définit un ordre total sur Z. De plus, celui-ci est compatible avec l'addition :

Vx te”Z xSy — x+z<y+t
yyrzy th Z\y
Enfin, Vx,yeZ x<y = (< (-x)
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Preuve : Commencons par montrer que < est un ordre total.
o Réflexivité : Soit x € Z. On a x — x = 0, puisque —x est 'opposé de x. Donc x — x € N, ce qui
veut dire que x < x.
o Antisymétrie : Soient x et y dans Z, tels que x < y et y < x. Cela signifie donc que

y—xeN et x—yeN

On déduit de la premiére relation d’appartenance que x — y € (—N). Supposons que x # y,
de sorte qu’en fait

x—-ye(-N*) et x—-yeN~*

On obtient x—yeN* N (-N*)

mais cet ensemble est vide d’aprés le corollaire 1.16. D’ol1 une absurdité et par suite x = y.
» Transitivité : Soient x, y et z dans Z, tels que x < y et y < z. Par définition,

y—xeN et z—yeN

Du coup, z—x=(z—-y)+(y—x)eN

puisque la somme de deux entiers naturels est un entier naturel.

« Totalité : Soient x et y dans Z. Alors y — x est soit dans N, soit dans —N* d’apres le corollaire
1.16. Dans le premier cas, on a x < y. Dans le second cas, c’est que x — y € N* donc y < x.
x et y sont donc toujours comparables.

Montrons la compatibilité avec I'addition. Soient x, y, z et ¢ quatre entiers relatifs, tels que

x<Yy et z<t

Par définition, y—x€eN et t—zeN
Alors, la somme de deux entiers naturels étant un entier naturel,

y+t—-(x+2)=y+t—-x—-z=(y—-x)+(t—-2)eN

de sorte que X+z<y+t

Enfin, montrons que le passage a I’'opposé change |'ordre dans Z. Soient x et y dans Z, tels que
x < y. Par définition, y — x e N. Or,

y=x=-(=y+(=x)=(-x)-(-y)eN

donc (=)< (=x) O

A ce stade, et compte-tenu du Corollaire 1.16, les entiers relatifs sont partagés en trois catégo-
ries mutuellement disjointes : 0, les entiers naturels non nuls (qui sont les entiers relatifs stricte-
ment positifs) et les opposés des entiers naturels non nuls (qui sont les entiers strictement néga-
tifs). Autrement dit, on retrouve bien ce qu’on avait admis sur I'’ensemble Z :

Z=1{0,+1,+2,..}

De fait, on peut maintenant laisser tomber les soulignés, qui n’étaient la que pour éviter la
confusion le Z qu’on est en train de construire, et le Z dont 'existence avait été admise dans les
classes précédentes.
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2.1.4 Structure d’anneau sur Z

Une autre structure algébrique intervenant souvent en mathématiques est celle d’anneau, que
nous allons immédiatement définir :

Définition 2.1.19 (Anneau)
Soit E un ensemble, muni de deux lois de composition internes + et x. On dira que E est un anneau
si, et seulement si, (E,+) est un groupe commutatif d'élément neutre 0 et

e % est associative;

e % admet un élément neutre, noté 1:

e * est distributive sur + :

Vx,y,z€E X*x(y+2)=x*xpy)+(y*x2)

et Vx,y,z€E X+ *z=(x*2)+(y*2)

Si, de plus, * est commutative, on dira que E est un anneau commutatif.

Exemple 2.1.20
Outre Z, dont on va montrer qu’il s’agit d'un anneau, on en a déja rencontré plusieurs au cours de notre
scolarité. Soit A un ensemble; on note E = &?(A) I'ensemble de ses parties. On a déja vu au tout début de
I'année que N et U sont des lois de composition internes sur E.

De plus, (E,u) est un groupe commutatif : on sait que U est associative, commutative, admet ¢ pour
élément neutre et que tout sous-ensemble B de A admet un opposé pour U, qui est BC.

On sait aussi que N est associative, commutative, distributive sur U (lois de De Morgan), admet A pour
élément neutre. (E, U,N) est un anneau commutatif.

Théoréme 2.1.21 (Structure d’anneau de 7Z)
(Z,®,®) est un anneau commutatif.

Preuve : On sait déja que (Z, ®) est un groupe commutatif : il s’agit du Théoreme 1.14. Restent a
établir :
o Commutativité de ® : Soient x et y dans Z. Soient a, b, c et d dans N tels que

x=(a,b) et y=(cd)

D’apres le Corollaire 1.5,

x®y=(ac+bd,ad + bc) et y®x=(ca+db,da+cb)
Or, I’addition et la multiplication dans N sont commutatives, donc

ac+bd=ca+db et ad+bc=da+cb

et par suite, X®y=y®Xx
» Associativité de ® : Soient x, y et z dans Z. Soient a, b, ¢, d, e et f dans N tels que

x=(a,b) y=(c,d) et z=(ef)

D’apres le Corollaire 1.5, on sait que

x®y=(ac+bd,ad + bc)

et (x®y)®z=((ac+bd)e+ (ad +bc) f,(ac+ bd) f + (ad + bc)e)
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De méme, x®(y®z) =(alce+df)+b(cf+de),alcf+de)+Db(ce+df))
En utilisant les propriétés usuelles de I’addition et de la multiplication dans N, il vient

(x®y)®z=(ace+bde+adf+bcf,acf+bdf+ade+ bce)

tandis que x®(y®z)=(ace+adf+bcf+bde acf +ade+bce+bdf)
La commutativité de I’addition dans N assure alors qu'on a bien
x®y)®z=x®(y®2)

 Flément neutre pour ® : On devine bien que cet élément neutre pour la multiplication sera
1=(1,0). On vérifie en effet que si x = (a, b) € Z, alors

x®l=(ax1+bx0,ax0+bx1)=(a,b)=x
e Distributivité de ® sur & : Soient des entiers relatifs

x=(ab) y=(cd et z=(ef)

Ona x®(yez)=(ab)®(c+ed+f) O
= (a(c+e)+b(d+ f),ald+ f)+b(c+e)
= ((ac+bd) + (ae+bf),(ad + bc) + (af + be))
=(ac+bd,ad +bc)® (ae+bf,af + be)
x®(yoz)=(x®)y)o(x®2)

Proposition 2.1.22 (Relation entre somme et produit)
Soient x et y deux entiers relatifs.

e Six>0, XQy=yeye®---dy
L —
x fois
e Six<0, xy=—(yoy®---9y)
—_—
—Xx fois
Preuve : Fixons y € Z. On pose

VneN*  u,=ney
Alors uy=1®y=y
et VneN*  upp=m+1)@y=n®y+y=u,+y

Mais on a vu dans le cours sur les nombres entiers qu’il y a une seule suite définie par récurrence

n
de cette maniere : c'est celle de terme général ) y. Par suite,
k=1

n
VneN* un:kzly:yea-n@y

Ceci démontre la premiére assertion. La seconde en est une conséquence : soit x € (—N*) et notons
n=-xeN*. Alors
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X®y=—(-x®y)=—ney=—(y®---&y) U
—_—

n fois

On a établi les propriétés bien connues de Z, ce qui justifie le retour aux notations habituelles
+ et x pour I'addition et la multiplication.

2.2 Constructionde Q)

Cependant, Z présente un inconvénient : les seuls entiers relatifs inversibles sont 1 et —1.
En effet, soit x € Z, inversible pour la multiplication. Il existe y € Z, tel que xy = 1. On remarque
que x et y sont de méme signe pour que leur produit soit positif.

Supposons qu’ils sont tous deux positifs ; aucun d’eux ne peut étre nul, puisque leur produit
serait nul. Et si x> 1, alors x > 2 et xy > 2y > 2 ce qui contredit le fait que xy = 1. Par suite, x = 1.

De méme, si x et y sont négatifs, alors —x et —y sont positifs et vérifient (—x)(—y) = 1. D’apres
ce qui précede, —x=1let x=—1.

Ainsi, dans Z, on ne peut diviser que par 1 et —1. Et pourtant, il est tout-a-fait imaginable de
diviser un entier par un autre : une pomme peut étre coupée en deux moitiés égales, un gateau
peut étre coupé en parts égales, etc.

On cherche donc a construire un ensemble, contenant Z, dans lequel il soit en outre possible
de diviser. Commencons par une définition :

Définition 2.2.1 (Anneaux integre)
Soit A un anneau. On dit qu'un élément x € A est un diviseur de 0 si, et seulement si,

Jy e A\ {0} xy=0

Un anneau qui n'a pas de diviseur de 0 autre que 0 est dit intégre.

Exemple 2.2.2
Prenons I'’ensemble A de fonctions de R dans R. C’est un anneau pour les opérations d’addition et de mul-
tiplication des fonctions. Celui-ci contient des diviseurs de 0.

Par exemple, on considéere les fonctions f et g définies par

1 six>0
0 six<O

0 six>0

1 six<O0

VxeR f(x):{ et g(x):{

f et g sont toutes deux dans A\ {0}, puisqu’elles ne sont pas identiquement nulles. Et pourtant fg =0.

La procédure permettant de construire @ a partir de Z est trés générale et peut étre en fait
appliquée a tout anneau commutatif intégre. Commencons par établir que

Proposition 2.2.3 (Intégrité de 2)
Z est un anneau integre, ce qui signifie que
Vx,ye”Z xy=0= (x=0 ou y=0)
Preuve : Soient x et y deux entiers relatifs tels que xy = 0. S’ils sont tous deux positifs, c’est qu’ils

sont en fait dans N et on sait alors que x = 0 ou y = 0. Si 'un d’eux est négatif, par exemple x, on a
aussi 0 = —xy = (—x)y et on est ramené au cas précédent. 0J
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Dans ce qui suit, A est un anneau commutatif integre. On notera A* = A\ {0} et on définit sur
A x A* larelation suivante :

Y(a,b),(c,d) € AxA* (a,b) ~(c,d) < ad—-bc=0

Proposition 2.2.4
~ est une relation d’équivalence sur A x A*.

Preuve : Comme d’habitude, on vérifie la réflexivité, la symétrie et la transitivité de ~.
o Réflexivité : Soient a et b dans A, avec b # 0. Alors
ab-ba=ab—-—ab=0 d’ ol (a,b) ~ (a, b)

 Symétrie : Soient (a, b) et (¢, d) dans A x A* tels que (a, b) ~ (c, d). Par définition, ad —bc =0;
mais I’addition et la multiplication sont commutatives dans A donc ch—da = 0 ce qui prouve
que (¢, d) ~ (a,d).

o Transitivité : Soient (a, b), (c,d) et (e, f) dans A x A*. On suppose que

(a,b) ~ (c,d) et (c,d) ~ (e, [)

Alors ad—bc=0 et cf—-de=0
On multiplie la premiere relation par f et’on utilise la deuxieme pour trouver :

adf =bcf =bde

donc d(af —be)=0
Mais d # 0 et A est integre donc af — be = 0. Ce qui assure que (a, b) ~ (e, f). O
Définition 2.2.5

L'ensemble quotient (A x A*)/ ~ est noté K. On |'appelle corps des fractions sur A.
Si (a,b) € Ax A*, sa classe d'équivalence est notée 7. Auquel cas,
e a est appelé numérateur de la fraction £ ;
o b est appelé dénominateur de la fraction {.
Le passage au quotient par la relation d’équivalence ~ est exactement ce qu'il fallait pour re-
trouver les regles de simplification de fractions dont on a I'’habitude. Par exemple, % = % puisque
2x15-3x10 = 0. On constate bien en effet que 5 est multiple commun du numérateur et du
dénominateur de i—g, et tout se passe comme si on I'avait simplifié.

Plus généralement, si % € K, alors

VceA* $=1%¢ puisque  abc—bac=0

Proposition 2.2.6 (Injection de A dans )
Lapplication \ définie par

m
VmeA t(m) = T
est injective.

Preuve : Soient m et n dans A tels que 1(m) = 1(n), c’est-a-dire que 7 = 7. Par définition,
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mxl—-1xn=0

donc m = n: 1 est injective. OJ

On voit donc que les éléments (%)mE , sont deux-a-deux distincts dans [, ce qui permet de
considérer que A se trouve dans K. De fait, on identifiera A et 1(A), c’est-a-dire que toute fraction

T avec m € A sera simplement notée m, comme s'il s’agissait d'un élément de A.

On souhaite maintenant définir des opérations sur K, puisque, rappelons-le, notre objectif est
d’avoir un ensemble contenant A, dans lequel on a en plus le droit de diviser par tout élément non
nul.

L'addition et la multiplication dans K doivent répondre évidemment au cahier des charges
suivant : sur A, elles doivent coincider avec I'addition et la multiplication usuelles. Soient % et %
deux fractions. Supposons temporairement que ce sont aussi des éléments de A, notés m et n, de
sorte que

a_ m et €_ n
b d
ce qui veut dire que a=bm et c=dn
Par suite, ad = mbd et bc = nbd
d’olt ad+bc=m+n)bd
ot ad+bc n
bd

: a_, ¢ _ ad+bc
On a donc envie de poser  + 7 = <37

Pour définir le produit, c’est plus simple, puisqu’on a simplement

ac
ac=bdmn ce qui veut dire que bl mn
e a_ C _ac - . )
Il est donc naturel de définir 5 X 3 = bd Il faut, avant cela, vérifier la compatibilité de ces opéra-

tions avec la relation ~.

Lemme 2.2.7
Soienta, b, c,d, a', b, ¢' etd dansA, avecb, b', d, d' non nuls, tels que

/

a_a  c_¢
b b d d
Al ad+bc dd+bc . ac dc
ors = e — =
bd b'd bd b'd

I Al
Preuve : Commengons par montrer que 7,7 = 75 car c'est assez simple. On sait que

ab' = bad et cd =dc

donc acb'd = bda'c ou encore (ac)(b'd")— (bd)(a'c")=0
Aut t dit ac ac
utrement dit, —=
bd bd
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On repart de ab’ = ba' et cd’' = dc¢’. En multipliant la premiére relation par dd’ et la deuxieme
par bb', il vient

adb'd' =bda'd" et bcb'd =bdb'c
On ajoute alors ces deux expressions :
(ad+bo)b'd =bd(a'd +b'c"
ad+bc ad +b'c
bd b'd

d’ou

Corollaire 2.2.8
Il existe deux lois de composition internes sur K, notées + et x, telles que

ad+ bc
= — et

c ac
d bd

Y(a,b),(c,d) € AxA*
(a,b),(c,d) e Ax o

Cc
+ x— =
d

SN

a
b
Définition 2.2.9 (Corps)

Soit E un ensemble muni de deux lois de composition internes + et x. On dit que E est un corps si,
et seulement si,

e (E,+,%) est un anneau, d'éléments neutre 0
e Tout élément de E, autre que 0, est inversible pour la loi *.

Théoreme 2.2.10
Le corps des fractions d’'un anneau commutatif est un corps commutatif.

Preuve: Il s’agit de montrer que K est un corps. Rappelons les étapes : (K, +) doit étre un groupe
commutatif, (K, x) doit é&tre un anneau commutatif et tout élément de K autre que le neutre pour
+ doit étre inversible pour x.

e + et x sont commutatives : On a, d’apres la commutativité de 'anneau A,
a c a ¢ _ac _ca ¢ _a

VE,EEK EXE:ﬁ_%_EXE
o Vgsek ﬁ+£_ad+bc_bc+ad_£+ﬁ
b d b d bd  db d b

e + et x sont associatives : Soit %, % et % trois éléments de K. On commence par le cas de x,
un peu moins calculatoire. D’apres le Corollaire 2.5,

a c ac c e ce
— X — = — et — X — = —
b d bd d f df
P b dlf T waf b’ \a ™) bap

Or, A est un anneau donc la multiplication dans A est associative d’ ol
(ac)e = a(ce) et (bd)f =b(df)
Par suite, (%xg)x%:%x(gx?)

On passe maintenant a I’addition. Toujours d’apres le Corollaire 2.5,
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ﬁ+£_ad+bc
b d  bd
a cy e (ad+bo)f+(bd)e
et (b+d)+f_ by
R a (c e _a(df)+b(cf+de)
De méme, b+(d+f)_ bdf)

Mais comme A est un anneau, I’addition et la multiplication y sont associatives, et la multi-
plication se distribue sur I'’addition. Donc

(ad+be)f+(bd)e=adf +bcf+bde=aldf)+b(cf+de)

et (bd)f =b(df)
. a cy e_a (c e
Finalement, (E + 5) + ? =5 + (d + f)

L’addition dans K est associative.

« Eléments neutre pour + et x : Il suffit de remarquer que
a a 0 ax1+0xb a

V—eK —4-=— ==

b b 1 bx1 b

) v a cK a 1 axl a
€ - — X == =
b b 1 bxl1 b
Donc les fractions 0 = % etl= % sont neutre dans K, respectivement pour I’addition et la
multiplication.

¢ Inverses : Remarquons que

VEEK E+—_a:ab+(—ab):ab—ab:920
b b b b? b? 1
donc tout élément § de K est inversible, d’inverse —".
Ensuite, si % est une fraction dans K, non nulle, on sait que

a 0
E;éI ou encore ax1#0xb

c’est-a-dire que a#0

De fait, on peut former la fraction %. Du coup,

a b ab ab 1
—_— X —m— = — = — = -
b a ba ab 1
et % est inversible pour x, d’'inverse %. ]

Puisque Z est un anneau intéegre, le paragraphe précédent montre que 'on peut former son
corps des fractions.

Définition 2.2.11
Le corps des fractions de Z est noté Q. On l'appelle ensemble des rationnels. C'est un corps
commutatif, contenant Z.
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2.3 Compléments de vocabulaire sur les structures

2.3.1 Sous-groupes et morphismes de groupes

Définition 2.3.1 (Sous-groupes)
Soit (G,*) un groupe. Soit H une partie de G. On dira que H est un sous-groupe de G si,
et seulement si, (H, %) est un groupe.

Commencons par lever deux ambiguités. On suppose qu’on a un groupe G et un sous-groupe H.
Alors G a un élément neutre qu'on appelle 1 et H a un élément neutre qu'on appelle 1. On sait

VxeG X*xlg=lgxx=x

En particulier, lgyx1lg =1y
Mais aussi lgxlg =1y
donc lgxlg=1gxl1lg

Ne reste qu'a multiplier cette égalité par 1;11 a gauche pour trouver 1y = 1 : le neutre pour la
structure de groupe de G est aussi le neutre pour la structure de groupe de H.

Faisons de méme pour les inverses. Si x € H, il admet un inverse dans H puisque H est un
groupe : il existe x;ll € H tel que

“1_ -1, o
XK Xy =Xg *X= 1y
Mais il admet aussi un inverse xél pour la structure de groupe de G :
“1_ 1, ,_
X*x X5 =Xx5; *xx=1g

Or, on vient de voir que 1g = 1. Donc xal est aussi inverse de x dans H. Linverse dans un groupe
étant unique (Proposition 1.11), il vient x;' = x;;'.
Tout ceci se résume en :

Lemme 2.3.2
Soient G un groupe et H un sous-groupe. Alors 1g = 1y ; de plus, pour tout x € H, son inverse pour la
structure de groupe de H est son inverse pour la structure de groupe de G.

Du coup, il n'y a pas d’ambiguité possible lorsqu’on parle de 1 ou de x~! lorsque x € H.
Donnons maintenant une caractérisation des sous-groupes, qui permettra d’établir facilement
qu’'un objet est un groupe.

Proposition 2.3.3
Soit (G, %) un groupe. Soit H une partie non vide de G. Alors H est un sous-groupe de G si, et seule-
ment si,

Vx,yeH xxyleH
Preuve : Supposons que H est un sous-groupe de G. Etant donnés x et y dans H, y~! se trouve

aussi dans H; etlaloi x étant interne a H, on a x x y‘1 € H.
Réciproquement, supposons que

Vx,yeH x*xyleH
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Commencgons par montrer que x est une loi de composition interne a H. Soit x € H; un tel x existe
puisque H n’est pas vide. On sait alors que x * x"' € Hdonc 1 € H. Ducoup, 1 xx" ' e Heton a
montré que

VxeH x'eH

Donnons-nous deux éléments x et y dans H. On sait maintenant que y~' € H; on sait égale-
ment que (y~1)~! = y donc

xxy=xx(y HleH

Ceci établit bien que * est une loi de composition interne a H.

Elle est associative, puisque H < G et qu’elle est associative sur G. On a vu que 1 € H, qui est
alors neutre pour H vu qu'il I'est pour G. Enfin, si x € H, on a vu que x~! € H également : tout
élément de H admet un inverse. U

Ce théoreme est utile pour montrer qu'un objet H est un groupe sans avoir a vérifier tous les
axiomes d'un groupe : en effet, sil’on sait que H est un sous-ensemble d'un groupe G, alors il suffit
de vérifier que H n’est pas vide et que

Vx,yeH xxyleH

pour avoir que H est un groupe.
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On a déja montré que Z et Q sont des groupes additifs. D’autres exemples de groupes sont R
et C; ou encore G*, 'ensemble des fonctions d'un ensemble A dans un groupe G; ou enfin, 'en-
semble des bijections d'un ensemble A, qui est un groupe pour la composition des applications.
Tous ces exemples, vus en cours, peuvent étre utilisés comme étant des groupes bien connus.
Et lorsqu’on doit montrer qu'un ensemble H est un groupe, on pourra simplement montrer que
c’est un sous-groupe d’'un de ces groupes connus.

Exemple 2.3.4
Soit n un entier naturel. On considéere I’ensemble
{nx|xeZ}=1{0,+n,+2n,...}

Celui-ci est communément noté nZ. Il n’est bien str pas vide, puisqu’il contient 0; et'ona nZ c Z.
Soient m et p deux éléments de nZ. Par définition, il existe des entiers relatifs x et y tels que

m=nx et p=ny

Alors m—-p=nx—ny=n(x—y)
Or, x— y € Z donc m — p est bien dans nZ. De ce fait, nZ est un sous-groupe de Z.
Exemple 2.3.5

Dans le cours sur les nombres complexes, on a été amené a considérer I'ensemble U des nombres complexes
de module 1:

U={zeCl|lz|=1}

C’est un sous-ensemble de C*, qui est un groupe pour la multiplication. Montrons que c’en est un sous-
groupe. On sait, d’apres les propriétés du module, que

el 1
Vz,weU lzw™ | =—===1
w| 1
donc Vz,welU zw 'eU

ce qui montre que U est un groupe.

Exemple 2.3.6

Si n est un entier naturel non nul, on considére maintenant I’ensemble U,, des racines n-éme de 'unité :
U,={zeC|z"=1}

On sait déja que U, c U (voir cours sur les nombres complexes). Montrons qu'il s’agit d'un sous-groupe de
U. Si z et w sont dans U, on a

w =221y
w1

donc zw ley,

U, est un sous-groupe de U.

Définition 2.3.7 (Morphismes de groupes)
Soient (G, x) et (G, ) deux groupes. On dira qu'une application f:G— G’ est un morphisme de
groupes si, et seulement si,

Vx,yeG fxxy)=f(x)e f(y)
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Définition 2.3.8 (Isomorphisme de groupes)
On appelle isomorphisme de groupes tout morphisme de groupes bijectif.

Définition 2.3.9 (Endomorphisme, automorphisme)
Un endomorphisme de groupe est un morphisme d'un groupe dans lui-méme. Un automorphisme de
groupe est un endomorphisme bijectif.

Les morphismes de groupes sont tout simplement les applications qui sont compatibles avec
la structure de groupe.

Exemple 2.3.10
Considérons les groupes G =2Z et H = 6Z. Lapplication

f:62—27
X— X

est un morphisme de groupes. Elle est clairement injective; en revanche, elle n'est pas surjective car 4 n'a
pas d’antécédent par f.
On peut aussi considérer

g: 2Z —6Z
X — 3x

C’est aussi un morphisme de groupes. L'injectivité est claire. Enfin, si y € 6Z, c’est un multiple de 6, donc
en particulier % est un entier pair et se trouve dans 2Z. Eton a f (%) = y donc f est un isomorphisme de
groupes.

On voit donc que 2Z et 6Z sont isomorphes, c’est-a-dire qu’ils ont a peu prés la méme structure. Ce qui
n’est pas étonnant, puisque tous deux « ressemblent » a Z. Dans un cas, on n’a gardé que les entiers relatifs
pairs, dans l'autre les multiples de 6.

Exemple 2.3.11
Les ensembles (R}, x) et (R, +) sont des groupes, d’éléments neutres respectivement 1 et 0. On sait que

Vx>0 In(xy)=Inx+Iny

et que le logarithme réalise une bijection de IR{i sur R. En d’autres termes, In est un isomorphisme de (R*,-)
sur (R, +).

Exemple 2.3.12
On considere les groupes (R, +) et U. On définit

VxeR  f(x)=e*

Le cours sur les nombres complexes nous dit que f est un morphisme surjectif de (R, +) sur U.
En revanche, f n’est pas injectif puisque f(2mn) = f(0) = 1.

Définition 2.3.13 (Noyau, Image)
Soient G et G’ deux groupes, soit f un morphisme de G dans G'. On appelle noyau de f I'ensemble

Kerf={geG| f(g) =1¢}
On appelle image de f I'ensemble

Imf=1{f(g 1 geG =[G
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Exemple 2.3.14
Reprenons le dernier exemple :

VxeR  f(x)=e*

Ona Kerf={xeR| f(x)=1}={xeR|e¥ =1}

Le cours sur les nombres complexes assure que Ker f = 2nZ. Tandis que Im f = U, d’apres I'existence de la
forme trigonométrique.

Proposition 2.3.15
Soient G et G’ deux groupes, soit f un morphisme de G dansG'. On a

flg)=1g e VxeG fxH=fx"

De plus,
o f estinjective si, et seulement si, Ker f = {1} ;
o [ estsurjective si, et seulement si, Imf = G'.

Preuve: Notons y = f(1g). On a alors, puisque f est un morphisme de groupes,

yey=fg)ef(lg)=f(g*1lg)=f(g) =y
Comme G’ est un groupe, il contient y~! qu’on multiplie 2 gauche membre-a-membre pour obte-
nir y =1g.
Ensuite, soit x € G.On a
fefx=flaxxh=fle) =1e
donc f(x7!) est inverse de f(x).

La proposition sur la surjectivité de f est une trivialité, dans la mesure ot Im f = f(G); f est
surjective si et seulement si elle atteint tout élément de G/, c’est-a-dire si f(G) =G'.

Montrons enfin que f est injective si, et seulement si, Ker f = {1g}. On suppose d’abord que f
est injective ; alors 1 a un seul antécédent. Mais on sait déja que f(1g) = 1 ; donc Ker f = {1g}.
Réciproquement, supposons que Ker f = {1g}. Soient x et y dans G tels que f(x) = f(y). Alors

faxy H=f@efyH=f@efW ' =f)ef0)7" =1¢

donc xxy leKerf et xxyl=lg

Il S’ensuit que x = y et f est injective. Ul

2.3.2 Sous-anneaux et morphismes d’anneaux

Définition 2.3.16 (Sous-anneaux)
Soit (A, +, %) un anneau, soit B A. On dit que B est un sous-anneau de A si, et seulement si, 15 € B
et (B,+, %) est un anneau.

Si B est un sous-anneau de A, on sait en particulier que (B, +) est un sous-groupe de (A, +).
Le lemme 3.2 peut étre appliqué pour en déduire que Og = 05 et que I'opposé d'un x € B est le
méme pour les deux structures d’anneaux de A et B.

Montrons aussi que 1 = 14. Comme 14 est neutre pour A, on a en particulier

VxeB Inxx=x%x1Ip=x
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Ce qui veut dire que 1, est neutre pour (B, x) et appartient a B. La Proposition 1.8 montre alors
que 15 = 1g.
Egalement, montrons que les notions d’'inverse dans B et A coincident. Soit x € B, inversible,
dont on note y 'inverse dans B. Alors
Xky=y*xXx= 1g=1a

Donc x est aussi inversible dans A et y est son inverse pour la structure d’anneau de A.
Lemme 2.3.17
Soient A un anneau et B un sous-anneau. Alors
e Og=0petlg=14x;
e L'opposé d’'un x € B est le méme pour les structures d’anneau de A et B. On a le méme résultat
pour les inverses, si x est inversible dans B.

Proposition 2.3.18
Soient A un anneau et B un sous-ensemble de A. Alors B est un sous-anneau de A si, et seulement si,
B contient 15 et

Vx,y,z€B xXy+z€B

Preuve : La preuve n’est pas plus compliquée que celle de la Proposition 3.3. 0

Définition 2.3.19 (Morphismes d’anneaux)
Soient (A,+,x) et (A',®,®) deux anneaux. Soit f: A — A’; on dira que f est un morphisme
d’anneaux si, et seulement si, f(1a) =14 et

Vx,y,z€EA fxxy+z=f)ef(y)® f(z)

On observe qu'un morphisme f entre les anneaux A et A’ est en particulier un morphisme entre
les groupes commutatifs (A, +) et (A, ®), de sorte que ce qui a été vu dans le paragraphe précédent
s’applique :

f(0a) =04 et VxeA fl=x)=-f(x)

Définition 2.3.20 (Noyau, Image)

Soit f un morphisme entre les anneaux A et A’. On appelle noyau de f I'ensemble
Kerf={xeA| f(x) =0y}

et image de f I'ensemb ;e
Imf={f(x) | xeAl = f(A)

Puisqu'un morphisme d’anneaux est aussi un morphisme de groupes, on utilise la Proposition
3.15 pour en déduire

Proposition 2.3.21

Soit f un morphisme entre les anneaux A et A'. Alors
 f estinjective si, et seulement si, Ker f = {04} ;
o f estsurjective si, et seulementsi, Imf = A’
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2.3.3 Regles de calcul dans un anneau

Proposition 2.3.22
Soit (A, +, %) un anneau. Alors

VxeA X*x0a=0a*xx=0,
et VxeA (I *xx=x%x(—1a) =—Xx

Preuve: Soit x € A et notons y = x * 04. On a alors, par distributivité de * sur +,
y+y:x*0A+x*0A:x*(0A+0A) :x*OA:y

On ajoute alors —y aux deux membres pour trouver y = 05. On procede de la méme maniere pour
0p * X.
Ensuite, notons z = (—14) x x. Alors, toujours a I’aide de la distributivité de * sur + :

2+x=(—1p) A x+Iaxx=(—1a+14) xx =04 %xx =04

Donc z est un opposé de x; mais dans un groupe, tout élément a un unique opposé donc z = —x.
On montrerait de la méme maniere que x x (—15) = —x. U
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Chapitre 3

Arithmétique des Entiers Relatifs

L'ensemble Z a été construit en détail dans le chapitre précédent, mais seules ses propriétés
élémentaires ont été étudiées. Dans ce chapitre, on explore plus en détail sa structure de groupe et
ses sous-groupes, ce qui va aboutir naturellement aux notions arithmétiques élémentaires : PGCD,
PPCM, théoreme de Bezout, théoremes de Gauss, décomposition d'un entier en produit de fac-
teurs premiers.

3.1 FEtude des sous-groupes de Z

3.1.1 PGCD et PPCM

Définition 3.1.1 (Divisibilité)

Soient p et g deux entiers relatifs. On dira que p divise g, ou que p est un diviseur de q, ou encore
que g est un multiple de p, ce qu'on notera plq, si, et seulement si,

dne”Z q=np

Une remarque immédiate : 0 ne divise personne dans Z, mis-a part lui-méme. Voici les pro-
priétés élémentaires de cette relation :

Proposition 3.1.2
La relation | est réflexive et transitive. De plus,

Vp,geZ (plg et qlp) = p==q

et Vp,geN  plg = p<q

On observe donc que la divisibilité n’est pas antisymétrique sur Z; en revanche, elle I'est sur N
et constitue donc une relation d’ordre sur cet ensemble.
Preuve: Il est clair que tout entier relatif se divise lui-méme, puisque

VxeZ x=1xx

Ceci fournit la réflexivité.
Soient m, n et p sont trois entiers relatifs tels que m|n et n|p. Il existe des entiers relatifs m’ et n
tels que

/
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Par suite, p=nn'=mm'n

Donc m|p et la transitivité est établie.

Ensuite, soient p et g dans Z tels que p|q et g|p. Sil'un d’eux est nul, 'autre aussi, auquel cas on
abien p = 4. On les suppose donc tous deux non nuls. Il existe alors deux entiers relatifs p’ et ¢/,
non nuls, tels que

!/

g=pp’ et p=qq

Alors g=pp'=qq'p’ et q-4'p)=0
Comme Z est intégre et que g # 0, c’est que p’q’ = 1. Ce qui n'est possible quesi p’=1etq =1,
oubien p’ = -1 et g’ = —1. Respectivement,ona p =g ou p = —q.

Finalement, soient p et g deux entiers naturels tels que p|q. Si p est nul, il est clair que p < g;
supposons donc que p > 0. Il existe un entier naturel non nul p’ tel que g = pp’. Donc

g=p+--+p=2p O
—_——
p’ fois

Une fois deux entiers choisis, on peut s'intéresser en particulier al’ensemble de leurs diviseurs
et de leurs multiples communs.

Proposition 3.1.3 (PGCD et PPCM)
Soient x et y deux entiers relatifs. Lensemble {n € N | n|x et n|y} admet un plus grand élément,
appelé plus grand diviseur commun a x et y. On le note pgcd(x,y) oux A y.

Lensemble{n € N* | x|n et y|n} admet un plus petit élément, appelé plus petit multiple commun
ax ety. Onlenote ppcm(x,y) ouxVy.

Preuve : Soit n un diviseur commun a x et y. D’apres la proposition 1.2, onan < xetn < y.
Lensemble {n € N | n|x et n|y} est une partie de N, non vide (1 s’y trouve), majoré par le plus grand
des deux entiers x et y. Il admet donc un plus grand élément, qui est le PGCD de x et y.

On sait que toute partie de N admet un plus petit élément, donc le PPCM existe. U

Définition 3.1.4
On dira que deux entiers x et y sont premiers entre euxsi, et seulement si, leur PGCD vaut 1.

A priori, pour calculer un PGCD de deux entiers a et b, il faut donc s’y prendre de maniere
assez brutale : on recherche tous les diviseurs de a, tous les diviseurs de b; on garde ceux qui sont
communs et on cherche le plus grand d’entre eux. Trivial a expliquer, mais désagréable a mettre
en ceuvre, puisque la recherche des diviseurs d'un nombre entier est fastidieuse.

Exemple 3.1.5
Cherchons le PGCD de 13616 et 828. On commence par chercher les diviseurs de chacun de ces deux
nombres (cela prend bien 10 minutes pour le premier). Les diviseurs positifs de 13616 sont :

12481623374669 7492148 184 296 368 592 851 1702 3404 6808 13616
Les diviseurs de 828 sont
1 2 3 4 6 9 12 18 23 36 46 69 92 138 207 276 414 828

Leurs diviseurs communs sont
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1 2 4 23 46 69 92

d’ou pged (13616, 828) =92

Il existe, bien stir, des méthodes plus efficaces pour calculer un PGCD. L'une d’elle, I'algorithme
d’Euclide, est simple et rapide. Elle repose sur le théoreme de division euclidienne.

3.1.2 Ladivision euclidienne

Dans le chapitre précédent, on a montré en exemple que pour tout entier relatif p, 'ensemble
pZ ={pn| ne€ Z} estun sous-groupe de Z. Il s’agit de '’ensemble des multiples de p, ou encore des
nombres qui sont divisibles par p. Autrement dit,

Vp,ge”Z plg <= qep”Z

On va montrer que tout sous-groupe de Z est de cette forme.

Mais, avant de faire cela, il est nécessaire d’établir le résultat a la base de la structure additive
de Z : le théoreme de division euclidienne. C’est celui-ci qu’on utilise depuis I’école primaire pour
poser des divisions entre nombres entiers. Celui-ci sert, en outre, a décrire I'algorithme d’Euclide
pour le calcul des PGCDs.

Théoréme 3.1.6 (Division euclidienne)
Soit m et n deux entiers naturels, avec n non nul. Il existe un unique couple d’entiers naturels (q,1)
tel que

m=nq+r et 0<r<n

Preuve : On considére I’ensemble
A={pn|peNin[0; m]]

A n’est pas vide, puisqu’il contient 0. Et il est majoré par m, puisqu’inclus dans [[0; m]]. On sait
alors qu’il admet un plus grand élément;; il existe donc g € N tel que

gn<m et Vp>q pn>m

Posons alors r=m-qn
r est un entier naturel, puisque gn < m. Par définition de g, on sait que

m<(g+l)n=qgn+n=m-r+n

d’ot1 'on déduit que r<n

L'existence du couple (g, r) est bien assurée.
Montrons maintenant son unicité. Soient ¢’ et r’ des entiers naturels tels que

m=nq +r' et 0<r'<n
L'un des deux nombres r ou r’ est plus grand que 'autre ; supposons par exemple que r > r'. Alors

-n<-r<o0 et 0<r'<n

et -n<r'-r<n
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Mais comme r’ —r > 0, on a en fait

0<r'-r<n

Du fait que m=nqg+r=nq +r’

on tire r'-r=n(g—-q)

donc o0<nlg-q)<n

et enfin 0<g-q'<1 (car n>0)
Le seul entier naturel strictement inférieur a 1 est 0. Donc g =q' et r =r'. U

Outre son intérét en général, la division euclidienne fournit une méthode permettant de cal-
culer explicitement le PGCD de deux entiers. Cet algorithme repose sur I’observation suivante :

Lemme 3.1.7
Soient a et b deux entiers naturels non nuls, avec a < b. On note r le reste de la division euclidienne
de b par a. Alors

pged(a, b) = pged(r, a)

Preuve : En notant ¢ le quotient de la division euclidienne de b par a, on a
b=aqg+r avec r<a

Du coup, tout diviseur commun a a et r est un diviseur commun a a et b.
Mais on a aussi r = b— agq : tout diviseur commun a a et b est un diviseur commun a a et r.
Finalement, les diviseurs communs a a et r sont les diviseurs communs a a et b. En particulier,
anb=anr. U

On peut déduire de ce lemme I'algorithme suivant de calcul du PGCD de deux nombres entiers
naturelsaet baveca<b:

Calculer le reste r de la division de b par a.
Si r=0, alors pgcd(a,b)=a.
Si r<>0, recommencer avec a=r et b=a.

En effet, posons ay = a, by = b et ry le reste de la division euclidienne de b par a. Si ry = 0, cC’est que
a divise b et le PGCD de a et b est a. Si ry # 0, on pose a; = ry et by = a. Le lemme 1.7 assure que
pgcd (ap, bo) = pged (ay, by).

On note r; le reste de la division de by par a,. Si r; = 0, c’est que a; divise b, et il vient que
pged(ay, by) = ay. Si rp # 0, on pose ay = r; et b, = a;. On utilise le lemme 1.7 pour dire que
pged (ay, by) = pged (ay, by). Et on recommence.

Plus précisément, voici comment on définit ces suites (ay) nen €t (by) nen- Cela se fait évidem-
ment par récurrence. On initialise ces suites avec

apg=a et bo="b

Et, supposant calculés ay,...,a, et by, ..., b,, on note g, et r, le quotient et le reste de la division
euclidienne de b, par a,, :

b,=anqn+1, avec 0<r,<ay

et on pose b1 = ay et ans1 =Tn=by—anqn
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Exemple 3.1.8
Reprenons I'exemple précédent avec ag = 828 et by = 13616. On a

13616 = 16 * 828 + 368
On pose a; = 368 et b; = 828 et on effectue la division euclidienne de b, par a; :
828 =2%368+92
On pose ap =92 et by = 368. Il vient :
368 =4%92

Le reste est nul. C’'est que a, = 92 est le PGCD de 828 et 13616.

3.1.3 Sous-groupes de Z

Théoréme 3.1.9
Soit G un sous-groupe de Z. Il existe un unique entier naturel p tel que G = pZ. Ce nombre est appelé
générateur principal de G.

Preuve : On suppose que G # {0}, puisque dans ce cas le théoréme est trivial. Et on considere
I’ensemble

G, =GNN*={xeG| x>0}

G; n'est pas vide : en effet, si x est un élément non nul de G, il est soit strictement positif, soit
strictement négatif. Si x > 0, il est dans Gy ; si x <0, c’est —x qui se trouve dans G..

G., comme toute partie de N, admet un plus petit élément, qu'on note p. Cet entier se trouve
dans G, et vérifie :

p>0 et VxeGy p<x

L'ensemble pZ est évidemment inclus dans G, puisque G est un groupe et contient p. Montrons
I'inclusion réciproque. Soit x € G, ; puisque x et p sont des entiers naturels avec p > 0, le théoreme
de division euclidienne peut étre utilisé. Il existe des entiers naturels g et r tels que

X=pqg+r et 0<r<p

Or, x et pg sont dans G. Donc r = x — pq également. Comme r < p, il ne peut se trouver dans G ;
c’est donc en particulier que r < 0. Par suite, r = 0 et x = pg. Tout élément de G, est un multiple
de p.

Maintenant, soit x € G. Si x = 0, il est bien dans pZ; si x > 0, il est dans G et on vient de voir
que c’est un multiple de p; si x < 0, alors —x est un multiple de p et x aussi. Finalement, G c pZ,
ce qui démontre que G = pZ.

On établit maintenant I'unicité d’un tel p. Soit p’ un entier naturel non nul tel que

G=pzZ=p'Z
Donc plp) et plp
La Proposition 1.2 permet de conclure que p’ = +p. Comme p et p’ sont des entiers naturels, on a
!
p=p. ]
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3.2 Lethéoreme de Bezout et ses conséquences

3.2.1 Théoreme de Bezout

Le théoréme de Bezout sert a caractériser des entiers qui sont premiers entre eux. Afin de le
démontrer, nous aurons besoin du lemme suivant caractérsant le PGCD de deux entiers :

Lemme 3.2.1
Soient a et b deux nombres entiers. L'ensemble
aZ +bZ = {am+bn| (m,n) e N?}

est un sous-groupe de Z. Son générateur principal est le PGCD de a et b.

Preuve : Lensemble aZ + bZ est un sous-ensemble de Z, non vide : il contient 0 =0x a+ 0 x b.
Soient x et x’ dans cet ensemble. Par définition, il existe des entiers relatifs m, n, m’, n’ tels que

x=am+bn et x'=am'+bn’

Par suite, x—y=am-m')+bn-n')
qui est bien dans aZ + bZ. 1l s’agit bien d'un sous-groupe de Z.
D’apres le théoreme 1.9, il existe un entier naturel d tel que aZ + bZ = dZ. Puisqu’on peut
écrire
a=ax1l+b+x0 et b=ax0+bxl

il vient que aedZ et bedZ

Donc d est un diviseur commun a a et b. Il reste a montrer que c’est le plus grand.

Pour cela, remarquons qu'il existe deux entiers relatifs m et n tels que d = am + bn. Si d’ est
un autre diviseur commun a a et b, cette expression montre qu'’il divise d. En particulier, d’ < d.
Donc d est bien le plus grand de tous les diviseurs communs a a et b. U

Corollaire 3.2.2
Soient a et b deux entiers relatifs. 1l existe des entiers relatifs u et v tels que au + bv = pgcd(a, b).
En particulier,

YdeZ (dla et d|b) = d|pgcd(a,b)

Corollaire 3.2.3 (Théoreme de Bezout)
Soient a et b deux entiers relatifs. Ils sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe des entiers
relatifs u et v tels que au+bv =1

Etant donnés deux entiers naturels a et b avec a < b, il peut étre intéressant de savoir calculer
ces nombres u et v tels que au+ bv = pged (a, b). C'est a nouveau l'algorithme d’Euclide qu'il faut
utiliser. Considérons les suites qu'’il fournit, définies par

ag=dad

by=b

gn = quotient de la division euclidienne de b,, par a,
bpi1=an

aps1 =bp—anqn
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C’est la suite (ay) ,en qui fournit le PGCD de a et b en premier : si N est le premier rang tel que
an =0, c'est que le pged de a et b vaut an-;. Le tout est donc de trouver comment exprimer cette

suite en fonction de a et b.

Lemme 3.2.4
Soient (an) nen, (bn) nen €t (Gn) nen les suites définies ci-dessus. On pose :

PR P

Apt1 = —0pfn +Up-1
et VneN
{Brﬁl = _ﬁnqn + ﬁn—l
Alors VneN an,=ana+Ppb

Preuve : Le lemme se démontre par récurrence. Il est vrai pour n = 0 puisque

ay=a=1xa+0xb=apa+Pob

De plus, a1 = —0pfo +0_1 = —qo et  P1=—Pogo+P-1=1
On en déduit que le lemme est également vrai pourn=1:
a=by—apqo=1xb+(—qo) xa=oa+P1b
Supposons maintenant le résultat vrai jusqu’a un rang N > 1, c’est-a-dire que

Vn<N anp=ana+Pnpb

Ona an+1 = by — angn
Mais on sait que by = an-1 =an-1a+Pn-1b et an =ana+pPnb
Par suite, an+1 = an-1a+Pn-1b—gn(ana+Pnb)

=bN =anN

= (an-1—angn)a+ Pn-1 —Pngn) b
an+1 = an+1a+PnNa b

ce qui établit le lemme au rang N + 1. Par récurrence, on a montré que

VneN an,=ana+Ppb

O

Ainsi, on a simplement besoin de calculer ces suites () ,en €t (Br)nen jusqu’au rang N pour

lequel an = 0; on aura alors

an-1a+Pn-1b =pgecd(a, b)

Voici une maniere de faire ces calculs efficacement. On met en ceuvre l'algorithme d’Euclide.
Celui-ci fournit la suite (g,) z,en. On dresse alors un tableau a trois colonnes ; pour tout entier 7, la
n-eme ligne de ce tableau contient le quotient g, de la division euclidienne de b, par a,, 'entier

o, et 'entier f,.
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n-—1
n
n+1

Au début, seules les lignes —1 et 0 sont remplies. Supposons les lignes —1 a nremplies. Pour remplir

Quotient | «

0

qo 1

qi g
qn-1 Op—1

CIn (xl’l
qdn+1 Ap+1

o =T

B1
Bus

B
Bn+1

laligne n + 1, il suffit d’appliquer les formules

Op+1 = Ap—1 —Apgp

et

C’est-a-dire, pour le calcul de a;,+; par exemple :

Ligne
-1
0
1

n-1
n
n+1

an+1 est simplement obtenu en soustrayant a a,_; le résultat de la multiplication entourée.

De méme pour le calcul de {4 .

Exemple 3.2.5

Bn+1 = Bn—l - Bnqn

Quotient | «

0

qo 1

a1 (061
qn—l Ap-1

qn+1 An+1

oS =T

1

. R

Bt
B

[-))n+1

Voici a quoi ressemble ce tableau dans le cas de 'exemple a = 828 et b = 13616. On avait calculé

qo=16 q1=2 q,=4

et pour n = 3, I'algorithme s’arréte car as = 0. On aura donc ay x 828+ 3, x 13616 = 92.

Notre tableau se construit de proche-en-proche :

Etape n=1

Etape n=2

On peut vérifier que

Quotient | o | p
0 1
16 1 0
2 -16|1|0;=0-1x16
Quotient | « B
0 1
16 1 0
2 -16 | 1
4 33 | -2 | ap=1+16x2

51:1—0X16

f)2=0—2><1

33 x828—-2x13616 =92
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3.2.2 Les théoremes de Gauss

Théoréme 3.2.6 (Théoréme de Gauss 1)
Soient a et b deux entiers relatifs premiers entre eux. Soit c € Z. Si albc, alors alc.

Preuve : On peut supposer que a, b et ¢ sont des entiers naturels, simplement en changeant leur
signe; ceci ne change rien aux hypotheses.

Comme a et b sont premiers entre eux, le théoréme de Bezout assure I'existence d’entiers
relatifs u et v tels que au + bv = 1. De sorte que

auc+vbc=c

Mais alauc et alvbc puisque al|bc. Donc alc. O

L'hypothese a et b premiers entre eux est indispensable pour rendre vraie la conclusion du
théoreme. En effet, si a et b ne sont pas premiers entre eux, il existe des entiers c tels que albc,
sans que alc. Par exemple, on prend

a=2 b=4 et c=3

Théoréme 3.2.7 (Théoréme de Gauss 2)
Soient a et b deux entiers relatifs, premiers entre eux. Soit c € Z. Si alc et b|c, alors ab|c.

Preuve : On peut a nouveau supposer que a, b et ¢ sont des entiers positifs. Comme a et b sont
premiers entre eux, il existe des entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1. Par suite,

auc+bvc=c

Mais ab|auc puisque b|c, et ab|bvc puisque alc. Donc ab]c. L]

A nouveau, I'hypothése « a et b premiers entre eux » est indispensable. En effet, si ce n’est pas
le cas, on peut mettre en défaut la conclusion du théoréme de Gauss 2 : par exemple, prendre
a=4,b==6etc=12.1l est bien vrai que a et b divisent ¢, mais ab = 24 ne divise pas c.

Exemple 3.2.8
Si un nombre entier est divisible par 2 et 3, il est aussi divisible par 6.

3.2.3 Relation entre PGCD et PPCM

Etant donnés deux entiers relatifs a et b, on a vu (lemme 2.1) que le PGCD de a et b est le
générateur principal du sous-groupe aZ + bZ. On commence par montrer que le PPCM de a et b
réalise aussi une condition similaire :

Lemme 3.2.9
Soient a et b deux entiers relatifs. Lensemble aZ N bZ est un sous-groupe de Z. Son générateur prin-
cipal est le PPCM de a et b. De plus, tout multiple commun a a et b est divisible par ppcm (a, b).

Preuve: Il est clair que aZ N bZ est un sous-groupe de Z : cet ensemble n’est pas vide (contient0) ;
et si deux entiers relatifs sont divisibles a la fois par a et b, leur différence I'est aussi.

D’apreés le théoreme 1.9, il existe un entier naturel p tel que aZnbZ = pZ. Montrons qu’il s’agit
du PPCM de a et b. Puisque p est dans aZ N bZ, il est divisible a la fois par a et b : c’est un multiple
commun a ces deux nombres.
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En outre, si p’ est un autre multiple commun a a et b, c’est qu'il est dans aZ n bZ = pZ. Donc
plp’ et en particulier, p < p'.
p est bien plus petit que tous les autres multiples communs a a et b. 0

Théoreme 3.2.10

Soient a et b deux entiers relatifs. On note d = pged(a, b) et p = ppcm(a, b). Alors 3 et% sont pre-
miers entreeuxet p = %.

Preuve : D’apreés le corollaire 2.2, il existe des entiers relatifs u et v tels que au + bv = d. Comme
d|a et d|b, les nombres % et g sont entiers. On a alors

a b, _
Eu-l-al)—l

D’apreés le théoréme de Bezout, & et % sont premiers entre eux.
Posons a’ = % etb = g, de sorte que a=da’ et b=db'. Alors
ab _d*a'b/
d d
On voit que % est un multiple commun a a et b. Montrons que c’est le plus petit.
Soit m un multiple commun a a et b. 1l existe des entiers u et v tels que m = au = bv.
En remplacant a par da’ et b par db/’, on trouve que a@’'u = b'v. Or, a' et b’ sont premiers entre

eux; d’apres le théoréme de Gauss 1, @'|v. 1l existe un entier relatif ¢ tel que v = ca'.
Onaalors:

=dab' =ab =db

a
:b :b ,:—
m v ca dc

labl m
d
@ est bien le PPCM de a et b. ]

et

Corollaire 3.2.11
Si a et b sont deux entiers premiers entre eux, alors ppcm(a, b) = |ab|.

3.3 Nombres premiers

Définition 3.3.1 (Nombres premiers)
Soit p un entier naturel. On dira que p est premier si, et seulement si, p admet exactement deux
diviseurs dans N : 1 et p. On note & |'ensemble des nombres premiers.

Observons que 1 ne peut étre premier d’apres cette définition : il n’a qu'un seul diviseur positif,
qui est 1. Egalement, il est immédiat que deux nombres premiers distincts p et g sont premiers
entre eux : les diviseurs de p sont 1 et p; ceux de g sont 1 et g. Comme p # g, c’est que leur PGCD
est 1.

Théoréme 3.3.2 (Existence de la décomposition en produit de nombres premiers)
Soit n > 2 un entier naturel. Il existe existe k € N* et des nombres premiers p;,..., px tels que

1
=P
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Preuve : On démontre ceci par récurrence. Le résultat est vrai pour n = 2 puisque 2 est premier.
Soit n > 2; on suppose le théoreme démontré pour 2,...,n. Si n+ 1 est premier, il suffit de
prendre p; = n+ 1. S’il n’est pas premier, c’est qu’il admet soit un seul diviseur, soit au moins trois.
Mais comme n + 1 # 1, il ne peut avoir un seul diviseur. Il en a donc au moins trois. Et parmi
eux, il y en a un qui est différent de 1 et de n + 1 ; on en choisit un, qu'on note m. On a donc

ml(n+1) m#1 et m#n+1

En posant r = %1, on a en particulier r # 1 et r < n+ 1. D’apres 'hypothése de récurrence,

m et r peuvent s’écrire comme produits de nombres premiers. Par suite, il en est de méme pour
n+1l=mr. UJ

Le lemme suivant sera utile pour établir I'unicité de cette décomposition:

Lemme 3.3.3

Soient k € N*, p1,..., px des nombres premiers distincts deux-a-deux et oy, ..., oy des entiers naturels
k
non nuls. Si p est un nombre premier qui divise I1

I p;(j, alors il existe un unique i € [[1; k]] tel que
P = Pi-

j=1
Preuve : Supposons 'existence fausse, c’est-a-dire que I'ensemble <7 des entiers n tels que

k
. . . o
« il existe des entiers naturels non nuls ay, ..., tels que n = H pj’ ;
Jj=1

o il existe p premier divisant n, mais p ¢ {p1,..., px}.
n'est pas vide. Il s’agit d'une partie de N qui admet donc un plus petit élément. Il existe donc des
entiers naturels non nuls vy,..., vk tels que

Puisque v; >0, 0on a

Soit p un diviseur premier de n, distinct de py,..., px. Puisque p et p; sont premiers entre eux,
le théoreme de Gauss 1 assure que

k k
plpfl_ljl}zp}}j et du coup pfl_ljl}zp;}j €.

Mais cet entier est inférieur a n, puisqu’il vaut %. Ceci contredit le fait que n = Min.e/. Donc .7 est
k
vide : pour tout diviseur premier p d’'un entier de la forme I1 p;" avec ay, ..., entiers naturels
j=1
non nul, il existe i € [ 1; k]| tel que p = p;.
Comme py, ..., p sont distincts, cet i est en fait unique. ]

Théoréme 3.3.4 (Unicité de la décomposition en produit de nombres premiers)
Soit n > 2 un entier. 1l existe un unique entier naturel k non nul, une unique famille p, < --- < p
de nombres premiers et une unique famille (o, ..., ay) d’entiers naturels non nuls, tels que

k
o
n=11p"
j:lpJ
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Preuve : Lexistence d'une telle famille est assurée par le théoréme précédent. Reste a montrer
I'unicité.

Soient des entiers k, ¢ non nuls, des nombres premiers p; < --- < pr et g1 < --- < ¢, et des
familles (ay,...,ax) et (By,...,Pr) d’entiers naturels non nuls, tels que

11 ,% = 11 4"
_ j_ j
n__jzlpj _jzqu

Notons P = {p1,..., px} et Q = {q1,...,qe}. D’'apres le lemme 3.3, Qc P et Pc Q. Donc P = Q et
en particulier k = . Comme il y a un unique maniere d’ordonner une famille d’entiers naturels
distincts (voir cours sur les ensembles finis), on en déduit que

pP1=4q1 p2=q2 Pk =4k
Il ne reste qu’a montrer que les exposants coincident. Pour cela, on considere ’ensemble
A={ielll; kIl la; # P}
Supposons A non vide. Il admet alors un plus petit élément noté j. Rappelons que
1 = 11 8
QG i
P TP
Par définition de j, on peut simplifier les termes communs aux deux membres pour obtenir :
k k 6
IIp% =11 p"
i p; i p;
Comme «; # 5, on peut suppose, par exemple, que c’est a; qui est strictement inférieur a 3;.

Alors, en simplifiant par p(]).‘j , on voit que

k
o
I1 pS

i=j+1

pjl

D’apres le lemme 3.3, p; appartienta {p;1,..., pr}. C'estimpossible, puisque p; < pj41.
Donc A est vide et

Vielll; kI o;=p;

Ce qui achéve la démonstration. U
Ce théoréme peut étre reformulé de maniere plus agréable une fois introduite la notion de

Définition 3.3.5 (Support d’un entier)
Soit n > 2 un entier naturel. On appelle support de n I'ensemble des nombres premiers qui divisent 7 :

Supp(n) ={pe Z | pin}

Théoréme 3.3.6 (Existence et unicité de la décomposition en produit de nombres premiers)
Soit n > 2 un entier naturel. Il existe une unique famille (v, (n)) pe? d’entiers naturels telle que

n= II pvr®
pe?

Evidemment, ce produit est fini puisque si p ¢ Supp (n), le nombre v, est nul donc p» = 1.
Le nombre v, (n) est appelé valuation p-adique de n.
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Chapitre 4

Introduction a ’algebre linéaire

Dans tous les chapitres du cours d’algebre, la lettre K désigne un corps commutatif.

4.1 Espaces Vectoriels

4.1.1 Définition et exemples

Définition 4.1.1
Soit (E,+) un groupe commutatif d'élément neutre 0. On dit que E est muni d'une structure de
[K-espace vectoriel si, et seulement si, il existe une application

KxE — E
Ax) — A-x
satisfaisant les propriétés suivantes :
1. V(x,y)€eE? VAeK A-(x+))=A-x+A-y
2. VOwWeK? VxeE  A+p-x=A-x+p-y
3. VAOWeK? VxeE  A-(u-x)=QAp-x
4. VxeE l-x=x

Les éléments de E sont alors appelés vecteurs et ceux de K sont appelés scalaires. L'opération + est
appelée addition et |'opération - est appelée multiplication externe.

Beaucoup d’objets étudiés jusqu’a présent sont des espaces vectoriels. Voici des exemples :

Exemple 4.1.2
R est un R-espace vectoriel.

C est un R-espace vectoriel et un C-espace vectoriel.
Le plan vectoriel & est un espace vectoriel sur R.

L'espace vectoriel de dimension 3 & est un R-espace vectoriel.

S

Plus généralement, si n > 1, 'ensemble K" est un [K-espace vectoriel lorsqu’on a défini les opérations
suivantes :

YV(x1,...,xp) €K™ Y(y1,...,yn) e K" X1, X) + Ve V) = (X1 + V1o, X+ Y1)

et V(x1,...,x) eEK" VAeER A (X1, %) = Axy,...,AXy)
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6. Si A est un ensemble non vide et E est un K-espace vectoriel, 'ensemble .% (A, E) est un K-espace
vectoriel lorsqu’on le munit des opérations

V(f,g)eeﬁ(A,E)2 YaeA (f+g)a)=fla)+gla)

et Vfe Z(AE VAeK VaeA A-Hla)=A(f(a)

En particulier, 'ensemble des fonctions de A dans K est un espace vectoriel sur K.

4.1.2 Reglesde calcul

Les propriétés définissant un espace vectoriel sont le minimum vital pour pouvoir travailler
avec ces objets. Comme (E, +) est un groupe commutatif, on sait déja (voir le chapitre sur les struc-
tures) que Og est'unique élement neutre pour '’addition et que tout élément de E admet un unique
opposé.

Nous allons donc, dans cette partie, élaborer sur la définition 1.1 pour obtenir les autres regles
de calcul élémentaires dans un espace vectoriel.

On commence par rappeler :

Proposition 4.1.3
Soit E un K -espace vectoriel. L'ensemble

{eeE|VxeE x+e=e+x=x}

est un singleton.

Preuve : Déja fait dans le chapitre sur les structures algébriques. U

Proposition 4.1.4
Soit E unK-espace vectoriel, soit x € E. Lensemble

{yeE|x+y=y+x=0g}

est un singleton. L'unique élément qu’il contient est noté —x.

Preuve : Méme chose. ]

Corollaire 4.1.5
Soit E un espace vectoriel. Alors

VxeE Ok -x=0g
VAeK )\'OEZOE
etenfin VAelK VxeE Ax=0g < x=0g oul =0k

Preuve : Soit x € E. D’apres le point 2 de la définition 1.1,
Ok - XxX=(0K+0K)  x=0K -x+0K-x
On ajoute aux deux membres de cette égalité le vecteur —0y - x pour conclure :

OEZOK'X
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Pour le second point, on procede de maniere similaire. Soit A € K. D’apres le point 2 de la
définition 1.1,

A-Og=A-(0g+0g)=A-0Og+A-0g
On ajoute alors aux deux membres le vecteur —(A - Og) pour obtenir
Og=A-0g
Le dernier point est une équivalence, dont une direction vient d’étre démontrée. On prouve

I'autre direction. Soient x € E et A € K tels que A - x = Og. Soit A est nul, auquel cas on a fini; soit A
n’est pas nul, auquel cas on peut écrire, d’apres les regles 3 et 4 de la définition 1.1,

x=1-x=A""N-x=A"1-Nx0)=A"10=0g U
Corollaire 4.1.6
Soit E un K-espace vectoriel. Alors
VxeE -D)-x=-x
Preuve: Soit x un élément quelconque de E. Pour établir que (-1) - x n’est autre que —x, il suffit de

montrer, d’apres la proposition 1.4, que (—1) - x+ x = Og. On utilise les régles 4 et 2 de la définition
1.1 ainsi que le corollaire 1.5 :

Dx+x=(-1)-x+1-x=(-1+1)-x=0-x=0g O
Corollaire 4.1.7
Soit E un espace vectoriel. On a

VAeK VxeE -(A-x)=(-N)-x

Preuve: Soient x € E et A € K. D’apres le corollaire 1.5 et le point 3 de la définition 1.1,
—Ax)=CFD-A-x)=(=1xAN)-x=(-AN)-x ]

Corollaire 4.1.8

Soit E un espace vectoriel. On a

VAeK V(,yeE? Ax—p)=A-x—-A-y
et VA WekK VxeE A-—p-x=A-x—pn-y

Preuve : C’est simple, d’apres tout ce qui précéde. En effet, si A est un scalaire et x, y sont deux
vecteurs,
Ax=yY)=Ax+A- (=) =Ax+A-(-1-)=A-x+(-A-y)=A-x—-A-y
De méme, si A et p sont deux scalaires et x est un vecteur,

A-p-x=Ax+(-p-x)=A-x—-x ]

Toutes ces propriétés montrent qu’au final, la multiplication externe et 'addition se mani-
pulent de la méme maniére que le produit ou I'addition usuels sur les réels, avec les mémes regles
de distributivité, de signes, le fait qu'un produit est nul si et seulement si I'un des termes est nul,
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etc. Donc, comme tout marche comme d’habitude, on laisse tomber la notation A - x et on écrira
simplement Ax.

De méme, on abandonne les O et Ok pour la notation uniforme 0, en sachant que le contexte
rendra clair a chaque fois de quel 0 il s’agit.

4.1.3 Sous-espaces vectoriels

L'un des buts de l'algebre est d’étudier des ensembles, munis d'une structure (régles de cal-
cul), de la maniere la plus générale possible. Pour certaines structures algébriques, il y a besoin de
livres entiers pour faire cela. Pour d’autres, comme les espaces vectoriels, deux années de cours
suffisent. Mais dans tous les cas, le plan d’étude est de décomposer notre gros ensemble en sous-
ensembles ayant la méme structure algébrique, puis de les décomposer eux-mémes, et encore et
encore, en espérant qu'a un moment on aura atteint un état « irréductible » de la structure étudiée,
suffisamment simple pour qu'il puisse étre compris entierement. C’est la raison pour laquelle on
introduit la notion de sous-espace :

Définition 4.1.9

Soit E un K-espace vectoriel. Soit F < E. On dira que F est un K-sous-espace vectoriel de E si
et seulement si F, muni de la restriction a8 F x F de ['addition, et de la restriction a3 K x F de la
multiplication, est un K-espace vectoriel.

Montrer qu’'une partie F d'un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel requiert a priori
la vérification des 4 propriétés de la définition 1.1. C’est douloureux et on donne un critére per-
mettant de vérifier sans trop de mal si F est ou pas un sous-espace vectoriel de E.

Théoreme 4.1.10
Soit E un K-espace vectoriel. Soit F un sous-ensemble de E. F est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si F n'est pas vide et

V(x,y)eF> VAeK Ax-yeF 1)

Preuve : Il est clair que si F est un sous-espace vectoriel de E, il n’est pas vide (il contient 0) et il
vérifie la propriété énoncée dans la proposition.
Réciproquement, soit F un sous-ensemble de E, non vide, tel que

V(x,y)€eF? VYAeK Ax—ye€F

En particulier, Vx,yeF x—yeF

donc (F, +) est un sous-groupe de (E, +).

Puis on prend x quelconque dans F, y = 0 et A quelconque dans K et on applique la propriété
(1). On conclut que Ax € F. Donc la multiplication externe, restreinte a K x F prend bien ses valeurs
dans F.

Ces opérations vérifient clairement les propriétés 1, 2, 3 et 4 d'un espace vectoriel, dans la
mesure ou F c E. U

Exemple 4.1.11
ATlaide du théoréme 1.10, il est quasiment immédiat que les ensembles suivant sont des espaces vectoriels :

1. iR est un R-espace vectoriel (sous-espace de C);
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2. 'ensemble des fonctions de R dans lui-méme, admettant une limite nulle en +oco (sous-espace de
R®);

3. I'ensemble des fonctions continues sur R (sous-espace de R®);

4. I'ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a un entier n donné (sous-espace
de R®).

5. et plein d’autres.

n
En revanche, 'ensemble {x € R” | ¥ x; = 1} n'est pas un sous-espace vectoriel de R". De méme que
i=1

I'ensemble des fonctions sur R qui tendent vers 26,92 en +oo. Pour une raison trés simple : aucun d’eux ne
contient 0.

On peut se demander quelles opérations laissent stables les sous-espaces vectoriels. Si 'union
de deux sous-espaces vectoriels n’est pas toujours un sous-espace vectoriel, on a en revanche :

Théoréme 4.1.12
Soit E unK -espace vectoriel. Soit % une famille quelconque, non vide, de sous-espaces vectoriels de
E. Lensemble G = an est un sous-espaces vectoriel deE.

Fe.r
Preuve : Il suffit d’appliquer le critere donné par le théoréeme 1.10. D'une part, G n’est pas vide
puisqu’il contient le vecteur nul. D’autre part, donnons-nous x et y dans G et A un scalaire.
Par définition de G,

VFe# xe€F et yeF

Si F est un élément quelconque de .%, c’est un sous-espace vectoriel de E donc Ax — y s’y trouve.
Ceci étant établi pour tout F € .%, on a montré que
Ax-ye N F=G
Fe#
C’est tout ce dont on a besoin pour conclure : G est un sous-espace de E. UJ

4.1.4 Sous-espace engendré par une partie de E

Théoréme 4.1.13

Soit E un K-espace vectoriel. Soit A une partie de E. Il existe un unique sous-espace vectoriel de E
contenant A, qui soit contenu dans tous les sous-espaces vectoriels de E contenant A. On l'appelle
sous-espace de E engendré par A et on le note VectA, qui se lit vectorialisé de A.

Preuve : On note .# l'ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de E qui contiennent A.
Evidemment, la famille .% n’est pas vide : elle contient E, qui est bien un sous-espace vectoriel
de E contenant A. D’apres le théoreme 1.12, 'ensemble
G=NF
Fe.Z#

est un sous-espace vectoriel de E.

Evidemment, G contient A : tout élément de .Z contient A, donc leur intersection doit aussi
contenir A.

Enfin, par définition de G, il est contenu dans n'importe quel élément de .% ; c’est-a-dire que
tout sous-espace contenant A contient G. C’est ce qu’on voulait. 0J
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Bien entendu, cette présentation de VectA comme intersection d'une tonne de sous-espaces
vectoriels de E n'est pas tres agréable et on souhaiterait caracteriser ses éléments autrement.
On introduit pour cela la notion de combinaison linéaire.

Définition 4.1.14 (Combinaison linéaire)
Soit A une partie non vide de E. On dit d'un élément x de E qu'il est une combinaison linéaire finie
d’'éléments de A si et seulement si

n
AneN* 3I(ay,...,a,) A" F\1,..., A, K" x=Y Aeax
k=1
Si A est vide, on décide par convention que 0 est la seule combinaison linéaire de A.

En francais, une combinaison linéaire d’éléments de A, c’est une somme finie d’éléments de A,
affectés de coefficients scalaires.

Théoreme 4.1.15
Soit E un K-espace vectoriel. Soit A une partie de E. Le sous-espace engendré par A est l'ensemble de
toutes les combinaisons linéaires finies d’éléments de A.

Preuve : Notons CombA I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires finies d’éléments de A
et montrons que CombA = VectA. On pourrait procéder par double inclusion, mais on peut aussi
utiliser le théoréme 1.13 qui caractérise VectA comme étant 'unique sous-espace de E contenant
A, contenu dans tout sous-espace contenant A.

Autrement dit, si on montre que

1. CombA est un sous-espace vectoriel de E;
2. CombA contientA;

3. CombA est contenu dans tout sous-espace de E qui contient A,

alors automatiquement, CombA ne peut étre que VectA.

Le deuxieéme point est trivial : tout élément de A est une combinaison linéaire d’éléments de A.

Le premier point est clair aussi, a la lumiere du théoreme 1.10 : soient x et y des éléments de
CombA, soit A € K. Les vecteurs x et y sont des sommes finies d’éléments de A affectés de coef-
ficients scalaires ; donc Ax — y est aussi une somme finie d’éléments de A affectés de coefficients.
C’est-a-dire que Ax — y est une combinaison linéaire de A.

Enfin, le troisieme point n’est pas plus difficile a prouver. Si F est un sous-espace vectoriel de E
contenant A, il doit aussi contenir toute combinaison linéaire finie d’éléments de A. O

4.1.5 Somme de deux sous-espaces vectoriels

On a dit plus haut qu’en général, 'union de deux sous-espaces vectoriels F et G n’en est pas un.
Mais on peut en créer un qui soit le plus économique possible, grace au théoréme 1.13 : on sait
que Vect (F U G) sera un sous-espace vectoriel, contenant F et G, et le plus petit possible réalisant
cette propriété.

Définition 4.1.16
Soit E un [K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Le sous-espace
engendré par FUG est appelé somme de F et G, et on le note F+G.
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Proposition 4.1.17
Soit E un K-espace vectoriel. SoientF et G deux sous-espaces vectoriels deE. On a

F+G={x+ylxeF yeG}

Preuve: Soit H 'ensemble {x+ y| x€ F y € G}. On prouve le théoréme de la méme maniere que
dansla preuve du théoreme 1.15, dans la mesure ou F+G = Vect (FUG) est le plus petit sous-espace
de E contenant F et G.

Il est immeédiat que H contient F et G, puisque tout élément de F ou de G est une somme d’'un
élément de F et d'un élément de G.

H est aussi un sous-espace vectoriel de E, en vue du théoreme 1.10.

Et tout sous-espace de E contenant F U G doit contenir au grand minimum les sommes d’élé-
ments de F et G. Donc doit contenir H.

D’apreés le théoreme 1.15, H est le sous-espace de E engendré par FUG. 0

4.1.6 Sous-espaces en somme directe

Définition 4.1.18
Soit E un [K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit qu'ils sont en
somme directe si et seulement si FNG = {0}. On notera leur somme F&G.

Lintérét de la notion de somme directe est rendu évident par le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.19
SoitE unK -espace vectoriel. SoientF et G deux sous-espaces vectoriels deE. Ils sont en somme directe
si et seulement si

VzeF+G 3Alx,y)eFxG z=x+Yy
Preuve : On suppose que F et G sont en somme directe, c’est-a-dire que FN G = {0}. Soit z€ F+ G;

d’apres la proposition 1.17, il existe x € F et y € G, tels que z = x + y. Supposons qu’on ait aussi
x' eFety €G, telsque z=x"+y'. Alors

x+y=x'+y
d’olt x—-x'=y -y

Or, F et G sont des sous-espaces vectoriels de E donc x—x" € F et y— y’ € G. Mais ces deux vecteurs
sont égaux donc leur valeur commune est dans FNG. Ce dernier sous-espace est réduit a {0}. Donc

x-x'=0 et y-y'=0

ou encore X =x et yv=y
Réciproquement, on suppose que
VzeF+G Ax,y)eFxG z=x+Yy

En particulier, 0 = 0 + 0 est la seule et unique maniere de décomposer 0 comme somme d'un élé-
ment de F et d'un élément de G. Soit z € FN G. Alors z — z = 0 est une décomposition de 0 comme
somme d'un élément de F et d'un élément de G. Donc z = 0; par suite, FNG = {0}. Ces sous-espaces
sont en somme directe. U
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Définition 4.1.20
Soit E un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit qu'ils sont
supplémentaires dans E si et seulement si

E=FaG

Exemple 4.1.21
Considérons I'espace vectoriel E = C®. On note P le sous-espace vectoriel des applications paires et I
le sous-espace vectoriel des applications impaires. Ces sous-espaces sont supplémentaires dans E.

En effet, ils sont en somme directe : si f est une fonction a la fois paire et impaire,

VxeR fx)=f(=x)=—-f(x)
donc VxeR  f(x)=0

et PnI={0}

Et leur somme est égale a E tout entier. En effet, si f est une fonction complexe d'une variable réelle,
on peut écrire

fX)+ f(=x) N fx)-f(=x

Les fonctions g x— w ot h:xe—— J(x) —zf(—x)

sont respectivement paire et impaire. On les appelle naturellement partie paire et partie impaire de f.
Par exemple, ch est la partie paire de 'exponentielle, tandis que sh est sa partie impaire. Egalement, cos
est la partie impaire de x — e'* tandis que isin est sa partie impaire.

Si E est un K-espace vectoriel, tel que F et G sont supplémentaires dans E, on voit que tout z de
E peut étre décomposé de maniere unique sous la forme z = x + y, avec x € F et y € G. Le premier
est appelé projection de z sur F parallélementa G, et on le note pr(z). Lautre est appelé projection
de z sur G parallelement a F et on le note pg(z).

4.2 Applications linéaires

Les applications linéaires sont les applications entre espaces vectoriels qui sont compatibles
avec la structure d’espace vectoriel. Cela sera rendu plus précis immédiatement. Puis on étudiera
les propriétés immeédiates de ces opérations.

4.2.1 Définitions

Définition 4.2.1
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soit f une application de E dans F. On dit que f est linéaire
si et seulement si

V(x,y) €E2 VAeK  fAx+y)=Af(0)+f)

L'ensemble des applications linéaires de E dans F est noté .Z(E, F).

Théoreme 4.2.2
SoientE et F deux K -espaces vectoriels. Lensemble £ (E,F) est un sous-espace vectoriel de FE.
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Preuve: Bien évidemment, I'application nulle est linéaire donc .7 (E, F) n’est pas vide.
Soient f et g deux applications linéaires de E dans F, soit A un scalaire arbitraire. On souhaite
montrer que A f + g est linéaire. Il suffit de valider la définition :

V(x,y) € E? Vpek Af+8)(ux+y) =ANHN(px+y) +gux+y)
=Af(px+y)+pgx) +g(y)
=pAf(X)+Af(Y) +pgx) +8(y)
=HAf(X)+gX))+Af () +8(y)

Af+8(ux+y) =pAf+2)xX)+Af+8)(y)
On voit que A f + g est linéaire. D’apres le théoréeme 1.10, .2 (E, F) est un sous-espace vectoriel de

FE, O

Définition 4.2.3
Soit E un K-espace vectoriel. L'ensemble .Z(E,E) est noté de maniére plus abrégée Z(E). Ses
éléments sont appelés endomorphismes de E.

Proposition 4.2.4
SoientE et F deux K -espaces vectoriels. Soit f € £ (E,F), bijective. Alors f! est linéaire, c'est-a-dire
que f~ € Z(F,E).

Preuve: Soient y; et y, dans F, soit A un scalaire. Comme f est bijective, on a

n=Fr1to)) et ya=fow)

dott Ayi+yo = Af(fF L)) + F(F L)

Comme f est linéaire, il vient

Ayi+ye= A 0+ 7 (2)
1l suffit d’appliquer f!:

A +y) =Afton+ 1 on) O

Définition 4.2.5
Une application linéaire bijective entre espaces vectoriels est appelée isomorphisme d'espaces vecto-
riels.

Si E et F sont des [K-espaces vectoriels, et s'il existe un isomorphisme de E sur F, on dit que E
et F sont isomorphes.

Définition 4.2.6
Soit E un K-espace vectoriel. Un isomorphisme de E dans lui-méme est appelé automorphisme de
E. Leur ensemble est noté ¥ _Z(E), et on |'appelle groupe linéaire de E. Autrement dit,

G L E)={feZE)| f bijective}

Définition 4.2.7
Soit E un [K-espace vectoriel. L'ensemble Z(E,K) est appelé dual de E. Ses éléments sont appelés
des formes linéaires.
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4.2.2 Noyau et image

Définition 4.2.8
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soit f € Z(E,F). On appelle noyau de f |'ensemble

Kerf=f1{0) ={x€E | f(x)=0}
On appelle image de F I'ensemble

Imf=fEB)={f(x) | xeE}={yeF|IxeE fx)=y

Théoreme 4.2.9

SoientE et F deux K-espaces vectoriels. L'image par f de tout sous-espace vectoriel deE est un sous-
espace vectoriel de F. L'image réciproque par f de tout sous-espace vectoriel de F est un sous-espace
vectoriel deE. En particulier, Ker f et Im f sont des sous-espaces vectoriels, respectivement deE et F.

Preuve : On se donne E' un sous-espace de E. Limage de E’ est
FEY={f(x) | xeE"}
Bien entendu, f(E) n'est pas vide puisqu'il contient 0 :
f(0)=f(0+0)=f(0)+ f(0) et f(0)=0

Ensuite, soient y; et y, dans f(E'), et A € K. Par définition de f(E'), il existe x;, x, € E tels que

1 = f(x1) et yr=f(x2)

Par suite, Ay1—=y2 =Af(x1) — f(x2) = f(Ax) — x2)

en utilisant la linéarité de f. Or, E’ est un sous-espace vectoriel de E donc Ax; — x, sy trouve.
Il s’ensuit que Ay; — y» appartient a f(E). Ce qui achéve de montrer que cet ensemble est un sous-
espace vectoriel de F.

A présent, soit F' un sous-espace vectoriel de F. On rappelle que

fYF)={x€eE| f(x) eF}

Bien entendu, f~!(F’) contient 0 puisque f(0) = 0 € F'. Puis on se donne x; et x; dans ! (F'), ainsi
que A un scalaire. On a

fAx) —x2) =Af(x1) = f(x2)

Puisque f(x;) et f(x) appartiennent a F’ et que ce dernier est un espace vectoriel, on voit que
f(Ax; — x2) appartient a F'. Autrement dit, Ax; — x, est dans f~!(F'), qui est donc un sous-espace
de E. U

Proposition 4.2.10
SoientE et F deux K -espaces vectoriels. Soit f € £ (E,F).

1. f estinjective si et seulement si Ker f = {0}.

2. f estsurjective si et seulement siImf =F.

Preuve : La deuxiéme proposition est une tautologie. Pour la premieére, supposons f injective.
Comme f(0) =0, 0 est 'unique antécédent de 0. C’est-a-dire que Ker f = {0}.

Réciproquement, si cette proposition est satisfaite, montrons que f est injective. Soient x et y
dansE, tels que f(x) = f(y). Alors
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0=f-f=rx-y

donc x — y appartient au noyau de f. Ce dernier est réduit a {0} donc x — y = 0. Ou encore x = y.
f estinjective. OJ

Théoreme 4.2.11
SoientE etF deux K -espaces vectoriels. Soit f € £ (E,F). Tout supplémentaire de Ker f est isomorphe
almf.

Preuve : L'énoncé fait plus peur qu'il ne le devrait... On se donne G un supplémentaire de Ker f,
de sorte que Ker f ® G = E et on pose
VxeG b(x) = f(x)

On définit ainsi une application b : G — Im f, qui se comporte exactement comme f sur G.
Du coup, il est clair que b est linéaire. Montrons qu’elle est bijective. D'une part

Kerb={xeG|b(x)=0}={xeG]| f(x) =0} =Ker f nG = {0}

D’apreés la proposition 2.10, b est injective.

Puis on se donne y € Im f et on montre qu’il est atteint par b. Par définition de Im f, il existe
x € E tel que f(x) = y. Puis, comme Ker f et G sont supplémentaires, x peut étre décomposé sous
la forme

X=X+ X avec x1 €Ker f et X €G

Donc y=f(x) = f(x1)+[f(x2) = f(x2) = b(x)
——
=0
et yelmb
D’apres la proposition 2.10, b est surjective. G et Im f sont isomorphes. 0

4.2.3 Formes linéaires
Définition 4.2.12

Soit E un [K-espace vectoriel. Un sous-espace de E est appelé hyperplan si, et seulement si, il est le
noyau d'une forme linéaire non nulle.

Proposition 4.2.13
Soit E un K -espace vectoriel. Soit H un hyperplan. Il existe xy € E tel que H & Vectxy. En d'autres
termes, tout hyperplan admet des supplémentaires, dont au moins un est une droite.

Preuve : Soit H un hyperplan. D’apres la définition 2.12, il existe une forme linéaire non nulle f
sur E, telle que H = Ker f.

Comme f n’est pas nulle, il existe xj € E, tel que f(xp) # 0. Quitte a diviser xy par f(xp), on peut
supposer que f(xp) = 1. Montrons que

E =Ker f @ Vect x

D’une part, on montre que la somme est directe. Si x € Ker f nVectxp, on a d'une part f(x) =0
et d’autre part, x est proportionnel a xy. Donc il existe A € K, tel que x = Axp. Eton a
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0=f(x) = f(Axo) =Af(x0) =A

d’ ol X=Axp=0
Puis on montre que la somme directe de ces deux sous-espaces est E. Il suffit d’'observer
VxeE  x=fx)xo+ (x—f(x)x0)
Le vecteur f(x)xy appartient a Vect xy tandis que x — f(x)xo est dans Ker f puisque
flx=fx)x0) = f(x) - F(X)f(x0) = () — f(x) =0
On a gagné! U
Proposition 4.2.14

Soient f et g deux formes linéaires non nulles sur un espace vectoriel E. Les noyaux de f et g sont
égaux si et seulement si f et g sont proportionnelles.

Preuve: Il est clair que si f et g sont proportionnelles, leurs noyaux sont les mémes : le coefficient
de proportionnalité, non nul, ne change pas le fait que f(x) ou g(x) est nul.

Réciproquement, supposons que Ker f et Kerg sont égaux. D’aprés la proposition 2.13,
ce sous-espace admet un supplémentaire dirigé par un vecteur x, tel que f(xp) = 1. Si x € E,
il se décompose suivant la somme directe E = Ker f @ Vect xy : il existe y € Ker f et A € K tels que

X=y+AXo
Ona f)=f)+Af(xp) =A
tandis que g(x) = g(x) + Ag(xp) = Ag(x0) = g(x0) f (x)

On n’oublie pas en effet que Ker f = Ker g donc g(x) = 0. Comme x était quelconque, on a montré
que g = g(xo) f- O

4.2.4 Endomorphismes particuliers

Définition 4.2.15
Soit E un [K-espace vectoriel. Soit a un scalaire. On appelle homothétie de rapport o I'automorphisme
de E défini par

VxeE f(x) =ax

Rien a dire sur les homothéties : ce sont les applications linéaires les plus simples possibles —
mise-a-part 'application nulle.

Définition 4.2.16
Soit E un K-espace vectoriel. Soit p € Z(E). On dit que p est un projecteur si et seulement si

p*=p.
On rappelle qu’au paragraphe 1.6, on a défini une opération appelée projection sur un sous-

espace parallelement a un autre. Il est temps d’y revenir, de montrer qu’il s’agit d'un projecteur,
et de montrer que tout projecteur est une projection.
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Rappelons le contexte : on a deux sous-espaces supplémentaires F et G de E. Cela signifie que,
si x est un vecteur quelconque de E, il se décompose de maniere unique comme somme d'un
vecteur de F et d'un de G. On note respectivement ces vecteurs ppx et pgx de sorte que

X = pp(x) + pg(x) avec pr(x)eF et pgx)eG

C’est pr(x) qu’on appelle la projection de x sur F parallelement a G. Vérifions d’abord que pg
est un endomorphisme de E.
Soient x et ydansEetA € K.Ona

X = pp(x) + pc(x) et y=pr() +pcy)

d’ol1 Ax+y=(Ape() +pr() + (Apc(x) + pc(3))

On voit qu'on a décomposé Ax + y comme somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de G. Cette
décomposition étant unique, et la composante suivant F étant pr(Ax+ y), on a

pPEAXx+y) = Apr(x) + pr(y)

Autrement dit, pr est linéaire.
Montrons qu’il s’agit d'un projecteur. C’est simple : si x € E, on a pr(x) = pr(x) + 0, qui est une
décomposition de pg(x) suivant F et G. Donc

pe(pe() = pr(x)  Cest-a-dire  p?=pg
Toute projection est donc un projecteur. Il reste a montrer que ces deux notions coincident :
Théoréme 4.2.17

Soit E un K -espace vectoriel. Soit p un projecteur. C’est la projection sur Imp parallelement a Kerp.
En outre, I- p est la projection sur Ker p parallelement a Imp.

Preuve : Par définition, p est un endomorphisme de E tel que p? = p. Le théoréme annonce que p
est la projection sur Im p parallelement a Ker p ; cela sous-entend que ces deux sous-espaces sont
supplémentaires. Donc commencons par le démontrer. Si x € E, on a

x=p@)+(x-p)
Bien évidemment, p(x) appartienta Im p; et x — p(x) appartient a Ker p puisque

p(x—p) =px)-ppx) =px) -p*x) =pkx) -px) =0

donc E=Kerp+Imp

Le fait que la somme est directe est simple : soit x € Ker p n Im p. Puisqu'il est dans I'image de p,
il existe y € E tel que p(y) = x. Et comme x est dans le noyau de p, on a

0=px)=p*())=py)=x

Identifions maintenant I — p. Bien évidemment, I — p est un endomorphisme de E, comme
somme d’endomorphismes de E. De plus,

(I_p)‘z:(I—p)o(l—p)zl—p_p+p221_p

puisque p? = p. DoncI-p est un projecteur. D’aprés ce qui précede, c’est la projection sur Im (I- p)
parallelement a Ker (I - p). On voit que

Ker(I-p)={x€E|(I-p)(x)=0}={x€E|x—px)=0={x€E| px)=x} =Imp
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De méme Kerp=Ker(I-(I-p)) =ImI-p)

I - p est bien la projection sur Ker p parallelement a Im p. U

Définition 4.2.18
Soit E un K-espace vectoriel. Soient F et G des sous-espaces supplémentaires. On appelle symétrie
par rapport & G parallélement a F |'application s =1-2pg.

Théoreme 4.2.19
Soit E un espace vectoriel. Soit s une symétrie. s est linéaire et s> = I.

Réciproquement, si s est un endomorphisme de E tel que s* =1, s est la symétrie par rapport a
Ker(s —1), parallelement a Ker(s +1).

Preuve : On commence par la premiere partie. On se donne une symétrie s; c’est-a-dire que l'es-
pace est décomposé comme somme directe E=F & G et on a s = [ —2pg. Dans la mesure ou pr est
un endomorphisme de E, d’apres ce qui a été vu sur les projecteurs, s est également un endomor-
phisme. En outre, p% = pr donc

s*=(-2pp)*=1-2pp—2pp+4p; =1

ce qui prouve la premiere partie du théoreme.

Réciproquement, on suppose que s est un endomorphisme de E tel que s> = I. Le théoréme
annonce qu’il s’agit de la symétrie par rapport a Ker (s —I), parallelement a Ker (s +I). Donc une
premiere chose a vérifier est que ces sous-espaces sont supplémentaires. On commence par re-
marquer que si x est un vecteur quelconque,

x+s(x) x-sx)
xX= +

2 2
Or, x+s5(0 eKer(s—1)
puisque (s—D(x+s(x) =sx+s(x)—(x+s(x))
=s(x)+ s (x)—x—-s(x)=0
De méme x— stx) eKer(s+1)

donc on a déja montré que E = Ker (s — 1) + Ker (s + I) et il reste a voir que la somme est directe. Soit
xeKer(s—I)nKer(s+1). Onadonc

s(x)—x=0 et sS(xX)+x=0
d’ou 2x=0 et x=0

On a montré E=Ker(s—-D@®Ker(s+1)

Reste a montrer que s est bien la symétrie par rapport a Ker (s —I), parallelement a Ker (s + I).
Pour cela, on regarde la définition 2.18 : il suffit d’établir que s =1-2p, ou p est la projection sur
Ker (s+1) parallelement a Ker (s—I). On montre que ces deux applications coincident en tout point.
Soit x un élément de E. Il se décompose de maniere unique suivant notre somme directe : il existe
x1 € Ker (s —1) et x» € Ker (s + 1), uniques, tels que x = x; + x».
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Par définition de p, on a d’ailleurs x, = p(x). De plus, par définition de x; et xp,

(s=Dxp=0 donc s(x1) =x1

et (s+D(x2)=0 donc S(xp) ==X
Par conséquent, S(X)=sx))+s(x)=x1—X=X1+X2-2X2=Xx—2p(x)
=X
etonas=I1-2p, comme annoncé. O

4.2.5 FEquations linéaires

Définition 4.2.20
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soient f € Z(E,F) et b e F. Résoudre I'équation linéaire
« f(x)=Db », c'est déterminer I'ensemble {x € E | f(x) = b}.

Il est clair que I'équation « f(x) = b» n'a des chances d’admettre des solutions que si b €
Im f. D’ou l'intérét de savoir déterminer cet ensemble.

Proposition 4.2.21
Soient E et F deux K -espaces vectoriels. Soient f € £ (E,F) et b € F. On suppose avoir trouvé x € E
tel que f (xy) = b. Lensemble des solutions de l'équation « f(x) = b » est

{xo+y!|y€Kerf}

Preuve : On note
S ={xeEB|f(x)=by et "={xg+yl|yeKerb}

et il s’agit de montrer que ces ensembles sont égaux. On prend d’abord un élément x de .7".
Il existe y € Ker f tel que x = xp + y et il s’ensuit que x € .’ puisque

J@)=flxo+y) =flx))+f(y)=b
——
=b =0
Réciproquement, soit x € .. On a

fxX)=>b et fxo)=0b

donc fx=x0)=f(x)—f(x0) =b—-b=0

etil s’ensuit que y = x — xp appartient a Ker f. Et on a bien x = xo + y. UJ
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Chapitre 5

Polynomes a une indéterminée

Comme toujours, K est un corps commutatif.

5.1 Lalgebre des polyné6mes

5.1.1 Suites a support fini

Définition 5.1.1
Soit P une suite a valeurs dans K. On appelle support de P, noté SuppP, I'ensemble

SuppP={neN | P, #0}

Définition 5.1.2
On appelle polynéme a coefficients dans K toute suite a support fini. Leur ensemble est noté K[X].
On parle aussi de suite dont les termes sont presque tous nuls.

Exemple 5.1.3
Dans la mesure ou, par définition, @ est fini, toute suite de support vide est un polynéme. Mais en fait, il n'y
a qu'une seule et unique suite de support vide puisque

VPeK[X] SuppP=¢ < VneN P,=0

Le seul polynéme de support vide est donc celui dont tous les termes sont nuls. Naturellement, on 'appelle
polyndéme nul et on le note 0 dans la suite du cours.
Il y a plein d’autres exemples de polynémes. Par exemple, la suite de support {0, 1}, définie par

Po=1 P;=1

Proposition 5.1.4
Soit P un polynéme non nul. Le support de P est non vide majoré.

Preuve : Comme expliqué dans I’exemple ci-dessus, le fait que Supp P soit vide équivaut a la nullité
de P. Et il est majoré, comme toute partie finie de N. U

Définition 5.1.5
Soit P un polynéme non nul. On appelle
o degré de P, noté degP, le plus grand élément de SuppP;
e valuation de P, notée valP, le plus petit élément de SuppP.
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Par convention, le polynéme nul est de degré —oo et de valuation +oo.

Remarquons que ces notions de degré et valuation d’'un polynéme non nul existent bien,
puisque son support n’est pas vide et majoré.

Définition 5.1.6

Soit P un polynéme non nul, de degré p. Les termes de la suite P sont appelés coefficients de P.
Le coefficient P;, est appelé coefficient dominant de P. S'il est égal a 1, on dit que P est unitaire.
Si P est nul ou de degré 0, on dit qu'il est constant et on note P = Py.

Naturellement, puisque les polyndmes sont des fonctions définies sur N et que leurs coef-
ficients sont les valeurs de ces fonctions, deux polynémes sont égaux si, et seulement si,
ils ont les mémes coefficients.

5.1.2 Structure d’espace vectoriel

Comme K [X] est un sous-ensemble de I'espace KN des fonctions de N dans K (qu’on a appelées
« suites »), on peut raisonnablement se demander s’il s’agit d'un sous-espace vectoriel pour les
opérations d’addition des suites et de multiplication par un scalaire. On définit donc

Y(P,Q) e K[X]? VneN P+Q)n=P,+Q,
et VAeK VPeK[X] VneN (AP), = AP,

Théoréme 5.1.7
Muni de ces opérations, K[X] est un sous-espace vectoriel de KN. De plus
deg(P + Q) < Max (degP, degQ)

V(P,Q) e K[X]? { .
val(P+ Q) > Min(valP, valQ)

deg(AP) = degP

et VAeK\{0} VPeK[X]
val(AP) = valP

Preuve: Il suffit de montrer que K[X] est stable par addition et par multiplication par les scalaires.

On se donne P et Q deux polyndmes. Si 'un des deux est nul, il est clair que P + Q est un po-
lyndme et que les inégalités sur le degré et la valuation sont vérifiées. On suppose donc qu’aucun
des deux n’est nul. Par définition du degré et de la valuation, on a

Vn > Max(degP,degQ) P,=0 et Q,=0
donc Vn > Max(degP,degQ) P,+Q,=0

En d’autres termes, Supp (P+Q) < [[0; Max(degP,degQ) ]|

On sait qu'un ensemble est fini si, et seulement si, il est majoré; donc Supp (P + Q) est fini: P+ Q
est un polynome et on a immédiatement
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deg(P+ Q) < Max(degP,degQ)

si Supp (P + Q) n’est pas vide. Evidemment, cette inégalité est immédiate si Supp (P + Q) est vide,
puisque le polyndme nul a pour degré —oo. On a, tout aussi facilement, que

Vn < Min(valP,val Q) P,+Q,=0

donc val (P + Q) > Min (valP,val Q)

On passe maintenant a la multiplication par les scalaires. Soient P un polyndéme et A un sca-
laire. Si A est nul, alors AP est le polyndme nul; en particulier c’est un polynéme. Donc on suppose
maintenant que A n’est pas nul. Dans la mesure o1 un produit est nul si et seulement si un de ses
termes est nul, on a

VneN AP, =0 < P, =0

donc Supp (AP) = SuppP

AP est donc un polyndéme, de mémes degré et valuation que P. 0J

5.1.3 Structure d’algebre

Nous allons maintenant définir une nouvelle opération interne entre les polynomes, appelée
multiplication. Elle est fondée sur le

Lemme 5.1.8
Soient P et Q deux polynomes. On pose

VneN PQ), = kZ PrQu_k
-0

La suite PQ est en fait un polynoéme, de degré degP + degQ et de valuation valP + valQ. On l'appelle
produit des polynémesP et Q.

Preuve : On suppose que ni P ni Q n’est nul, car dans ce cas le lemme est trivial : PQ est simplement
le polynéme nul. Posons

p =degP et g =degQ
Soitn > p+ g+ 1. Alors

Vk<p -k>-p d’otu n-k>qg+1

Par conséquent, VkellO;pll PrQ,u_x=0

~——

=0
et évidemment, Vkel[l+p;nl Pr Qu-x=0
~—~—~

=0

donc PQ), =0

Ceci montre que le support de la suite PQ est borné (donc fini), puisqu’inclus dans [[0; p + g]I.
Donc PQ est un polynome, de degré inférieur a p + q. Reste a montrer que le terme de degré p + g
n’est pas nul. Il vaut, par définition,
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p+q
(PQ)p+q = kgo Pka+q—k
Mais comme Py =0sik>petQ,; r=0sik<p,ona

(PQ)p+q = Pqu

qui n’est pas nul, puisque ni P;, ni Q4 n’est nul. La partie sur la valuation se démontre de la méme
maniere. O

Proposition 5.1.9
(K[X],+, x) est un anneau commutatif.

Preuve: La plupart de ces propositions sont des trivialités, conséquences immeédiates des proprié-
tés connues sur les éléments de K. On se donne trois polyndmes P, Q et R et un scalaire K :

vneN  (PQn=) PiQur=) PuiQr= Y QcPy_i=(QP),
k=0 k=0 k=0

J

changement d’indice k=n—k

vneN  (PQ+R),= kZ Pr(Q+R)pk =kZ Pr(Qn-k + Rt
=0 =0

n n
= Y PrQuix+ X PrRy—x = (PQ)p + (PR),
k=0 k=0

et VneN  (AP)Q),= ¥ APkQu-t = X APiQuk=A X PrQut = AMPQ),

Ces relations démontrent les propriétés 1, 3, 4.

La proposition annonce un élément neutre, qui serait I'unique polyndme unitaire de degré 0.
Déja, cet « unique polyndme unitaire de degré 0 » existe-t-il? Un polynome de degré 0 est entie-
rement déterminé par son terme de degré 0, puisque tous les autres termes sont nuls. Le fait qu'il
soit unitaire impose a ce coefficient de valoir 1. Donc il existe en effet un et un seul polynéme
unitaire de degré 0 et il est défini par

Osin>1

Vérifions qu’il est neutre pour la multiplication : si P est n'importe quel polynéme, on a effective-
ment

n n
VneN AP),= Y 1Py =1P+ Y 1y P, =P,
k=0 k:l\_zo-’

La derniére chose a vérifier est1’associativité. On se donne trois polynémes P, Q et R :
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n

vneN  (P(QR), = kgoPk(QR) n—k

n

n—k n n
=) Pe Y QiRpok—j= D Pr ) Qj_Ruj
k=0  j=0 k=0  j=k

[

changement d’'indice j=j+k
n o n
=2 2 PQjiRu-j= X PrQjiRu-j
k=0 j=k 0<k<j<n

S

j n J
> PrQjkRn-j= X Ru-j X PrQjk
0%=0 j=0 k=0

J

M=z

(PQR), =

J

(PQ)j Ry = ((PQR), O

On dit que I'ensemble K[X] est muni d'une structure d’algebre commutative : une algebre
commutative est un espace vectoriel qui a en plus une structure d’anneau. Les algebres
sont, comme on peut s’en douter, des structures tres riches, mais leur étude n’est pas au
programme.

Théoréme 5.1.10
K[X] est une algebre inteégre, c’est-a-dire que

VY(P,Q) e K[X]? PQ=0 < P=00uQ=0)

Preuve : C’est une conséquence immédiate du fait que PQ a pour degré degP + degQ. Si cette
somme a pour degré —oo, c’est que I'un des degrés degP ou degQ est —oco. UJ

Définition 5.1.11
Si P est un polynéme et N est un entier, on pose

1siN=0
PN={py...xPsiN>0

N fois

5.1.4 Indéterminée

Définition 5.1.12
On appelle indéterminée le polynéme X, de degré 1, défini par

Osin#l
VneN X, = )
lsin=1

Proposition 5.1.13
Pour tout entier N, on a

0sinZN
vneN XV, = )
1sin=N
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Preuve : On procede par récurrence en définissant, pour tout entier N, la proposition

Osin#N
PN):« VneN XNy, = ,;é »
1sin=N

o 2(0) estvraie : en effet, X" a été défini comme égal a 1 : seul son coefficient de degré 0 n’est
pas nul, et vaut 1.

o Z(N)= Z(N+1):soit N un entier, tel que & (N) soit vraie, c’est-a-dire que XN est le po-
lynéme, dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui de degré N qui vaut 1. Autrement dit,
XN est de valuation N et de degré N. D’apres le lemme 1.8,

degXN*! = deg (XN x X) = degXN + degX =N+ 1

valXN*! = valXN + valX =N + 1

et le coefficient de degré N + 1 de X™*! est le produit des coefficients de degré N de X" et de
degré 1 de X :il s’agit de 1. Donc

0sine[[0;N] carvalXN!1=N+1
vrneN XN, ={1sin=N+1
0sin>N+2cardegX¥"1 =N+1

Ceci démontre Z(N + 1).
e Conclusion: Z(N) est vraie pour tout entier N, ce qui acheve la démonstration de la propo-
sition.

Corollaire 5.1.14
Pour tous entiers n et p, on aX""*P = X"XP.

Preuve : C’est une conséquence presqu’immeédiate (il faut faire une récurrence) de la proposition
1.12. U

Corollaire 5.1.15
Tout polynome peut s'écrire de maniere unique comme combinaison linéaire finie des polynémes
XN)nen. Plus précisément,
(e.0]
VPeK[X] P=Y PxF
k=0

Bien que la somme ci-dessus semble étre infinie, il n’en est rien puisque presque tous les
coefficients d'un polynéme sont nuls.

Preuve : Soit P un polynéme. On définit
o0
Q=3 PiX¥
k=0

et on montre que Q et P sont égaux. Pour cela, il suffit qu’ils aient les mémes coefficients. C’est
simple : d’apres la définition de la somme dans K[X] et la proposition 1.12,

o0
vneN Q,=Y PrXM,=P,
k=0
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Corollaire 5.1.16
Soient P et Q deux polynomes. Alors

PQ= 3 ( > Pan—k)Xn: > Y PpQuXtm
n=0 k=0

n=0m=0
Preuve : D’apres la définition du terme général du polynéme PQ et le corollaire 1.15,
o0 n
PQ= 3 (X PiQui)X"
n=0* k=0

Mais on a aussi
(o0]

o0
P=3Y P,X" et Q=Y QX"
n=0 m=0

donc PQ = ( OZ:OPnX”)Q - oz:OPann
-5 ( 5 QuX" |P,X"
n0=00 gg:O
— ngomZ:OPnQ xn+m

La premiere égalité est simplement la récriture de P, a I'aide du corollaire 1.15. La deuxieme éga-
lité est diie a la distributivité de la multiplication sur 'addition. Pour obtenir la troisieme égalité,
on récrit Q a I'aide du corollaire 1.15. Puis on utilise une derniére fois la distributivité de la multi-
plication sur 'addition. 0J

5.1.5 Composition

Définition 5.1.17
Soient P et Q deux polynémes. On définit le polynéme composé, noté PoQ ou P(Q), par la relation :

v k
P(Q = X PrQ
k=0
Proposition 5.1.18
Voici les propriétés de la composition :

1. Associativité : ¥(P,Q,R) e K[XI*  P(Q)) = (P(Q))(R)

2. Distributivité a droite sur l'addition :
Y(P,Q,R) e K[X]? P+Q)(R) =PR)+Q(R)
3. Distributivité a droite sur la multiplication :

V(P,QR eKIX®  (PQR)=PR)QR)

Preuve : La propriété la plus difficile est la premiere et on la laisse pour la fin. La distributivité par
rapport a’addition est triviale : si P, Q et R sont trois polynomes,

(P+Q®) = ¥ (P+QIR" = X (P + QuR"= X PuR"+ 3. QuR"=P(R)+ Q)

Montrons ensuite la distributivité par rapport a la multiplication. C’est une conséquence du
corollaire 1.16 et de la distributivité par rapport a I'addition :
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PQ= OZO OZO PanXn+m

n=0m=0
o0 o0
donc PQ® =Y X P,QmR"™ =PR)QR)
n=0m=0
Pour démontrer ’associativité, il convient de se convaincre que
VneN V(Q,R eK[X] X"(QR))=X"Q)R) (1)
On le démontre par récurrence et voici la maniére dont elle s’Tamorce. On a clairement

X°(QM) =1(QR) =1=1(Q)(R)
XHQ®R) =X(QR)) = QR) = (X(Q)(R)

Pour la suite, on a besoin de la distributivité a droite de la composition sur le produit et de I'identité
précédente :

X2(QR)) = XxX)(Q(R) =X(QR)) x X(Q(R))
= X(Q)R) x XQ)R) = X(Q) x X(Q)(R) = X*(Q))(R)
C’est cette manipulation qu’on implémente pour montrer I’hérédité. Si on suppose avoir démon-
tré que X" (Q(R)) = X"(Q))(R), il vient
X1 (Q(R)) = X(QR)) x X"(Q(R)) = X(Q)(R) x X"(Q)(R)
= X"(Q xXQ)R) = X" Q)R

Remarquez comme on a utilisé la distributivité par rapport a la multiplication, puis '’hypotheése de
récurrence, et la distributivité sur la multiplication de nouveau.

Bref, la relation (1) est démontrée par récurrence. A partir de maintenant, c’est simple : si P, Q
et R sont trois polynomes,

PQUR) = ( X PuX")QMR) = X PaX"QR) = X Pu(X"(Q)R)
n= n= n=

= X X" Q)R = PQI® 0

5.2 Structure multiplicative de K [X]

5.2.1 Eléments inversibles

Définition 5.2.1
Soit P € K[X]. On dit que P est inversible si, et seulement si, il existe Q € K[X] tel que PQ = 1.
L'ensemble des éléments inversibles est noté IK[X]*.

Théoréme 5.2.2
IK[X]™ est constitué des polynomes de degré 0.

Preuve : Soit P un polyndme de degré 0. D’apres le corollaire 1.13, P = Py x 1, qu’on abrége en
P = Py. Puisque le degré de P est 0, et pas —oo, on sait que Py n’est pas nul. Donc si on pose Q = P
0

ona

1 P
PQ = (PpX?) x (—X%) = = X0 x X0 =X*0 = 1
Po Po

112



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 5 : POLYNOMES A UNE INDETERMINEE

donc P est inversible.
Réciproquement, si P est inversible, on sait qu’il existe Q € K[X] tel que PQ =1 : c’est la défini-
tion 2.1. D’apres le lemme 1.8,

0=degl =degP+degQ

Comme degP et degQ sont des entiers positifs (il est clair que le polyné6me nul ne peut étre inver-
sible), on a degP = degQ =0. U

5.2.2 Divisibilité dans K [X]

Définition 5.2.3
Soient P et Q deux polynémes. On dit que P divise Q ou encore que Q est un multiple de P si,
et seulement si, il existe un polynéme R tel que Q = PR. On notera alors P|Q.

On voit qu'un polyndme inversible divise n'importe quel polynome. En effet, si P est
inversible, il existe P~! € K[X]* tel que PP~! = 1. Si Q est n'importe quel autre polyndme,

Q=1xQ=Px(P'Q
et P divise bien Q.
Un autre cas trivial de divisibilité est celui des polyndmes de valuation non nulle.

Par exemple, si valP = 2, cela signifie que les coefficients de degré 0 et 1 de P sont nuls.
D’apres le corollaire 1.14, on peut écrire alors :

v p Yk S pyk_y2 S pywk2_y2% k
P=Y PiXk= Y PiXF=X2 Y PiXk2=X2 ¥ Pi2X
k=0 k=2 k=2 k=0

et on voit que X?|P. On souhaiterait maintenant un algorithme pour étudier les cas moins
clairs de divisibilité. C’est I'algorithme de division euclidienne, qu’'on étudie dans le para-
graphe suivant.

On peut aussi remarquer que n'importe quel polynéme divise le polynéme nul, puisque
0 = P x 0 quel que soit le polynébme P. Mais que le polyndme nul ne divise personne, sauf
lui-méme.

Proposition 5.2.4
Voici les propriétés élémentaires de la relation de divisibilité :

Réflexivité : VP e K[X] P|P;

Transitivité : ¥V (P,Q,R) € K[X]3 (P|Q etQIR) = PIR;

Si P et Q sont des polynomes tels que P|Q, alors P"*|Q" pour tout entier n ;
SiP,Q,R,S sont des polynomes tels que P|Q et R|S, alors PR|QS ;

SiP,Q etR sont trois polynomes tels que P|Q et P|R, alors P|(Q +R) ;

S Rk Db o~

Si P et Q sont des polynomes tels que P|Q et Q|P, alors il existe A € K[X]™, tel que P = AQ.

Preuve : Démontrons ces propriétés une par une.

1. SiPeK[X], on peut écrire P =P x 1 donc P|P.
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2. Soient P, Q et R trois polynomes tels que P|Q et Q|R. Par définition, il existe des polyndmes
Q; etR; tels que

PQ;=Q et QR;=R

D’ou R=QR; =PQ;R; et PIR

3. Si P|Q, il existe par définition un polyndme R tel que P = QR. Donc pour tout entier 7,
P" = Q"R" et il s’ensuit que P"|Q".
4. Onsuppose que P|Q et R|S. Par définition, il existe Q; et S; tels que

PQ;=Q et RS; =S

Donc PRQ;S; =QS et PR|QS
5. SiP|Q et P|R, il existe des polyndmes Q; et R; tels que
PQ;=Q et PR; =R

Donc Q+R=PQ;+PR; =P(Q; +Ry) et P|(Q+R)
6. Enfin, si P|Q et Q|P, il existe deux polyndmes Q; et P; tels que
PQ;=Q et QP;=P

d’ou P= QP1 = PQ1P1

et P1-Q;Py)=0

Comme on a vu que K[X] est intégre (théoreme 1.10), il s’ensuitque P=00oul-Q;P; =0.
SiP=0,alorsQ=QP=0etonaQ=P=1xP, avec 1 qui est inversible.

Sic’est 1 —QP; qui est nul, on voit que Q;P; = 1. Donc P; est inversible et on a bien P = P,Q
avec P; e K[X]*.

Définition 5.2.5
Soit Pe K[X]. On dit que P est irréductible si et seulement si

VQR eKX]2 P=QR = (PeK[X]* ou QeK[X]*

Autrement dit, un polynéme est irréductible si, et seulement si, il est divisible unique-
ment par les inversibles, et ses multiples par des inversibles. Des exemples simples d’irré-
ductibles sont les polyndmes constants non nuls, ou les polynomes de degré 1.

Cette notion est a rapprocher de celle des nombres premiers, qui sont uniquement di-
visibles par 1 et par eux-mémes. Nous allons d’ailleurs voir que, comme les nombres pre-
miers, les irréductibles de K [X] sont les briques élémentaires de la structure multiplicative
de K[X].

Théoréme 5.2.6
Tout polynome s’écrit de maniére unique comme produit d’irréductibles unitaires et d'un scalaire.
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Preuve : Lunicité sera prouvée plus tard, a la fin du chapitre. Mais |'existence de la décomposition
en produit d’irréductibles est faisable maintenant. Donc prouvons-la, par récurrence. Si n est un
entier, on définit la proposition #(n) : « Tout polynéme de degré inférieur a n peut s’écrire comme
produit d’irréductibles unitaires et d'un inversible. »
o Z(0) estvraie : Un polynome de degré 0 est inversible d’apres le théoréme 2.2, donc s’écrit
bien comme le produit d'un scalaire par le polynéme irréductible 1.
o X(n) = Z(n+1):soit nun entier tel que & (n) soit vraie. On se donne un polynéme P, de
degré inférieura n + 1.
Si degP < n + 1, alors il suffit d’appliquer & (n) pour avoir I'existence de la décomposition
de P en produit d’irréductibles unitaires.
SidegP = n+1, alors il y a deux possibilités. Soit P est lui-méme irréductible, auquel cas on
peut écrire

P=Py; x

n+1
qui est bien le produit d'un scalaire par un irréductible unitaire. Soit P n’est pas irréductible,
auquel cas il existe des polyndmes non inversibles Q et R tels que P = QR. On a vu au théo-
reme 2.2 que K[X]* est '’ensemble des polyndmes constants non nuls. Donc Q et R ne sont
pas constants et ne peuvent étre nuls, puisque P ne I'est pas. Ils sont donc de degré supérieur
al.Donc

n+1=degP=degQ+degR

et degQ<n degR<n

D’apres & (n), Q et R peuvent étre décomposés en produits d’irréductibles unitaires par un
scalaire. Quand on fait leur produit, on obtient une décomposition pour P. Ce qui achéve de
prouver & (n+1).

e Conclusion: &Z(n) est vraie pour tout entier n, ce qui acheve la démonstration. 0

5.2.3 Division euclidienne dans K [X]

Théoréeme 5.2.7
SoientP et S deux polynomes, avec S non nul. Il existe un unique couple (Q,R) € K[X]?, tel que

P=QS+R et  degR < degS

Q et R sont respectivement appelés quotient et reste de la division euclidienne de P parS.

Preuve : Faisons cela par récurrence sur le degré de P. La preuve est importante, car elle nous
fournira au passage |'algorithme permettant de trouver le quotient et le reste d'une division euvli-
dienne. On fixe un polyndéme S, quelconque, pourvu qu’il ne soit pas nul. On note s = degS. Enfin,
on définit, pour tout entier p, la propriété & (n) : « Si P est un polynéme de degré inférieur a n,
il existe un couple (Q,R) € K [X]2, tel que P=QS+RetdegR < degS.»
o Y (s—1)estvraie: en effet, si degP < s = degQ, il suffit de prendre Q=0 et R=P.
o X (n) = #(n+1):soit n un entier supérieur a s — 1. On suppose que & (n) est vraie. Et on
se donne un polynome P de degré inférieura n + 1.
SidegP < n, alors I'existence d'un quotient et d’'un reste sont garantis par &?(n). On suppose
donc degP = n+1, de sorte que
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n+l n
P= Y PXk=pP, X"+ ¥ PXF
k=0 k=0
J k
En outre, S= ) SiX
k=0
donc P”+1Xn+l—sS: i SkP”+1Xn+1+k—s
Ss k=0 SS

Ce polynome est de degré n+1 et son terme dominant est P,,;;X"**1. Donc le polynéme
P- Pg—:lX"“_s S est de degré inférieur a n. D’apres &?(n), il existe deux polynémes Q et R, tels

que
p
P- g—HX"+1_SS:QS+R avec  degR<s
N
P
d’ol1 P= (Q + g—HX”“_S)S +R  avec degR<s
S

Ceci démontre Z(n+1).
e Conclusion: & (n) est vraie pour tout entier n supérieura s — 1.
Ceci acheve la preuve de I'existence d'une division euclidienne. Assurons-nous de I'unicité.
Soit P un polynéme ; on suppose avoir déterminé (Q;,R1) et (Q,,R») dans K[X]?, tels que

P=0Q1S+R;=Q2S+Ry avec degR;,degR, < s
Alors (Q1—-Q2)S=R2—-Ry
Or, deg(Q; —Q2)S=degS+deg(Q; —Q2) =deg(Ro—Rj) <s
Cette relation est impossible a moins que deg(Q; — Q2) soit négatif; la seule possibilité est donc

deg(Q1 —Qz) = —oo, C'est-a-dire Q; = Q».
Une fois ceci acquis, on a

P:Q18+R1:Q18+R2

donc Ri =R,

Le quotient et le reste d'une division euclidienne sont uniques. U
On peut maintenant caractériser la divisibilité a ’aide de la division euclidienne :

Proposition 5.2.8
Soient P et S deux polynémes, avec S non nul. Alors S|P si et seulement si le reste de la division
euclidienne deP parS est nul.

Preuve: C’est trivial. ]

5.3 Racines d’'un polynome

5.3.1 Fonctions polynomiales

Définition 5.3.1
Soit Pe K[X]. On appelle fonction polynomiale associée a P, notée P, I'application
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Théoreme 5.3.2
Lapplication F: K[X] — K® est linéaire et multiplicative, c’est-a-dire que
P—P

V(P,Q eK[X]  F(PQ) =FPFQ)

Preuve : Soient P et Q deux polynémes, soit A un scalaire. On a

AP+Q= OZO AP+Q),X" = OZO (AP, +Q,)X"
n=0 n=0

donc VxeK FOP+Q)x) = 5 (\P,+Q,)(x)
n=0
A Y Ppx+ Y Qux™ = AE(P)(x) + F(Q) (%)
n=0 n=0

et F(AP+ Q) = AF(P) + F(Q)

Vérifions maintenant la multiplicativité. On utilise le corollaire 1.16 et la linéarité de F :

viek  FPQW=F(Y 3 PuQuX"")= 5 3 PuQux™"

n=0m= n=0m=0

- (nonOan”)(moZ:()mem) = F(P)(x) x FQ) ()

d’ou F(PQ) =F(P)F(Q) 0

5.3.2 Racines d’'un polynéme
Définition 5.3.3
Soient Pe K[X] et a€ K. On dit que a est racine de P si et seulement si P(a) = 0.

Voici le théoréeme fondamental caractérisant les racines d'un polynéme :

Théoréme 5.3.4
SoientP e K[X] eta € K. a est racine de P si et seulement si X — a)|P.
Preuve: D’apres le théoreme de division euclidienne, il existe des polyndmes Q et R tels que
P=X-a)Q+R avec degR<deg(X—a) =1
Donc R est en fait un polynéme constant, c’est-a-dire qu'il existe A € K tel que R=A. On a donc
P=X-a)Q+A
D’apreés la linéarité et la multiplicativité de F,

F(P) =F(X—a) x F(Q) + AF(1)

d’ou P(a) =\

117



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 5 : POLYNOMES A UNE INDETERMINEE

Par suite, a est racine de P si et seulement si A = 0, c’est-a-dire que le reste de la division eucli-
dienne de P par X — a est nul. Ce qui est équivalent a dire que (X— a)|P. U

Corollaire 5.3.5
SoitP e K[X]. Soientn e N* et ay, ..., a, € K des racines distinctes deP. Alors

X-ay)---X—anp)|P

Preuve : On démontre ceci par récurrence. Pour tout entier p, on definit la propriété &2 (p) : « Soit
P un polynome de degré P. Soient n € N* et ay, ..., a, € K des racines de P. Alors (X—ay)... X— a,)
divise P. »
e Z(1) estvraie : soit P un polynoéme de degré 1. On sait qu’il admet une et une seule racine,
qu’on note a. Et le théoréme 3.4 nous dit que X — a divise P.
o Y(p) = Z(p+1):soit p un entier, tel que & (p) soit vraie. On se donne un polynéme P,
de degré p + 1. Soient n un entier, et ay, ..., a, des racines de P, distinctes.
D’apres le théoreme 3.4, (X — a,)|P donc il existe un polynome Q tel que P = X - a,)Q.
Il découle du théoreme 3.2 que

P=F(X-a,Q

c’est-a-dire VxeK Px)=x-a,)Qx)

Puisque ajy,...,a,-1 sont des racines de P, distinctes deux-a-deux et différentes de a,,
on obtient que ces nombres sont aussi des racines que Q. Mais Q est de degré p. D’apres
P(p), X—ay)---(X—a,-1) divise Q. Donc il existe un polynéme R tel que

Q=X-a)--X-ap-1)R

d’ou P=X-a,)Q=X-a;)---X—au)R
ce qui établit Z(p + 1).
e Conclusion: & (p) est vraie pour tout entier p, ce qui acheve la démonstration. U

Corollaire 5.3.6
Soit P un polynome de degré p € N. Il admet au plus p racines distinctes.

Preuve : On sait déja que les polynomes de degré 0 n’admettent aucune racine, ce qui prouve le
théoreme pour p = 0.
Si p n’est pas nul, on se donne n € N tel qu'il existe au moins 7z racines distinctes a,, ..., a, de P.
D’apres le corollaire 3.5, X— a,) - -- X— a;,) divise P donc
p=degP >deg(X—a1)--X-ap)=n

Donc P admet moins de p racines distinctes. U

Corollaire 5.3.7
SiK estinfini, Uapplication F est injective.

Preuve : On sait que F est linéaire, donc il suffit d’en étudier le noyau. Soit P € KerF. Cela signifie

que P est 'application nulle. Donc tout élément de K est racine. Cela nous fait une infinité de
racines. Hmmm... C’est impossible, a moins que P soit le polyné6me nul. Donc F est injective. [l
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Ce théoreme nous assure donc qu'’il y a une correspondance bijective entre polyndmes et
fonctions polynomiales sur R ou C. Comme on peut le constater, ce résultat est loin d’étre
trivial puisqu’il résulte de toute une chaine de théoremes et du fait que R et C sont infinis.

5.4 Deérivation et racines multiples

Dans toute la suite, on suppose que K est un corps dans lequel pour tout entier n € N, n n'est
pas nul.

5.4.1 Dérivation

Théoreme 5.4.1
Il existe un unique endomorphisme de K [X], noté D, tel que

VneN* DX = nX"1 et D1)=0

Preuve : Un tel endomorphisme existe : il suffit de poser

(ee] o0
VPeK[X] D®) =Y nP,X"!= Y (n+1)P, X"

n=1 n=0
qui est clairement linéaire d’apres la définition de la structure d’espace vectoriel sur K[X], et qui
transforme les polynémes en polynomes.
Réciproquement, soit D un endomorphisme de K[X] tel que

VneN* DXM=nX"! e D@1)=0
Si P est un polynome quelconque, dans la mesure o1 D est linéaire, on a
o0 o0 o0
D(P) = D( y PnX”) -y P,DX" =Y nP,X"!
n=0 n=0 n=1
qui est bien 'endomorphisme de K[X] décrit plus haut. U

Définition 5.4.2
L'endomorphisme D donné par le théoréme 4.1 est appelé dérivation. On notera

VP e K[X] P =D(P)
et vneN VPeK[X] P =D (P)

Théoreme 5.4.3
La dérivation est un endomorphisme de K [X] tel que

V(P,QeKX] DPQ =PQ+QP

Preuve : On vérifie d’abord la propriété pour les mondmes unitaires :
V(n,m)eN  DX"'X™)=DX"™") = (n+m)X""m1
= nX" X"+ mX™ X"
DX"X™) = DX"X" + DX"™)X"

A présent, si P et Q sont deux polyndmes quelconques, on sait que
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PQ=Y 3 PuQuX'X"

n=0m=0

Comme D est linéaire,

DPQ = ¥ ¥ PuQuDX'X™ =3 ¥ P,DX)QuX"+ 3 ¥ P,X'"QuDX™)

n=0m=0 n=0m=0 n=0m=0

=DP)Q+PD(Q) U

Théoréme 5.4.4 (Formule de Leibniz)
Soient P et Q deux polynomes, soit n un entier. On a

n
D"(PQ) = p3 ckpQr=h
=0

Preuve : On peut faire cela par récurrence, par exemple. La formule marche clairement pour n = 0.
On suppose qu’elle est vraie pour un entier n. On a alors

n
D"*!(PQ) = D(D"(PQ)) = D( 3 Cﬁp(k)Q(n—k))
k=0
On utilise la linéarité de la dérivation

Dn+1(PQ) — f CI,CID(P(k)Q(n_k))
k=0

uis la formule de dérivation d'un produit et on sépare les sommes :
la fi leded t d duit et |

n
Dn+1(PQ) — kz Cﬁ(P(kJrDQ(n_k) +P(k)Q(n—k+l))
=0
_ f Ckpk+D U=k | f CkphiQr-k+D)
k=0 k:o

On procede a un décalage d’'indice k — k+1 dans la premiere somme puis on regroupe les sommes
en utilisant la relation de Pascal :

n+l n
Dn+1(PQ) =Y lel_lp(k)Q(n_lﬁ—D + Y CI;ZZP(k)Q(n—k+1)
k=1 k=0
— pii+QO) 4 ¥ Ck (PIQUII=) | pOQUr+D
n+
k=1

D™LPO) = %k plon+1-k
(PQ) =2 C,,,PQ

Par récurrence, la formule est donc vraie pour tout entier n. [l

Théoréme 5.4.5 (Formule de Taylor) oo PK (g)

VP e KI[X] P=Y

P X-a)k
=0 !

Preuve: On vérifie d’abord la formule pour les mondmes. Soit 7z un entier. Il est aisé de vérifier par

récurrence que
nn-1)-n-k+ X" *sik<n
VkeN DFx™ = (=1t ) -
Osik>n+1
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oo Dkyn
donc zW(X— a)k = zc’f n—kxX—a)f=X-a+a"=X"
k=0 !

d’apres la formule du bindme de Newton.
Maintenant, si P € K[X], on a

 DFX")(a) (X~ )’“

P=3 PX'=3 P,y —— P _pk- ¥ ¥ p,DFX") (@)

n=0 n=0 k=0 k! k=071=0

X-a)k

=y pfxe x")(a)

k=0 n=0 k!
pik)
po @ ok 0
k=0 k!

5.4.2 Racines multiples

Définition 5.4.6
Soient P un polynéme, a€ K et m e N*. On dit que a est racine multiple de P, de multiplicité m,
si et seulement si (X—a)" divise P, mais (X—a)”""! ne divise pas P.

Théoreme 5.4.7
Soient P un polynéme, a € K et m e N*. a est racine de P, de multiplicité m, si et seulement si

P(@=P(a)=---=P"" V(@)=0 et P™(a)#0

Preuve : On utilise la formule de Taylor et on casse la somme au m-éme terme :

m—1pk) pim o Pk
p=y Wy g @y ymy § @
k=0 k! m! k=m+1 k!
et on met en facteur X—a)™ :
-1 PW(a) P (@) = PYa
pP= X—a)k+X- X—a)k-m
kzo o K-+ (X @) @ L X-at
Si on pose
m-1 pk) pim) oo Ppk)
R= (@) X—a)k et Q= (@) + ) @ X—a)k—m
k=0 k! m! k=m+1 k!
on observe que P=X-a)"Q+R avec degR<m

donc Q et R sont le quotient et le reste de la division euclidienne de P par (X— a)™.
Supposons que a est racine d’ordre m de P. Cela signifie que (X— a)"" divise P, donc que R =0.
Dol P = X - a)™Q. Et comme (X — a@)™"! ne divise pas P, il est exclu que a soit racine de Q. Donc

Q(a) #0. Or,

pim (a) o P (a) pim (a)
Qa) = Yy ——@-afm=—-—
m! k=m+1 k! m!
et on en déduit P (q) £0

Il reste a montrer que les autres dérivées de P sont nulles. Comme on sait que R est le polynéme
nul, le polynome R(X + a) est nul également. Donc
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m-1 pk) m-1 pk)
0=RX+a)= Y (@) X+a-a)k=Y (“)xk
=0 ! =0 k!

Un polyndéme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls donc
Vke([0;m-1] PP(@=0

Ceci démontre la premiere partie de notre equivalence.

Réciproquement, supposons que P(a) = P'(a) = --- = P~V (g) = 0 mais que P"?(a) #0.On a
automatiquement que R = 0, donc (X— a)™ divise P. Et comme
pim (a)
Q@) = — #0
m!

)m+1

on voit que (X — a) ne divise pas Q. Et X—a ne divise donc pas P. U

5.5 Polynomes scindés

5.5.1 Le théoréeme de d’Alembert

Définition 5.5.1
Soit P e K[X], de degré ne N. On dit qu'il est scindé si, et seulement si, il existe A, ay,...,a, €K,
tels que

n
P=AIlX-ap
k=1

Théoreme 5.5.2 (Théoréeme de d’Alembert)
Tout polynome non constant dans C[X] est scindé.

Preuve : Hors-programme. U

Le théoreme de d’Alembert nous dit donc que tout polynome a coefficients complexes, non
constant admet autant de racines complexes (en comptant les racines multiples avec leur multi-
plicité) que son degré. C’est un résultat tres fort (et difficile) : pour s’en convaincre, rappelons-nous
que la situation dans R[X] est plus compliquée.Il y a des polynomes qui n'admettent pas de racines
réelles, comme X? + 1. Ou n'importe quel polynome de degré 2, de discriminant négatif.

Ce théoreme a d'importantes conséquences, comme la détermination précise des irréduc-
tibles de C[X] et R[X].

Corollaire 5.5.3
Les polynémes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.

Preuve : Les polynomes de degré 1 sont évidemment irréductibles : si degP =1 et si Q et R sont
telsque P=QR,ona

1=degP=degQ+degR avec degQ,degR>0

Donc I'un des polynéomes Q ou R doit étre de degré 0. Ce qui montre que P est irréductible.

Réciproquement, soit P un polyndme irréductible. Puisqu’il n’est pas constant, on a degP > 1.
D’apres le théoreme de d’Alembert, P admet au moins une racine complexe, qu’on note a. Donc
(X—a)|P etil existe Q € C[X] tel que
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P=X-a)Q

Mais P est irréductible et (X — a) n’est pas constant; donc Q doit étre constant. Et P est bien de
degré 1. OJ

Pour déterminer les irréductibles de R[X], nous aurons besoin du théoréme suivant :

Théoréme 5.5.4
Soit P € R[X]. Soit a une racine complexe de P. Alors a est aussi racine complexe deP.

Preuve : Puisque a est racine de P, on a
(e 0]
0=P(a)= Y. P,,a"
n=0

Il suffit de prendre le conjugué de cette expression, en se rappelant que les coefficients de P sont
réels :

[e.0] [e.0] _
0= Y P,a"= Y P,a"
n=0 n=0
donc a est racine de P. O

Théoréme 5.5.5
Les irréductibles de R[X] sont
e Les polynomes de degré 1 ;
e les polynémes de degré 2, dont les discriminant est négatif.

Preuve : Les polyndmes de degré 1 de R[X] sont irréductibles (la preuve est la méme que pour
CIXD).

Soit maintenant P, de degré 2, de discriminant négatif. Si Q et R sont dans R[X], tels que P = QR,
ona

2 =degP =degQ+degR

degQ=0 degQ=1 degQ =2
donc ou ou
degR=2 degR=1 degR=0

Si on est dans le premier ou le troisieme cas, on obtient que P est irréductible. Supposons qu’on
soit dans le deuxieme cas; alors Q est de la forme A(X— a) et P admet une racine. C’est une contra-
diction. Donc P est bien irréductible.

Réciproquement, soit P un polyndéme de R[X], irréductible. On suppose degP > 2, puisqu’on
sait déja que tout polyndme de degré 1 est irréductible. Alors P n'admet aucune racine réelle :
s'il en admettait, il serait divisible par un polynéme de la forme (X - a), avec a € R, ce qui nierait
I'irréductibilité son irréductibilité.

En revanche, il admet des racines complexes, d’apres le théoréme de d’Alembert. Soit a 'une
d’elle; on sait donc que a n’est pas réel, et que a est aussi racine de P. Donc (X— a) (X — a) divise P
dans C[X] : il existe Q € C[X], tel que

P=X-a)X-a)Q=X*-2XRea+al*>)Q 1)

Montrons que Q appartient en fait a R[X]. Le polynome X? —2XRe a+|al? est a coefficients réels
donc on peut procéder a la division euclidienne de P par X* — 2XRe a + |al?.
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IS,RER[X] P=X?-2XRea+|al>)S+R  avec degR<1

Puisque S et R sont a coefficients réels, a fortiori complexes, on en déduit qu’ils sont aussi le quo-
tient et le reste de cette division euclidienne dans C[X]. D’apres (1), R = 0 (et S = Q, accessoire-
ment). En résumé,

P=(X*-2XRea+|al®)S avec SeR[X]
Comme P est irréductible, S est un polyndme constant. Donc P est de degré 2, a discriminant
négatif puisque

4(Rea)? —4|al* =4((Rea)® —1al®) <0 O

Corollaire 5.5.6
Tout polynome a coefficients réels, de degré impair, admet au moins une racine réelle.

Preuve: Soit P un polyndme a coefficients réels, n’admettant aucune racine réelle. La décomposi-
tion de P en produit d’irréductibles ne contient aucun terme de degré 1. Donc il s’agit uniquement
de termes de degré 2 (de discriminant négatif), d’apres la détermination des irréductibles de R[X]
qui vient d’étre faite. Le degré de P est donc pair.

Par contre-apposée, sile degré de P est impair, P admet des racines réelles. U

5.5.2 Relations entre coefficients et racines d’un polynéme scindé

Le but de ce paragraphe est d’exprimer les coefficients d'un polynome a l'aide de ses racines.
On commence par une définition :

Définition 5.5.7 (Fonctions symétriques élémentaires)
Soient ne N* et k€ [[1; n]]. On appelle k-éme fonction symétrique élémentaire d’ordre n la fonction
o} K" — K définie par :

Y(xy,...,x,) e K" GZ(xl,...,xn) = Y Xiy o X,
1<ii<<ip<n

Exemple 5.5.8

Oui, ce n'est pas trés beau. Mais comme toujours, il suffit de faire quelques exemples pour voir ce que
sont ces objets. Supposons par exemple que 7 =4 et donnons-nous xi, X2, x3 et x4 dans K. Pour simplifier
I'écriture, on note simplement o4 au lieu de oi(xl, X, X3, X4). Par définition,

O1= )Y Xi{=X1+X2+X3+X4
1<ih <4

Jusque 13, c’est simple. Ensuite,
O2= ) XX
1<, <ip <4
On réfléchit un peu : i} ne peut prendre que les valeurs 1, 2 et 3 puisqu’il doit étre strictement inférieur a i».
Si i) vaut 1, alors iy prend les valeurs 2, 3 et 4. Quand i; vaut 2, i» prend les valeurs 3 et 4. Et enfin, quand i;
vaut 3, i ne peut valoir que 4. Donc

02 =X1X2+X1X3+X1X4+ X2X3+ XoX4+ X3X4
De la méme manieére, 03 = X1 X2X3 + X1 X3X4 + X2 X3X4

et enfin, 04 = X1 X2X3X4
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Fixons n € N* et x1,...,x, € K. Il y a deux fonctions symétriques élémentaires qui sont faciles a
imaginer :

n
0-’11(x1y---yxn) = Z xil = Z Xi
1<i1<n i=1

Il s’agit simplement de la somme de tous les termes de la suite (x;)1<;<,. On a aussi

n —
O-n(xly---yxn)_ Z Xiy * Xiy,
1<ii<<ip<n

Siiy,..., i, sont des entiers donnés, tels que 1 < i) <--- < i, < n, I'application j — i; est injective
de [[1; n]] sur lui-méme donc {iy,...,i,} = [[1; n]]. Et on a montré qu’il existe une seule maniere
d’ordonner une partie finie de N donc

Vjell;nl ij=]
Donc la somme qui définit 0/} (x1,..., x,;) ne comporte qu'un seul terme. D’olt
On(X1, ., Xn) = X1+ Xy

C’est simplement le produit des termes de la suite (x;)1<i<n-

Lemme 5.5.9 (Relations entre fonctions symétriques)
Soientn >2 unentier, ke [[1;n—1] et x1,...,X,+1 € K. Alors

n n _ ~n+l
0k+1(xly---yxn) +xn+10k(xly---yxn) - 0k+1 (xly---yxn-f-l)

_ n+l
et Xn-f-ch(xl,...,Xn)—GZ+1(x1,..-,xn+1)
Preuve : Pour simplifier 'écriture, on se contentera d’écrire O'Z ou Gl’c”l au lieu de

1
op(X1,..,xy)  ou o (X, Xpe1)

La deuxiéme relation est claire, puisqu’on a expliqué que

n+l1
n+1

Pour la premiere, on fixe k€ [[1; n— 1]] et on considere les ensembles :

—_ — — n
g =X10Xp+l = Xp+l X X1 Xpn = Xp+1 0y

A={(iy,..., i) €N n+1]5 1 1<y < <ippr <n+1}
B={(i1,...,0xc1) EML; n+ 1T 1<y < < ipy1 < 1)

et C={(i1, .0, ipr) €M; n+1TM 1< iy < <ip <n et gy =n+1)
On observe alors, simplement d’apres leur définition que
A=BuC BnC=¢

. . . +1 . .

et B={(i1,.., fgs) € (1 n]* 1<y <o < <)
noo_ ey
Alors O = X XipXig,
(i1,ee0rip+1)€EB
n _ —

et k10, = )y Xip o XipgXpt1 = X Xip o Xig Xig,

1<ii<<ip<n (i1,ee0rif+1)€C N~

=Xn+1

Par suite, Oy T Xn410) = %x,l Xi, +%xl1 Xipe
et comme B et C sont disjoints, de réunion A, on peut regrouper ces sommes pour conclure.  [J
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Corollaire 5.5.10 (Relations coefficients racines)
Soit P € K[X] un polynéme scindé de degré n, dont on note A le coefficient dominant et a, ..., a, les
racines comptées avec multiplicités. Alors

Vkell0;n—11 Pr=(-1)" Ao, r(a,...,apn)

Preuve : On vérifie que la proposition est vraie pour n = 1. Si P est de degré 1, de coefficient domi-
nant A et avec pour racine a;, on a

P=Py+P X=AX-a)) =AX-Aaq,
Deux polynomes sont égaux si, et seulement si, ils ont les mémes coefficients donc
Po=-Aa; = (-1)'"\a!
On le vérifie également pour n = 2 : si P est de degré 2, de coefficient dominant A et de racines
a, a, ona

P=Py+P X+ P, X =AX-a)) X—ay) = AX? - \(a; + @)X+ \a; ay
donc Po=Aa1a, = (—1)2_0)\03_2

et P1=—A(a1 +ap) = (-1)*'Ao3_,

On suppose maintenant la formule établie pour tout polynome de degré n > 2. On se donne
P e KI[X], scindé, de degré n + 1, de racines a, ..., a,+1 et de coefficient dominant A. On a donc

n+l

P=A Il X-ap =AX-ap1) x ITX=ap)
k=1 k=1

D’aprés 'hypothese de récurrence,

n

n—1
[T X-an=x"+Y (-1)"*on_ XF
k=1 k=0 e

P n-1
TN _ -k k
d'o <= (X—an+1)(X”+k§0(—1)” o X¥)

+1 = —k k1 —k k
=X" _an+l)(n+ Z (_l)n GZ—kX - Z (_l)n Cer_]O'Z_kX
k=0 k=0
On fait un changement d’indice k — k + 1 dans la premiere somme puis on regroupe:
P n

n—1
— =l Lln+1Xn+ Z (_1)n+l—ko.n+1_kxk+ Z (_1)n+l—kan+1 O'n_ka
A k=1 k=0 "

n—1
= X" — (ape1 +0DX + ()" ay 0t + ¥ (DK 6" +agol )Xk
S =1 [ ~ v
oyt =00k

P n-1
_ wyh+l n+l—k ~n+1 k
Y =X T Do X

On a utilisé le lemme 5.9 pour la derniere étape. Il ne reste plus qu'a multiplier par A et utiliser
le fait que deux polynémes sont égaux si, et seulement si, ils ont les mémes coefficients, pour
conclure que le théoreme est vrai pour les polynémes de degré n + 1. U

Ce qui suit n’est qu'un cas particulier de ce qui précede, mais est suffisamment important pour
) ) £
qu'onl'évoque:
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Corollaire 5.5.11
Soient n € N*, et P scindé, de degré n et de coefficient dominant \.

o La somme des racines de P (comptées avec multiplicités) vaut — %.
e Le produit des racines de P (comptées avec multiplicités) vaut (—1) ”PT.

5.6 Arithmétique des polynomes

Il s’agit de faire le méme travail que dans Z en observant que I'on, dans K[X] comme dans Z,
un théoreme de division euclidienne. Il devrait donc étre possible de décrire un algorithme d’Eu-
clide pour les calculs de PGCD et de PPCM, et de démontrer I'unicité de la décomposition en
produit d’irréductibles dont I'existence a été établie au théoreme 2.6.

5.6.1 PGCD et PPCM

Le lemme suivant sera fondamental pour définir le PGCD de deux polynomes :

Lemme 5.6.1
Soient A et B deux polynomes, avec B # 0. On note R le reste de la division euclidienne de A par B.
Alors

{D e K[X] | DIA etD|B} = {D € K[X] | DIR et D|B}

Preuve : On note Q le quotient de cette division euclidienne, de maniere a avoir A = BQ + R. Il est
alors clair que si D est un diviseur commun a B et Q, il divise aussi A et B.
Mais on a aussi R = A—BQ : tout diviseur commun a A et B est un diviseur commun a B et R.[]

Théoréme 5.6.2 (Définition du PGCD)
Soient A et B deux polynomes, avec B # 0. 1l existe un unique polynéme D, unitaire, tel que
1. D est un diviseur commun aA etB;

2. tout diviseur commun a A etB diviseD.

D est alors appelé le plus grand diviseur commun a A et B, noté pgcd(A,B). De plus, il existe deux
polynomes U etV tels queD = AU + BV.

Preuve : On démontre I'existence de D par récurrence sur le degré du polynéme B : on note, pour
tout entier n, &(n) la propriété suivante :

« Soient A et B dans K[X], avec degB = n. Il existe D € K[X], unitaire, diviseur
commun a A et B, tel que tout diviseur commun a A et B divise D. Il existe aussi
des polynomes U et V tels que AU + BV =D. »

Si B est un polynome constant, alors 1 convient; donc #(0) est vraie.

Soit n un entier tel que &?(n) soit vraie. On se donne deux polynémes A et B, avec degB = n+1.
En notant Q et R le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B, on sait d’apres le
lemme 6.1, que

{DeK[X] | DIA et D|B} = {D e K[X] | D|R et D|B}
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D’apres 'hypothese de récurrence et puisque degR < degB = n + 1, il existe D € K[X], unitaire,
diviseur commun a B et R (donc a A et B) et tel que tout diviseur commun a B et R (donc a A et B)
divise D.

De plus, il existe des polynémes U et V tels que BU + VR = D. Mais

A=BQ+R donc R=A-BQ

et finalement D=BU+VR=BU+VA-BQ)=BU-Q)+AV

Ce qui acheve de démontrer & (n+1).

Lexistence de D est donc assurée, par récurrence. Reste a établir 'unicité. On suppose avoir
trouvé D; et D», unitaires, diviseurs communs a A et B, tels que tout diviseur commun a A et B
divise D; et D,. En particulier, D;|D; et D»|D; ; d’apres la proposition 2.4, il existe A € K* tel que
D, = AD;. Mais D; et D, sont unitaires donc A =1 et D, = D;. ]

‘ On adoptera la convention suivante : le PGCD de 0 et 0 est 0.

Exemple 5.6.3

Onn’a, pour l'instant, pas décrit d’algorithme efficace de calcul du PGCD. Donc la seule méthode disponible

consiste a lister tous les diviseurs communs unitaires a A et B pour choisir celui divisible par tous les autres.
C’est pourquoi on s’en tiendra a un exemple simple o1 A et B sont déja factorisés. Prenons

A=2(X-3)2(X+4)? B=3X-1*X-3)X+4)3
A a 9 diviseurs unitaires; B en a 24. Théoriquement, il faudrait tous les lister pour étre stir de ne pas en
oublier, puis comparer les listes. Pour en déduire la liste de diviseurs unitaires communs
1 X-3 X+4 (X+4)? X-3)X+4) X-3)(X+4)?
Celui qui est divisible par tous les autres est (X —3)(X+ 4)2: c’est le PGCD de A et B.

Cette stratégie, décrite dans I'exemple, est loin d’étre optimale; si A et B étaient plus com-
pliqués, ou méme non factorisés, comment aurait-on fait? En fait, 'existence du PGCD ne nous
apprend pas comment le calculer. C’est la preuve de son existence qui explique la marche a suivre.
Il suffit d’appliquer I'algorithme suivant :

Algorithme d’Euclide

Calculer le reste R de la division de A par B.

Si R=0, alors pgcd(A,B)=B/x o\‘u x est le coefficient dominant de B.
Sinon, recommencer avec A=B et B=R.

C’est exactement le méme algorithme que celui décrit pour les calculs de PGCD dans Z, et on ne
rentrera donc pas dans les détails de son fonctionnement. Lexemple suivant illustre sa mise en
ceuvre, pour calculer non seulement le PGCD de deux polyndmes A et B, mais aussi obtenir des
polyndmes U et V tels que AU + BV = pgcd (A, B).

Exemple 5.6.4
On prend les polynomes A =X* + 1 et B = X3 — 1. On trouve successivement

X+1=XX-D+X+1)
XBo1=X-X+1)X+1)-2

X+1
X+1=-

X
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Le PGCD de A et B est donc 1. On trouve U et V tels que AU + BV = -2 (le dernier reste non nul) :

Quotient « B
0 1
X 1 0
X2 -X+1 -X 1
X+1 3 w2 5
5 X2-X"+X+1| -X*+X-1
On vérifie bien que R-X+X+ DX -D+ (X +X-DX+1) =-2
. X3 4+X2-X-1 , X2-X+1 _,
d’ott f(x _1)+T(X +1)=1

Proposition 5.6.5 (Définition du PPCM)
Soient A et B dansK[X], non nuls. Il existe un unique polynéme M, unitaire, tel que
1. M est un multiple commun aA etB;

2. tout multiple commun a A et B est divisible par M.

M est alors appelé le plus petit multiple commun a A et B, noté ppcm (A, B).

Preuve : Lensemble des multiples communs a A et B n’est pas vide, puisqu’il contient AB. Donc
{degP | A|P et B|P} est une partie non vide de N, qui admet un plus petit élément noté m. Soit M un
multiple commun a A et B, avec degM = m. On peut supposer M unitaire, en le divisant par son
coefficient dominant.

Soit P un autre multiple commun a A et B. On effectue la division euclidienne de P par M :

P=QM+R avec degR<m

Alors R=P—-QM; comme A et B divisent P et M, ils divisent aussi R. Donc R est un multiple com-
mun a A et B. Mais si R # 0, on peut le diviser par son coefficient dominant pour obtenir un mul-
tiple commun a A et B, unitaire, de degré strictement plus petit que m; ce qui contredit la défini-
tion de m. Ainsi, R = 0 et M divise tous les multiples communs a A et B.

Si N est un autre polyndme avec ces propriétés, on a N|M et M|N donc M et N sont proportion-
nels. Mais comme ils sont unitaires, ils sont en fait égaux. OJ

Définition 5.6.6 (Polyndmes premiers entre eux)
Soient A et B dans K[X]. On dit qu'ils sont premiers entre eux si leur PGCD est 1.

Théoréme 5.6.7 (Théoréme de Bezout)
Soient A et B dans K[X]. Ils sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe U etV dans K[X],
tels que AU + BV = 1.

Preuve: C’est évident, compte tenu de la définition 6.6 et du théoreme 6.2. 0J

Théoreme 5.6.8 (Propriétés du PGCD et du PPCM)
Soient A etB dans K[X], non nuls.

1. pour tous scalaires A et p non nuls,

pgcd (AA, uB) = pged (A, B) et  ppcm(AA,uB) = ppcm (A, B)
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2. SiA etB sont premiers entre eux et unitaires, alors ppcm (A, B) = AB.
A B
pgcd (A, B) et pgcd (A, B)

4. SiP e KI[X] est unitaire, alors

3. Les polynémes sont premiers entre eux.

pgcd (PA,PB) = P x pged (A, B) et  ppcm(PA,PB) =P x ppcm (A, B)

5. SiA etB sont unitaires, leur PPCM est ————.
pgcd (A, B)

Preuve : Dans toute la démonstration, on notera D et M les PGCD et PPCM de A et B. On y va, dans
I'ordre :

1. Soient A et p dans K, non nuls. On a
A|NA et B|uB

donc D divise AA et uB. Par suite, D divise pgcd (AA, uB).

- 1 1
Réciproquement, A= X M et B=—xpuB
H
car A et 1 ne sont pas nuls. Donc pgcd (AA, uB) divise A et B; par conséquent, il divise D.
D’apres la proposition 2.4, D et pgcd (AA, uB) sont proportionnels. Mais comme ils sont uni-
taires, ils sont égaux.

2. Supposons A et B premiers entre eux. Puisque AB est un multiple commun a A et B, on a
MIAB. Réciproquement, on sait d’apres Bezout qu'il existe des polynomes U et V tels que
AU + BV =1. Donc AMU + BVM = M. Mais

BM donc AB|AM
AM AB|BM
Par conséquent, AB|M. Mais AB et M sont unitaires. Donc ils sont égaux.
3. D’apres Bezout, il existe U et V tels que AU + BV = D. Donc
A

B
—U+=V=1
D D

A B
et Bezout assure alors que B et B sont premiers entre eux.

4. Soit P € K[X], unitaire. On note S = pgcd (PA, PB). Comme DIA et D|B, on a PD|PA et PD|PB.
Donc PDIS.
En particulier, P|S donc on peut parler du polyné6me %. Comme S|PA et S|PB, on voit que
divise ala fois A et B. Donc %ID et finalement, S|PD.
Comme S et PD sont unitaires, ils sont égaux.

S
P

Pour le PPCM, c’est exactement la méme chose.
5. Supposons A et B unitaires. Alors % et % sont premiers entre eux (point 3) donc leur PPCM

vaut AD—E (point 2). Mais

A A
A=Dx — et B=Dx —
D D
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Comme D est unitaire, on a (point 4) :

B)_A[?

A
ppcm (A,B) =D x ppcm(ﬁ, D)=

Ce dernier théoreme montre comment on peut calculer le PPCM de deux polyndomes A et B :

¢ Onles divise chacun par leur coefficient dominant, pour les rendre unitaires. Cela ne change
pasle PPCM, d’apres le point 1.

e On calcule leur PGCD par l'algorithme d’Euclide, par exemple.

¢ On calcule enfin —————, ce qui donne le PPCM.
pged (A, B)

5.6.2 Les théoremes de Gauss

Théoréme 5.6.9 (Théoréme de Gauss 1)
Soient A et B dans K[X], premiers entre eux. Soit P € K[X]. Si A|PB, alors A|P.

Preuve : Supposons que A|PB. Comme A et B sont premiers entre eux, il existe U et V dans K[X]
tels que AU + BV = 1. Alors

P =APU +BPV
Mais AJAPU et A|PBV donc A|P. U

Théoréme 5.6.10 (Théoréme de Gauss 2)
Soient A et B dans K[X], premiers entre eux. Soit P € K[X]. Si A|P et B|P, alors AB|P.

Preuve : La preuve repose encore sur Bezout : soient U et V deux polynomes tels que AU + BV = 1.
On multiplie cette relation par P pour obtenir AUP + BVP = P. Puisque A|P et B|P, on a AB|BVP et
AB|AUP. Donc AB|P. U

On utilise ces résultats pour achever la preuve du théoréeme 2.6. Commencons par observer

Lemme 5.6.11
Soient A et B dansK[X], premiers entre eux. Soient m et n deux entiers non nuls. Alors A™ et B" sont
premiers entre eux.

Preuve : D’apres Bezout, il existe U et V dans K [X] tels que AU + BV = 1. On éléve cette relation a la
puissance m+n+1:
m+n
— _ k k —kpk -k
1= (AU +BV)"*" = kgo Ck | ukym+n=kpkgm+n
— g Ck Ukvm+n—kAkBm+n—k + min Ck Ukvm+n—kAkBm+n—k
k=0

m+n m+n
k=m+1

Mais on observe que

Vkel0; m]] m—k=>0

et Vke[m+1;m+n] k-m>1>0
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On peut mettre B” en facteur dans la premiere somme, et A” en facteur dans la deuxieme pour
obtenir une relation de Bezout entre A™ et B". Ce qui prouve que ces polyndmes sont premiers
entre eux. U

Lemme 5.6.12
Soient A et B dans K[X], avec A irréductible. Alors A|B ou bien pgcd (A,B) = 1.

Preuve : Diviser A par son coefficient dominant ne change pas le PGCD de A et B, donc on peut
supposer A unitaire.
On note D = pged (A,B), de sorte que DJ|A et D|B. Mais A est irréductible, donc D € K[X]*
ou bien D est proportionnel a A. Etudions ces deux possibilités :
e SiDeK[X]*, c’est que D est constant; mais il est unitaire donc 1 = D = pgcd (A, B).
e SiD est proportionnel a A, comme ces deux polyndomes sont unitaires, c’est que D = A. Mais
D|B donc A|B.

Corollaire 5.6.13
Soient A et B dansK[X], irréductibles, unitaires, distincts. Alors pgcd(A,B) = 1.

Preuve : Supposons que A|B. Comme B est irréductible, c’est que A est constant ou proportionnel
aB.
e Dans le premier cas, comme A est unitaire, c’est que A = 1. Donc pgcd (A, B) = 1.
» Dans le deuxieme cas, on a en fait A = B puisque A et B sont unitaires; ce qui est contradic-
toire avec le fait que A # B. Ce cas-la ne se produit donc pas.
En résumé, si A|B, on a bien pgcd (A, B) = 1.
Si A ne divise pas B, le lemme 6.12 assure que pgcd (A, B) = 1. U

5.6.3 Preuve du théoreme 2.6

On est enfin en mesure de démontrer 'unicité de la décomposition d’'un polynéme en produit
d’irréductibles unitaires ; celle-ci avait été annoncée au théoreme 2.6.

On peut reprendre la preuve analogue du cours d’arithmétique sur Z : cela fonctionne de la
méme maniere dans KI[X].

Voici une autre ébauche de démonstration, qui devrait normalement faire appel a une récur-
rence. On se donne un polyndme unitaire P, ainsi que des polynémes irréductibles unitaires non
constants Py,...,P, distincts deux-a-deux, et Qq,...,Q distincts deux-a-deux et des entiers non
nuls ay,...,a, et Py,...,Pk, tels que

p:p‘l"l...p%:QE’I...Qik

Supposons que P; n'est pas 'un des polynomes Qy,...,Qk. D’apres le corollaire 6.12, P; et Q,

sont premiers entre eux; le lemme 6.11 nous dit alors que P} et QE” sont premiers entre eux.
D’apreés le théoreme de Gauss 1, c’est que

o8} 2 P
PrIQy" Qg
On peut recommencer plusieurs fois (récurrence...) ce raisonnement, pour arriver au fait que

P‘l"1 IQﬁk, ce qui est absurde d’apres le lemme 6.12 et le fait que P; n’est pas constant. Donc P,
est 'un des polyndémes Qy,..., Q.
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De laméme maniere, on montre en fait que chaque (P;)1<;<, estl'undes (Q;) < j<k. Autrement
dit,

{Plr---rpn} c {er---!Qk}
En échangeant les roles des P et des Q, on montre aussi que

Q1,...,Qil = {P1,..., Pi}

Ces ensembles sont donc égaux. Mais comme ils ont 7 et k éléments (on a supposé les P distincts
deux-a-deux, ainsi que les Q), il vient n = k.
Quitte a renommer nos polyndémes, on peut supposer que

P1=Q P2=Q2 - Pp=Qp
de sorte que p=p%...p%" = pgﬁl ... phn
Supposons a; < f;. Alors, en divisant par P}, il vient
pYl ... P = p?l_“lez cQPn

Le méme raisonnement qu’au-dessus montre que P; est 'un des polynoémes P»,...,P,, ce qui est
absurde. Donc a; > f3;. Et de la méme manieére, on montre qu’il est impossible que o; > ;. Donc

a; =) et on se retrouve avec
P‘Z"Z...Pgn = PEZ ...PE["
On montre alors de proche-en-proche que

az =P an =Py

ce qui démontre bien I'unicité de la décomposition de P en produit d’irréductibles unitaires.
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Chapitre 6

Fractions Rationnelles

Dans ce chapitre, K est un corps commutatif. On a vu, dans le chapitre sur les structures algé-
briques, une méthode tres générale pour, étant donné un anneau integre A, construire un corps
contenant A et qu'on avait appelé corps des fractions de A.

Puisque K[X] est un anneau integre, on peut construire son corps des fractions, qu’on notera
K(X). Son étude fait I'objet de ce chapitre et on en déduira un théoréme de structure pour K (X),
qui débouche sur une méthode de calcul de primitives.

6.1 Le corps K(X)

6.1.1 Rappels

Définition 6.1.1
Le corps des fractions de |'anneau intégre K[X] est appelé corps des fractions rationnelles sur K.
On le note K(X).

On rappelle que K (X) est le quotient de I’ensemble K [X] x (K[X] \ {0}) par la relation d’équivalence
V(P,Q),([R,S) e KIX] x (K[X]\ {0}) P,Q~ RS < PS-QR=0

P

Si (P,Q) € KIX] x (K[X] \ {0}), sa classe d’equivalence modulo ~ est notée 3

« régle des produits en croix» :

. De sorte qu’on a la

P_R <~ PS=QR
Q S -
On a défini sur K (X) deux opérations, I’addition et la multiplication, de la maniere suivante :
P R P R PS+QR P R PR
Vo —eKXK) —+-= et —x—=—
QS Q S Qs Q S QS

Enfin, si P € K[X], on identifie P et la fraction % de sorte que K [X] est inclus dans K (X).

6.1.2 Degré d’'une fraction rationnelle
Lemme 6.1.2

Soient% et% dansK(X). Si % = %, alors degP — deg(Q = degR — degS.
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Preuve : Puisque % = %, on sait que PS = QR. Par suite,

degP +degS = degQ + degR

d’ou degP —degQ = degR —deg$S U

Définition 6.1.3 (Degré d’'une fraction rationnelle)
Soit F= % e K(X). On appelle degré de F, noté degF, la quantité degF = degP — degQ.

Le lemme précédent montre que I'application deg : K(X) — Z{J{—o0o} est bien définie, puisque
degF ne dépend pas du représentant de F dans K [X] x (K [X] \ {0}).

Observons également que si P € K[X], le degré de P en tant que polyndme et en tant que frac-
tion rationnelle sont le méme, puisque P = % etdegl = 0. La définition du degré sur K (X) prolonge
donc celle sur K [X]. Mais ses autres propriétés sont également maintenues puisque :

Proposition 6.1.4
SoientF et G dans K (X). Alors

deg(F + G) < Max (degF, degG) et  deg(FG) = degF + degG

Preuve : Soient P, Q, R et S des polynomes, avec Q et S non nuls, tels que

P R

F=— et G=-

Q S
P R PR
Alors F+G= 5+Q et FG=—
QS QS

D’apreés les propriétés du degré sur K[X], on a tout de suite
deg (FG) = deg(PR) —deg(QS) = degP + degR —degQ —degS = degF + degG
Pour le cas de la somme F + G, supposons par exemple que degF > degG, de sorte que

degP —degQ > degR —degS

ou encore degP +degS > degR +degQ

c’'est-a-dire degPS > degRQ

Ona deg (F+G) = deg(PS+ QR) —deg (QS)

Mais deg (PS+ QR) < Max(deg(PS),deg(RQ)) = degPS = degP + deg$S
d’ou deg (F+G) < degP+degS—degQ—degS =degF

On ferait de méme si degG > degF. Donc on a bien

deg(F +G) < Max(degF,degG) U
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6.1.3 Représentation irréductible d'une fraction rationnelle

Une fraction rationnelle F € [K(X) admet une infinité de représentations possibles : en effet, si
F = % avec P,Q e K[X] et Q #0, alors F = % pour tout polyndme S non nul. On s’attache donc a
trouver un représentant privilégié de la fraction F.

Définition 6.1.5
Smtngekmyonmtmm

. % est une représentation irréductible de F si, et seulement si, P et Q sont premiers entre eux.

. % est une représentation irréductible unitaire de F si, et seulement si, c’'est une représentation

irréductible et Q est unitaire.

Théoreme 6.1.6
SoitF e K(X).
e F admet des représentations irréductibles; de plus, si F = % = % sont deux représentations
irréductibles deF, il existe A € K tel que P = AR et Q = AS.
o F admet une seule représentation irréductible unitaire.

Preuve: SoitF = % e K(X). Onnote D le PGCD de A et B. On sait (voir le chapitre sur les polyndmes)
que P = % etQ= % sont premiers entre eux. De plus, A = DP et B=DQ donc

AQ = DPQ = DQP = BP

A P
et F=—=—
B Q

F admet donc des représentations irréductibles.
Soit % une autre représentation irréductible de F. On sait donc que

PS=QR  pgcd(P,Q) =1 pgcd(®R,S) =1

On voit que R|PS; mais R et S sont premiers entre eux donc (théoreme de Gauss) R|P. De la méme
maniere, P|R. On sait donc que P et R sont proportionnels : il existe A € K tel que R = AP. Par suite,
PS = AQP donc S = AQ. La premiere partie du théoreme est établie.

La seconde partie est simple : si F = % est une représentation irréductible et si A # 0 est le
coefficient dominant de B, on note

p=la Q=1
A )
de sorte que F = %, ce qui fournit une représentation irréductible unitaire de F.

Enfin, si on se donne F = % une autre représentation irréductible unitaire de F, on sait, d’apres
la partie précédente qu'il existe un scalaire p tel que

R=puP et  S=pQ

Mais Q et S sont unitairesdoncp=1,R=PetS=Q. ]
Exemple 6.1.7
_ X2-2X+1
1. Prenons F = 57=57=. Ona

pged (X2 —2X+1,2X% —3X+1) =X~1
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Lalgorithme de division euclidienne permet d’obtenir

X2-2X+1=X-1)X-1) et  2X2-3X+1=X-1)(2X-1)

doncF = % est une représentation irréductible de F. Toutes les représentations irréductibles de F
_ AX=A
sont de la forme F = 5575
X_1
La représentation irréductible unitaire de F est F = )2( f .
T2

2. SiF =0, les représentations possibles de F sont F = % pour tout polynéme Q non nul. Mais comme le

PGCD de 0 et Q est Q, les seules représentations irréductibles de F sont % avec A € K™,
La représentation irréductible unitaire de F est F = %

6.1.4 Zéros et poles

Définition 6.1.8
Soit F e K(X), de représentation irréductible F = %. Soit a € K.
e On dit que a est un zéro de F dans KK si, et seulement si, a est une racine de P dans K. Dans
ce cas, si F#0, on appelle multiplicité de a (en tant que zéro de F) I'ordre de multiplicité de
a en tant que racine de P.
e On dit que a est un péle de F dans KK si, et seulement si, a est une racine de Q dans K. Dans
ce cas, on appelle multiplicité de a (en tant que péle de F) I'ordre de multiplicité de a en tant
que racine de Q.

Exemple 6.1.9

2
1. Lafraction F = - X&X-1 7z est dans R(X) et cette représentation est irréductible. F admet

X-2)(3+1)2
e 0 pour zéro d’ordre 1 dans R;
e 1 pour zéro d’ordre 2 dans R;
o 2 pour pole d’ordre 1 dans R;

e —1 pour podle d’ordre 2 dans R.

2. Mais cette méme fraction se trouve aussi dans C(X). Outre les zéros et poles réels listés précédem-
ment, qui sont également des zéros et poles complexes de F, on trouve aussi e™? et e"/3, qui sont
chacun podle complexe d’ordre 2.

Théoréme6.1.10
Soit F € K(X) une fraction rationnelle non nulle. L'ensembles des zéros et I'ensemble des poles de F
sont chacun fini.

Preuve : C’est une conséquence immeédiate du fait qu'un polyndme admet au plus autant de ra-
cines que son degré. U

Définition 6.1.11 (Fonction rationnelle)

Soit F € K(X) une fraction rationnelle, de représentation irréductible F = . On note A I'ensemble

folle

des poles de F. On appelle fonction rationnelle associée a F la fonction F définie sur K\ A par :
P(x)

VxeK\A F(x) = —
Qx)
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Remarquons que si A =K, la fonction rationnelle associée a F n’existe pas, tout simplement
(son graphe est vide). Cette remarque peut paraitre bizarre : comment serait-il possible que
I'ensemble des poles de F soit égal a K ? La réponse est simple : il existe des corps finis, bien
que nous n’en ayons pas encore rencontrés. Si K est fini et si F a pour poles tous les éléments

de K, par exemple si Q = k% (X— k), on ne peut associer de fonction rationnelle a F.
€

Théoreme 6.1.12
On supposeK infini. Lapplication

KX) — Z(K,K)
F—F

est injective.

Remarque : On rappelle que .# (K, K) est 'ensemble des fonctions de K dans lui-méme. Ce
n'est pas un anneau, a cause des problemes d’ensembles de définition des fonctions. On
rappelle que si f et g sont deux fonctions de K dans K, avec pour domaine de définition
@f et Zg, alors on définit

VxeZin%y  (f+@@)=f0)+gkx) et (fgx)=/fx)gx)

Ces lois sont associatives, et les applications constantes x — 0 et x — 1 sont neutres pour
ces lois. Mais on n’a pas l'existence d’inverse pour 'additions.

Par exemple, f: x — ﬁ est une fonction de R dans R et son domaine de définition est
R\ {1}. Mais elle n’a pas d’'inverse pour l'addition : si g est un inverse pour I’addition, alors
f + g est seulement définie sur 7N Z,. Elle n’est pas définie sur R, et ne peut donc pas étre
égale a 0 sur R tout entier.

Preuve: Soient F, G € K(X) de représentations irréductibles F = %, G= %, telles que F =G. Ces deux
fonctions ont le méme domaine de définition, donc Q et S ont les mémes racines. Cet ensemble
(fini) des racines de Q et S est noté A. On a

VxeK\A  Fx) =G

donc VxeK\A m = @
Qx) S
Par suite, VxeK\A P(x)S(x) = Q(x)R(x)
ou encore VxeK\A (PS)(x) = (QR)(x)
Mais K \ A est infini, donc P admet une infinité de racines : P = 0 et il s’ensuit que F = 0. ]

Ainsi, lorsque K est infini, on peut identifier fonctions rationnelles et fractions rationnelles,
puisqu’'une fonction rationnelle ne peut provenir que d'une seule fraction rationnelle.
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6.1.5 Composition

On étend la définition de la composition de K [X] aK(X). Pour cela, on constate que si F € K(X)
est une fraction rationnelle, représentée par 5 et 2 si T e K[X] n'est pas constant, on a g‘g Is{g .
En effet on sait que PS = QR; de plus, la composition dans K[X] est distributive a droite sur la

multiplication, comme on I’a vu dans le cours sur les polynémes. Donc

(PoT)(SeT)=(RoT)(SeT)

Ceci permet de poser la définition suivante :

Définition 6.1.13 (Composition)
Soient F = % e K(X) et Re K[X] un polynéme non constant. On appelle fraction composée de F par
G la fraction

PoR

QoR

FoR=

Proposition 6.1.14 (Propriétés de la composition)
La composition a les propriétés suivantes :

1. VFeKX) VR,SeK[X] Fo(RoS)=(FoQ)oS
2. VF,GeKX) VReK[X] (F+G)oR=(FoR)+(GoR)
3. VF,Ge KX) VReKI[X] (FG)oR=(FoR)(GoR)

Preuve : Ces propriétés sont des conséquences immédiates des propriétés analogues de la com-
position entre polynémes. U

Définition 6.1.15
Une fraction rationnelle F est dite paire si, et seulement si, F(—X) = F. Elle est dite impaire si, et
seulement si F(-X) = —

6.1.6 Conjugaison

Définition 6.1.16 (Conjugaison des polyndmes complexes)

Soit P = Z PX* € C[X]. On appelle polynéme conjugué de P le polynéme P = Z pixk.
k=0 =0

Il est clair compte-tenu des propriétés de la conjugaison dans C, que la conjugaison sur C[X]
est un isomorphisme d’anneaux. o
SiF € C(X) est une fraction rationnelle, représentée par g et <,onaPS=RQ. Par suite, PS=RQ

de sorte que

OII*UI

= §' Ceci permet de définir

Définition 6.1.17 (Conjugaison des fractions rationnelles complexes) 3
Soit F = % € C(X). On appelle fraction conjuguée de F la fraction rationnelle F =

Ol

Proposition 6.1.18 (Propriétés de la conjugaison)
La conjugaison est un automorphisme involutif du corps C(X), c’est-a-dire que

VF,GeC(XX) F+G=F+G et FG=FG
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et VFeCX) F=F

Preuve: C’est évident, compte-tenu des propriétés de la conjugaison des polynomes. U

6.2 Décomposition en éléments simples

Cette partie constitue le cceur de ce chapitre. Elle s’attache a montrer que toute fraction ration-
nelle peut étre décomposée en somme de « fractions élémentaires. » Ce résultat a une application
immédiate, dans le cas du corps R, au calcul d’'intégrales puisque ces « fractions élémentaires »
seront faciles a primitiver.

6.2.1 Division suivant les puissances croissantes

On aura besoin, avant de commencer, de I'outil théorique suivant :

Théoreme 6.2.1 (Division suivant les puissances croissantes)
Soientn €N, A et B dans K[X], avec valB = 0. Il existe un unique couple (Q,R) e K[X], tel que
A=BQ+X"R et degQ<n

Q et R sont appelés quotient et reste de la division suivant les puissances croissantes a I'ordre n de
A parB.

Preuve : On procede par récurrence sur 'entier 72, en posant :
P(n):VA,BeK[X] avec valB=0 3(Q,R)eK[X] A=BQ+X"™R et degQ<n
o Z(0) estvraie : Notons p = degA et r = degB et

L k d k
A=Y AXE B= Y BiX

k=0 k=0
L'hypothese sur la valuation de B implique que By # 0. On pose
Ao
=— et R =A-BQ
Bo
de sorte que degQ=0 et A=BQ+R;
_ _ Ao _
Onremarque que R;1(0) =A(0) —B(0)Q(0) =Ap — By B 0
0

donc 0 est racine de R; d’ou X|R;. Soit R € K [X] tel que R; = XR. On a bien
A=BQ+XR avec degQ=0

o P(n) = F(n+1):Soit n €N tel que & (n) soit vraie. Comme on I’a vu en montrant & (0),
il existe des polynomes Q; et R; tels que

A=BQ; +XR; et degQ; =0

D’apres la propriété &7(n), on peut effectuer la division suivant les puissances croissantes a
I'ordre n de R, par B puisque val B = 0. Ce qui fournit des polynémes Q; et R, tels que

R; =BQ, +X""'R, avec degQ, < n
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Alors A=BQ; +XR; =BQ; +X(BQ, + X" R,) = B(Q; +XQ,) +X"*"R,

ce qui acheve de démontrer &(n + 1) puisque deg(Q; +XQ2) < n+1.
e Conclusion : &(n) est vraie pour tout entier 7.
Reste a montrer I'unicité du quotient et du reste. Soit n € N, soient A et B dans K[X] avec B de
valuation nulle. On suppose avoir trouvé des polynémes Q;,Q2, Ry, Ry tels que

A=BQ; +X""R; =BQ, +X""'R, avec degQ;etdegQ,<n

Alors B(Q; — Q) =X""1 (R, —Ry)

On voit que X"**! divise B(Q; — Q»). Mais X"*! et B sont premiers entre eux, puisque 0 n’est pas
racine de B. D’apres le théoreme de Gauss, X™1(Q; — Qz). Mais Q; — Q, est de degré au plus n.
Donc c’est le polynéme nul : Q; = Q. Par suite, X" 1 (R, — Ry) = 0; mais K[X] est intégre donc
Rl = Rg. |:|

Exemple 6.2.2
La démonstration du théoreme nous dit en pratique comment faire la division suivant les puissances crois-
santes d'un polynéme A par un polynéme B de valuation non nulle.

Prenons par exemple A = X+ 2 et B = X? — 3X + 1 et supposons qu’on veuille faire la division puissances
croissantes de A par B a'ordre 2. On commence (voir initialisation de la récurrence) par poser

Ry =A-2B=-2X?+7X

de sorte que A=2B+R; =2B+X(-2X+7)

On a alors besoin de faire la division puissances croissantes de —2X+7 par B a 'ordre 1 (voir démonstration
de I'hérédité). Pour ce faire, on pose

Ry, = —2X+7-7B = -7X? + 19X
de sorte que —2X+7=7B+Ry =7B+X(-7X+19)

et A=2B+X(7B+X(-7X+19)) = 2+ 7X)B+X?(-7X+19)

On recommence une derniére fois, en faisant la division puissances croissantes de —7X+ 19 par B a 'ordre
0. On pose donc

Rg = —7X+19—-19B = —19X? + 50X
de sorte que —7X+19=19B+R3 =19B+ X(—-19X+50)

et A=(2+7X)B+X2(19B +X(~19X +50)) = (2 + 7X + 19X*)B + X3 (—19X + 50)
Le quotient et le reste de la division puissances croissantes de A par B a I'ordre 2 sont
Q=19X>+7X+2 et R=-19X+50

Il y a une maniere plus agréable de présenter toutes ces opérations dans un méme tableau, de maniere
assez analogue a une division euclidienne :

2+ X 1-3X+X?
2-6X+ 2X2 2+ 7X + 19X?

7X — 2X2
7X —21X%2 + 7X3

19X% - 7X3
19X2 - 57X3 + 19x4
50X° — 19x*
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6.2.2 Ftude théorique

Lemme 6.2.3 (Partie entiere, partie fractionnaire)

SoitF = % € K(X). Il existe un unique couple (E,R) € K[X] tel que

R
F=E+ 6 avec  degR < degQ

E est alors appelé la partie entiere deF et % est la partie fractionnaire.
En outre siP et Q sont premiers entre eux, alors R et Q sont premiers entre eux.

Preuve : On effectue la division euclidienne de P par Q, dont on note E le quotient et R le reste :
P=QE+R avec degR<degQ

p R
Alors F=—=E+—
Q Q

On a déja observé, dans le chapitre sur les polyndmes, que pged (P, Q) = pged (R, Q) donc si P et Q
sont premiers entre eux, il en est de méme de R et Q.
Montrons que cette décomposition est unique. On suppose avoir trouvé des polyndémes E; et
R; tels que
P

R
F= Q :E1+61 avec  degR; <degQ

Alors P=QE; +R; avec degR; <degQ
Donc E; et R; sontle quotient et le reste de la division euclidienne de P par Q ; ceux-ci sont uniques

doncE=E; etR=R;. O

On sait donc maintenant décomposer une fraction rationnelle en la somme d’un polynéme et
d’une fraction de degré strictement négatif. Lopération est assez simple, somme toute : il suffit de
mettre en ceuvre une division euclidienne.

La partie fractionnaire admet-elle une décomposition plus poussée ? La réponse est oui, mais
pour cela, il y a encore du travail. Commencons par

Lemme 6.2.4
Soient n € N* et Qq,...,Q, dans K[X], premiers entre eux deux-a-deux. Alors Q,, est premier avec

Qo Qn-1.
Preuve:Soiti € [[0; n—1]]. Puisque Q,, est premier avec Q;, il existe, d’apres le théoréme de Bezout,
des polyndomes U; et V;, tels que U;Q, +V;Q; = 1. Autrement dit,
Vi[[0;n—-1]  V;Q;=1-U;Q,
donc Vo Vie1Qo- - Quo1 = (1 =UpQp) - (1= Up1Qp)

Une récurrence montrerait (mais c’est facile a imaginer) que lorsqu’on développe ce produit, on
trouve quelque chose de la forme

1+QuP1+---+QJP, avec Py,...,P, e K[X]

dot Vo+-Vno1Qo++Quot = QulPr+++ +P,Qu 1) =1

D’apres Bezout, Q, et Qg ---Q,—1 sont premiers entre eux. [
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Lemme 6.2.5
SoientP € K[X], n € N* et des polynomes Qy,...,Q, € K[X], premiers entre eux deux-a-deux. On note

3 P
Q1+-Qn
et on supposeF de degré strictement négatif. Il existe un unique n-uplet (Ry,...,R,) € (K[X])" tel que
R R
F=—+..+—2  avec Vie[l;n] degR;<degQ;
Ql Qn

Preuve : On procede par récurrence sur n. On note & (n) I'énoncé du lemme a l'ordre n et on
observe que (1) est une trivialité.

Soit n € N* et supposons #(n) vraie. On se donne P € K[X] et des polynémes Qy,...,Q, et
Qn+1, premiers entre eux deux-a-deux, tels que

degP <degQ; +---+degQ, +degQ,+1

Comme Q) est premier avec Q; ---Q,, d’apres le lemme 2.4, il existe des polynémes U et V tels
que

UQp+1+VQ1---Qp=1
De sorte que P=PUQ;+1 +PVQ1---Qp

_PUQu1 +PVQ1-Qn _ PU +Pv
Ql"'QnQn+1 QlQn Qn+1

D’apres I’hypothese de récurrence, il existe Sy, ...,S, € K[X] tels que

et F

_ = e —
Qi--Qn U Qn
Et d’apres le lemme 2.3, il existe des polynémes Ey,...,E,;,Ry,..., R, tels que
S; R;
Vie[l;n] L -Ei+— avec degR; <degQ);
Qi Qi
Il existe aussi des polynomes E,; 1 et R4 tels que
PV R
=E 1+ ntl avec degR, 41 <degQ 41
Qn+1 Qn+1
R R R
d’oit F=BEi+ - +E,+Eps + — +--- 4+ — 4 241
Ql Qn Qn+1
R R R R R
Ona deg Lyl "+1)<Max(deg—1,~-~,deg mll<o
Ql Qn Qn+1 Ql n+l1

donc la partie entiere de F est E; +--- + E ;4. Mais comme degF < 0, c’est que sa partie entiere est
nulle. Donc en fait,

Ry Rus1
= e
Ql Qn+1

On a fait la moitié du travail. Reste a établir I'unicité de cette décomposition.
Supposons avoir trouvé des polynémes Ay, ...,A;+1 tels que

Ay Ap
=+
Ql Qn+1

F

avec Vie[[l;n+1] degR; < degQ);

F

avec Vie[[l;n+1]] degA,+1 <degQp+1
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— & R” _ ﬁ + An+l

= +oet — et F, = e

Ql Qn Ql Qn+l
On peut d’ailleurs observer que Q; ---Q,F; et Q; ---Q,F» sont des polyndmes, qu’'on note P; et Py,
de sorte que

On note F;

Pl + Rn+] _ PZ + An+1
Q1 Qn Qui1 Qi1 Qn  Quu
P1-P; :An+1_Rn+1
Ql Qn Qn+l
et (P1=P2)Qus1 = An+1 —Rys1)Q1--Qp

Puisque Q;+1 et Q;---Q, sont premiers entre eux, le théoreme de Gauss assure que Q. divise
Apt+1 —Ryg1. Mais Ay — Ryyq est de degré strictement inférieur au degré de Q4. Donc A4 —
R;+1 =0.0nadonc

Alors

R R
F:F1+ n+l1 :F2+ n+l1
n+l1 Qn+l
d’ou Fi1=F

R R A
OU encore — 4...4—nt-L ..., n
Ql Qn Ql Qn
L'hypothese de récurrence assure alors que

Vie[[l;nl  Rj=A;

avec VYie[l;n] degA; etdegR; <degQ);

Ce qui établit 'unicité de la décomposition de F sous la forme

R R
F=_L ...l avec Yie[[l;n+1] degR; <degQ);
Ql Qn+1
Le lemme est établi a 'ordre n + 1, et par récurrence pour tout entier 7. 0

On peut alors combiner les lemmes 2.5 et 2.3 pour obtenir immédiatement le

Lemme 6.2.6
Soient n € N*, P € K[X] et des polynomes Qy,...,Q, € K[X] premiers entre eux deux-a-deux. Il existe
un unique (E,Ry,...,R,) € (KX tel que

A R; R

S — s Lk avec Vie[l;n] degR; < degQ);
Q-Q T, it = degQ

A ce stade, on a déja bien avancé mais la preuve du lemme 2.5 est tellement complexe qu’elle
n'aide pas a trouver ces polyndémes Ry, ...,R;. Quoique... Je mens un peu. Si I'on a bien suivi, il
« suffit» d’appliquer I'algorithme d’Euclide a n reprises et I'on doit s’en sortir. Ca fait beaucoup de
travail.

Exemple 6.2.7
[lustrons sur un exemple la forme de la décomposition que nous garantit le lemme 2.5. Prenons

e x3+1
CX-D2X+2)3X2+X+1)

La partie entiere de F est nulle puisque F est de degré —2. Les polynomes (X — 1), (X+2)® et X? + X+ 1 sont
premiers entre eux deux-a-deux, sur R ou sur C, donc on peut écrire
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R, R, Rs
F= + +
X-12 X+2)3 X2+X+1

avec degR; <2 degR, <3 et degR3 <1
Cette décomposition est valable sur R ou sur C. Mais on peut la pousser plus loin sur C, puisque X2 +X+1 =
(X —j)(X~-j?) et les polyndmes
X-D*  X+2°  X-j) X))
sont premiers entre eux deux-a-deux. La décomposition sur C assurée par le lemme 2.5 est de la forme

S1 Sy S3 Sy
F= + + -+
X-12 " (X+23 X—j X-f?

avec degSy <2 degS, <3 degSsz <1 et degSs<1

Mais... Ce qui précede n’'indique pas encore comment trouver les R ou les S.

Poussons la décomposition un cran plus loin :

Lemme 6.2.8
Soient n e N*, P,Q € K[X] avec degQ > 1 et degP < degQ". Il existe un unique (Ry,...,R,) € K[X]" tel
que

P R R,

— +--+— et Vie[l;n]]  degR;<de
Q" Q Q" 8 80

Preuve : Comme précédemment, on fait une récurrence. On note #(n) 'énoncé du lemme a
I'ordre n et on remarque que (1) est trivialement vrai.
Soit n € N* et supposons & (n) vrai. On se donne des polynémes P et Q tels que
degQ>1 et degP<degQ

On considere la fraction F = %. Alors QF = % avec degP < degQ"*!. On sait (lemme 2.4) qu'’il

existe des polynomes R; et R tels que
R
QF=R; + o avec  degR < degQ”"

D’apres & (n), il existe des polyndmes Ry, ..., Ry tels que

R R Rp+1 . .
@ZEJFWJF Q" avec Vie[2;n+1] degR; <degQ
R R
d’olt QF=R1+—2+"'+ n;1
Q Q
R R R
" Be s gaees o]
R R R
Mais _IZF__Z ..... ntl

Q QZ QI’Z+1
et toutes les fractions dans le membre de droite sont de degré strictement négatif. Donc % 'est

aussi, d'ou degR; < degQ. Lexistence de la décomposition de F est établie.
Montrons I'unicité. On suppose avoir trouvé des polynoémes Sy, ...,S,+; tels que
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S S
13:61+---+Q’,’:1 avec  Vie[l;n+1]]  degS;<degQ
Alors QF:Sl+%+-~-+S"Jrl
Q Q"
. S2 Sn+1)
Mais de (—+-~-+ <0
51Q Q"

donc S; est la partie entiere de QF. Donc S; = R;. On a alors
SZ Sn+1 RZ RI’H—l
J— + pu——— .o + _

4+ .. = — ... P

Q Q Q Q
Ces deux fractions sont de degré strictement négatif et peuvent donc étre représentées sous la
forme % avec degA < degQ’". D’apres & (n), les deux décompositions ci-dessus peuvent étre

identifiées :
Vie[[2;n+1] R; =S;

Ce qui acheve de démontrer & (n +1). O
Al'aide des lemmes 2.3, 2.5 et 2.6, il vient le fameux

Théoreme 6.2.9 (Théoréme de la décomposition en éléments simples)
Soit n e N*. On se donne

e unpolynémeP ;

e des polynomes irréductibles Qy,...,Q, distincts deux-a-deux;

e desentiersay,...,&;, non nuls.
Il existe une unique famille de polynomes :

E)Pl,lr---)Pl,(Xl!PZ,I)---)PZ,(Xz)---)---!Pl’l,l’---)PI’l,(Xn
P n Qg Pk]
tels que T —=E+ Y Y —
1 n k=1j=1 Q!

avec Vikelll;nll Vjelll;orl degPy ; < degQy

Cette expression est appelée décomposition en éléments simples de la fraction W
Pour chaque k € [[1; nl]l, la fraction

% Py j

=1 QL

est appelée partie polaire de F relativement a Q.
Exemple 6.2.10
Ok... J’admets, ce théoréme peut faire peur. On reprend I'exemple de
X3 +1
F= €
X-12X+2)3X2+X+1)

R[X]
C’est-a-dire qu'on prend
P=X3+1 Q;=X-1 Q=X+2 Q3=X>+X+1 (a,00,03) =(2,3,1)

Le théoreme assure I'existence de
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o EeK[X], sans condition particuliére;

e Py,P;5€KI[X], chacun de degré 0;

e Py1,P25,Py3 € K[X], chacun de degré 0;

P31 € K[X], de degré O ou 1

N P11 P12 Py P22 P P
X-1 X=-12 X+2 X+2)2 X+238 X2+X+1

Mais les précisions sur les degrés nous disent en fait qu'il existe des réels tels que

a b c d e fX+g
+ + + +
X-1 X=-1)2 X+2 X+2)2 X+2)38 X2+X+1
Si on arrive a identifier E, a,..., f, on a trouvé la décomposition en éléments simples de F sur R. On sait
déja que E est la partie entiere de F; une simple division euclidienne (ou I'observation que F est de degré
strictement négatif) fournissent E = 0.
Si on travaille sur C, alors

tels que F=E

F=E+

. X3 +1
C X-1D2X+23X-j) (X -2

et sa décomposition en éléments simples dans C(X) a la forme
a/ bl C/ d/ el / /
F= + + + + + ! -+ §
X-1 X-12 X+2 (X+2)2 (X+2)3 X-j X-j

A noter que les coefficients a,..., g’ sont maintenant complexes. Bien évidemment, il y aura des relations
entre les coefficients des décompositions dans R et C de F; mais celles-ci ne sont pas encore établies.

Enfin, illustrons la notion de partie polaire de F. La partie polaire de F relativement a X — 1 (ou plus
simplement, relative au pole 1) est

a b
—t— sur R
X-1 (X-1)2
a b’
et + sur C
X-1 (X-1)2
F a une partie polaire relativement a X? + X + 1 sur R, qui est X}Z:Zf 7- Elle n’en a pas sur C, puisque X2 +X+1

n’est pas irréductible sur C.

En revanche, sur C, F admet des parties polaires relativement 2 j et j2, qui sont respectivement
! !
X—j X—j

6.2.3 Pratique de la décomposition sur C

En pratique, on aura a décomposer des fractions rationnelles sur R ou C. Commencons par le
cas de C, qui est le plus simple (ou plutot le moins compliqué) grace au théoreme de d’Alembert
et son corollaire : les irréductibles non triviaux de C[X] sont les polynémes de degré 1.

SoitF = % une fraction rationnelle sur C. On suppose qu’elle a été mise sous forme irréductible
unitaire et que Q a été factorisé; on note ay,...,a, les racines de Q, de multiplicités respectives
A1y...,0p.

Puisque les parties entiére et fractionnaire de F sont faciles a obtenir par division euclidienne
de P par Q, on peut supposer que degF < 0. La décomposition en éléments simples de F ressemble
donca
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% Br,j

1j=1 X—ag)/

— P —
CX—a)® e X—ap)® f

M=

Tous les p sont des nombres complexes et pour tout k € [ 1; n]], la partie polaire de F relativement
a ay. est

_ Py o Pen

F
T X—ar (X— ay)%

de sorte que F=F;+---+F,

Recherchede B1,¢,).-+,Pn,a,

Il est possible d’'identifier assez aisément, dans chaque Fy, le coefficient de plus petit degré
Bi,a,- On observe en effet que si I'on multiplie F par (X - a;)%, on obtient une nouvelle fraction
rationnelle qui n’a plus a; pour pole. Pour simplifier les expressions, prenons k =1 :

P
X=a)nF= =X-a)%F, + X—a)“(Fy+---+F
o) X = @)% -+ (X — @)% (X—a)™Fy +( )7 (F2 n)

La fraction rationnelle F, + - - - + F;, peut étre évaluée en a; puisqu’elle n'a pas a; pour podle. Donc

[(X—a)® (Fz+---+Fp)|(a) = (a1 — a)® Fa(ar) +--- +Fp(a1) =0

] .
Observons aussi que X—-a)¥Fy = Y p1,;X-a)*™/
=

donc [X—a)F](a) = %lﬁl,j(X— ay) I
]:

Tous les termes de cette somme pour lesquels a; > j sont nuls; et celui correspondant a j = oy
vaut f1,,. Donc

P(a;)
(@ —ax)®?---(ar — an)*

= [—3)1,0(1
On a obtenu P ,, par une simple évaluation en a; de la fraction X— a;)“F.
Le méme travail peut étre accompli pour chaque pole. EtI'on a, en général :
Vkelll;n]l Br,a = [(X— ar)**F](ax)
Exemple 6.2.11
On illustre ceci sur notre exemple

X3 +1 a/ b/ C’ d' e/ f/ g/
F= - —- = + + + + +
X-1D2X+23X-)X-j?) X-1 X-D? X+2 (X+2)? X+23 X-j X-j?

La méthode précédente permet de calculer les coefficients b, €/, f' et g’ :
xX3+1 )(1) B B
X+23X2+X+1))7" 33x3 " 81

b= [X-D2F]D =

e’—[(x+2)3F](—2)—( Xt )(_2)_‘_7__1
B X122 +X+1) “9x3 27
:3 .
Tous calculs faits f’: - J. +1 — :_3+1\/§
G-D2G+2)3G -5 27
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~ f+1 _F__B—i\@
S -D2@E+23G2-) T 27

/

et g

On a remarqué, au passage, que g’ = F car j? est le conjugué de j. Cela nous a fait économiser le calcul d’'un
coefficient, ce qui est toujours agréable. Ceci n’est pas un hasard et est dii, comme nous le verrons, au fait
que F est a la fois dans R[X] et C[X].

Ces calculs étaient peu douloureux, a I'exception de celui pour f’ peut-étre. Le temps total qui y a été
passé (sans prendre en compte les explications) ne dépasse pas cinq minutes. On a donc :

a 2 1 c d 7 1 3+iv3 1 3-iv3 1

F= +— + + -— - - —
X-1 81 X-1)? X+2 X+2)? 27 X+2)3 27 X-—j 27 X-j?

Sur 7 coefficients inconnus, 4 ont été trouvés et il en reste 3.
Observons également que si tous les poles de notre fraction sont simples, alors cette méthode donne
immédiatement la décomposition. Par exemple, en moins d'une minute, on peut montrer que
3X+4 _71+11+101
X-DX+DX-2) 2X-1 6X+1 3 X-2

Ceci fournit, par exemple, une primitive de la fonction rationnelle associée a notre fraction :

7 1 10
x— ——Injlx-1|+-In|x+ 1|+ —In|x—2|
2 6 3

Evaluations au hasard
§’il reste peu de coefficients a déterminer, on peut évaluer F en quelques points de C pour
obtenir des équations satisfaites par nos coefficients inconnus.

Exemple 6.2.12

Prenons F = —2X+1

iy LA décomposition ressemble a

a b c
F= + + -
X-1 (X-12 X-i

La méthode précédente fournit immédiatement b et ¢ :

3 3+3i 2i+1 —2+i
=—= et c=—F—F5=—"
1-i 2 i—-1)2 2
2X+1 a 3+3i 1 -2+i 1

donc — = + + :
X-D?X-1) X-1 2 X-1? 2 X-i

On peut par exemple évaluer ces deux expressions en 0 pour obtenir :

. 3+31 1+2i 2+i
1=—a+ - = - —
2 2
y PP 2+i . 2-i
d’ou1'on déduit d=——j= —
2 2
2—-i 1 3+31 1 -2+i 1

Finalement, F= + + -
2 X-1 2 (X-1)2 2 X-i
Utilisation de la division suivant les puissances croissantes

Il s’agit de la méthode qui marchera a tous les coups. Mais suivant les situations, il sera peut-
étre plus rapide de combiner les méthodes précédentes. Elle est surtout efficace pour trouver la
partie polaire pour un pole d’ordre élevé. Rappelons que
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P
X Cae e
On va déterminer la partie polaire relative a a;. On pose Y = X— a; de sorte que X=Y + a; et
PY+a)
TYNU (Y 4y — )% (Y + ay — )%

On note B=Y+a—a))* ---(Y+a; —a,)* € K[Y]

et 'on effectue la division suivant les puissances croissantes a I'ordre a; — 1 de P(Y+ a;) par B dans
K[Y]. Cela fournit des polynomes Q et R tels que

P(Y+ a;) = B(Y)Q(Y) + YMR(Y) avec degQ<a; -1

de sorte que PX)=BX—-a;)QX-a1) + X—a1)™MRX - a;)
P RX—-ay)
[N — _ _ [¢6]
don Ko@) Ko 20 )+ B e X = an
ot P QX —-ay) N RX—-a)

F= =
X-a)%---X-ap)* X-a)® X-ax)®---X-a)*

a;—1

Notons Q)= Y QuY*
k=0
ar—1
Alors QX-ay) = kz QrX—ap)k
=0
a—1 Qk R(X— dl)

et F= Z +
k=0 X—a)®=F* X-ap)®- X-ap)™

On peut réarranger les indices dans la somme pour bien voir qu'on a trouvé la partie polaire rela-
tivea a;, en posant k —aj —k:

A Q- N RX—ay)
k=1 X—aDk  X-ap)®--- (X—ay)*
La deuxiéme fraction ne présente pas a; comme pole; 'unicité de la décomposition en éléments

simples annoncée par le théoréme 2.9 assure alors que la somme constitue la partie polaire de F
relative a a;.

Exemple 6.2.13

) X3 +1
On reprend notre fraction F =

X-12X+2)3X2+X+1)

cela, on pose Y =X+2 de sorte que X=Y -2 donc
(Y-27°+1 _ Y2 —6Y* +12Y -7

Y3(Y-3)2((Y=-2)2+(Y-2)+1) Y3(Y4—9Y3 +30Y2 —45Y +27)

et on cherche sa partie polaire relative a —2. Pour

FX) =

On effectue la division puissances croissantes a I'ordre 2 du numérateur par Y* —9Y? +30Y? — 45Y +27. Tous

calculs faits,
(Y-23+1=(Y-3)2((Y-2)2+(Y-2)+1) x (1Y2 s Ly 1) +Y3R(Y)
81 81 27

Onremplace YparX+2:
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3 22 7 2 1 7 3
X +1=X-D2X +X+1)x(a(x+2) +5(X+2)_E)+(X+2) R(X+2)

X3 +1 7 1 1 1 701 R(X+2)
X—28(X-1D20C+X+1) B8lX+2 8l X+2)? 27 X+2)® = (X-D20C+X+1)
Evidemment, il est trés probable que mes calculs soient faux.

Remarquons qu’on se moque de savoir ce que vaut précisément le polynome R : en effet, cette méthode
fournitla partie polaire de F relative a —2, on ne demande pas plus. Cette observation est assez intéressante :
toute personne ayant tenté ce calcul par elle-méme a pu voir a quel point il est fastidieux. Mais, a partir du
moment ol 'on a remarqué que toutes les puissances de Y supérieures a 3 dans le reste de la division
puissances croissantes ne nous servent a rien, on augmente son efficacité : il suffit d’ignorer, au cours de ce
calcul, toutes les puissances supérieures a 3.

Observons qu’a I'aide de cette méthode et de la premiere décrite dans cette partie, on a trouvé 6 des 7
coefficients de la décomposition de F. On peut trouver le dernier, celui correspondant a X — 1, par exemple
avec une évaluation au hasard.

d’ou

Sila fraction est a coefﬁIgients réels

Supposons que F = — € R(X) de sorte que P et Q sont a coefficients réels. On suppose comme
précédemment que F n’a pas de partie entiere puisque trouver celle-ci ne pose aucun probléme.

On sait que si a est une racine complexe non réelle de Q, alors a est aussi racine de Q, de méme
multiplicité que a. Supposons que ce soit le cas; on note o la multiplicité commune des racines a
et a dans Q de sorte que

Q=X-a)*X-a)*Q; avec Q;eR[X]

En outre, a et a ne sont pas racines de Q; donc Q; est premier avec (X— a)® et (X—a)®. On sait que
la décomposition en éléments simples de F est de la forme

bl b(x a1 Ca
= 404 + — e —  —

X-a X-a)* X-a X-a)* Q

Alors, comme F, A et Q; sont dans R(X),

b b« 3 [ A
_+...+ — + +...+—+_
X-a X-a)* X-a X-a)* Qi
Mais le théoréme 2.9 annonce 'unicité de la décomposition de F sur C. Ce qui permet d’assurer
que

F

avec A e R[X]

bi=ci ba=c; - ba=ca
Autrement dit, il suffit de trouver les b; les ¢ sont simplement leurs conjugués.
Il estimportant de rappeler qu’'on s’est ici fortement appuyé sur le fait que F € R(X). On ne peut
rien conclure si ce n’est pas le cas!

6.2.4 Pratique de la décomposition sur R

Malheureusement, les choses peuvent devenir tres compliquées si la fraction est dans R[X] et
qu’elle a au dénominateur des puissances élevées d’irréductibles de degré 2.

La méthode généralement donnée consiste a d’abord décomposer la fraction sur C, puis re-
grouper les termes conjugués. Et ensuite utiliser une méthode de divisions euclidiennes succes-
sives. Cela serait lourd a expliquer ici. En outre, suivant la situation, on peut ruser, mais tout se fait
au cas par cas.
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Il est a noter que pour une machine, ces calculs ne posent pas de probléme.
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Chapitre 7

Espaces Vectoriels de Dimension Finie

Comme toujours, K est un corps commutatif et E est un [K-espace vectoriel.

7.1 Notion de dépendance linéaire

7.1.1 Rappel: sous-espace engendré

On rappelle que si E un K-espace vectoriel et si A est une partie de E, le sous-espace engendré
par A, noté VectA, est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A.

C’est aussi I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires finies d’éléments de A. Par suite,
si A est une famille finie non vide A = {ey, ..., e,} de vecteurs de E, on a

n
VectA:{kZ Arex | (Al,...,An)EK"} 1)
=1

L'objet de ce chapitre est d’étudier les espaces vectoriels qui peuvent étre engendrés par une
partie finie. Ceux-ci sont particulierement intéressants puisque, d’apres la relation (1), leurs élé-
ments peuvent étre décrits a partir d'un nombre fini de vecteurs.

Une premiere chose a faire est de voir comment on peut affiner cette description. Par exemple,
il est clair que si A contient le vecteur nul, ce dernier ne contribue rien a VectA. Ou bien, si e; et e,
sont dans A, alors B =AU {e; + e»} va engendrer le méme sous-espace que A.

7.1.2 Familles libres et liées

Définition 7.1.1
Soit & = (ey,...,e;,) une famille non vide de E. On dit que & est libre, ou encore que ey,...,e, sont
linéairement indépendants, si et seulement si

V()\],...,)\H)EKH (kf )\kek:O - )\1:---:)\,1:0)
=1

On dira que & est liée, ou encore que ey, ..., e, sont linéairement dépendants, si et seulement si elle
n'est pas libre :

AAy, ..., Ap) e K\ {0} f Arer=0
k=1
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Exemple 7.1.2
1. Soit & = (ey, ..., e,) une famille de vecteurs de E. On suppose qu’elle contient le vecteur nul, c’est-a-
dire qu’il existe i € [[1; n]] tel que e; = 0. Alors & est liée : en effet, posons
Osik#i
Vkel[1l;n] A = . .
26.92sik=1

Alors

7[\']:

)\kek = )\ie,- =0
1

tandis que (Ay,...,A,) #0.
2. Dans R[X], la famille (1,X,...,X") est libre. En effet, soit (A, ..., A,) € K" tel que

n
> Mxk=0
k=0

Un polynome est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. Donc
Aop=-=A,=0

3. Toute base de & est libre. En effet, soit (2, v, w) une famille de 3 vecteurs de & .
On suppose cette famille liée. Il existe des réels «, f et y, non tous nuls, tels que

— — — -
au+pPprv+yw=0

On peut suppose que c’est Y qui n’est pas nul. De sorte qu’on ait

- a- P
w=-——1u-— P v
Y Y
. —_— . . . 2 . nd e _ - — . .
On voit que w est combinaison linéaire de u et v : u, v, w sont coplanaires et ne constituent donc

pas une base.

4. Soit (e1, e») une famille de deux vecteurs de E. Si elle est liée, il existe des scalaires A; et A, dont I'un
des deux (par exemple A1) n’est pas nul tels que

)\161 +)\2€2 =0

d’ou el=——ey

On voit donc que e et e sont proportionnels.

Les exemples 3 et 4 nous amenent a dire que deux vecteurs liés sont colinéaires et que trois
vecteurs liés sont coplanaires.

Le théoreme suivant est fondamental pour la suite : il nous confirme qu’'une famille liée com-
porte des vecteurs redondants dans la description du sous-espace vectoriel qu’elle engendre :
qu'’ils soient la ou qu’on les retire, le sous-espace engendré sera le méme. On en profite pour ajou-
ter des propriétés élémentaires de ces nouvelles notions de dépendance linéaire.

Théoréeme 7.1.3
1. SoitF une famille liée de vecteurs de E. Alors 'un des vecteurs qui la composent est combinai-
son linéaire des autres, c'est-a-dire que

JeeF e€ Vect(F \ {e})

De plus, & et F \ {e} engendrent le méme sous-espace vectoriel deE.
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2. Soient ¥ une famille libre et e € E. La famille & U {e} est libre si et seulement si e n'est pas dans
le sous-espace engendré par & .

3. Toute sous-famille d'une famille libre est libre.

Preuve: Traitons les points un par un:

1. Puisque & est finie, on peut énumérer ses éléments : F = (ey,...,e,). Comme elle est liée,
il existe des scalaires Ay,...,A,, non tous nuls, tels que

n
> Aer=0
=1

Il existe i tel que A; # 0 et on a donc

n oA k
ej=—) —eg (2)
k=1 A
k#i
e; est une combinaison linéaire des autres vecteurs de %.

Comme & \ {e;} est inclus dans &, on a déja
Vect (% \ {e;}) c VectF

Maintenant, si on se donne x € Vect%, on sait que x est combinaison linéaire des vecteurs
de &. Donc il existe des scalaires xy, ..., x, tels que

n

xX= 3 Xper
k=1
Mais on sait qu’on peut remplacer e; par |'expression (2) donc
L n XiAg
X=Xxjej+ ) Xpep= ). (xk_ l )ek
k=1 k=1 A

k#i k#i
et on voit que x € Vect (Z \ {e;}).

2. Soient & = (ey, ..., e,) une famille libre et e € E. On suppose d’abord que e se trouve dans le
sous-espace engendré par % . Alors e est combinaison linéaire des vecteurs de % :

n
JAAq,..., A e K” e= Y Arek
k=1
Par suite, & U {e} est liée puisqu’on a une combinaison linéaire a coefficients non tous nuls:
n
e— Y Aeer=0
k=1

Réciproquement, supposons que & U {e} est liée. Alors

n
AL, A A) e KPP {0} Ae+ Y Arer=0
k=1

Il est exclu que A soit nul : en effet, si ¢’était le cas, la liberté de & impliquerait que Ay,..., A,
sont également nuls ce qui contredit la ligne précédente. Comme A # 0, on peut écrire

n oA k
e=—) —ey€eVect(¥F)
k=0 A
On a donc montré que & U{e} est liée si et seulement si e appartienta Vect.%. C’est la contre-
apposée de notre proposition.
3. C’est trivial. U
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7.1.3 Bases

Définition 7.1.4
Soit 4 = (ey,...,e,) une famille de vecteurs de E. On dit que c'est une base de E si et seulement si
elle est libre et génératrice de E.

Théoréme 7.1.5
Soit (ey, ..., e,) une famille libre de vecteurs deE. C’est une base de l'espace vectoriel qu’elle engendre.

Preuve : Notons F = Vect (ey, ..., e,;). Cet espace est engendré par la famille libre (e, ..., e;,) ; d’apres
la définition 1.4, c’est une base de F. O

Théoreme 7.1.6
Soit & = (ey,...,en) une famille de vecteurs de E. Elle est libre si et seulement si

f: K" —E est injective

n
(AI)---)AI’Z) i Z Akek
k=1

Preuve: f est clairement linéaire. On sait alors qu’elle est injective si et seulement si son noyau est
réduit a {0}. Donc on étudie Ker f :

Ker f = {(A1yoo s Ap) €K | F(A, ., Ap) = 0}
n
= {(Al,---,An)EKnl > )\kek=0}
k=1

D’apres la définition 1.1, Ker f = {0} si et seulement si & est libre. U
Théoréeme 7.1.7
Soit F = (ey, ..., e,) une famille de vecteurs de E. Elle engendreE si et seulement si
f: K" —E
n
AL,.. 0 An) — X Arex
k=1

est surjective.

Preuve : C’est une conséquence immeédiate du fait que le sous-espace engendré par & est 'en-
semble des combinaisons linéaires de vecteurs de cette famille. U

Corollaire 7.1.8
Soit F = (ey,...,ey) une famille de vecteurs de E. C'est une base deE si et seulement si

f: K" —E
n
(AI)---)AI’Z) i Z Akek
k=1
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Preuve: f est clairement linéaire. Et d’apres les théorémes 1.6 et 1.7, elle est bijective si et seule-

ment & est libre et génératrice. U
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Voici une propriété des bases que nous avons déja rencontrée dans les cours de géométrie du
plan et de I'espace.

Corollaire 7.1.9
Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Tout vecteur deE s'écrit de maniere unique comme combinaison
linéaire des (e;)1<i<n.

Preuve : Soit x € E. Comme I'application f du corollaire 1.8 est bijective, il existe un unique
(x1,...,Xx,) €K™, tel que

n

X= ) Xreg
k=1
Donc x se décompose de maniere unique comme combinaison linéaire des (e;)1<;<n- ]
Définition 7.1.10
Soit # = (ey,...,e,) une base de E. Si x€E, l'unique (x1,...,x,) € K" tel que
n
X= 3 Xgex
k=1

est appelé systéme de coordonnées de x dans la base % et on note
[xX]z = (x1,..., %p)

Corollaire 7.1.11
Soit # une base de E. Lapplication
g: E— K"

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Preuve : g est la bijection réciproque de 'application f définie au corollaire 1.8. C’est donc un
isomorphisme d’espaces vectoriels, puisqu’on sait du cours d’introduction a I’algébre linéaire que
la réciproque d’'un isomorphisme est linéaire. 0J

Exemple 7.1.12
Si # = (ey,...,e,) estune base de Eet i € [1; n]], on observe que e; est égal a une fois lui-méme, plus zéro
fois les autres vecteurs de 4. Donc

Vie[[l;n]] leilz = (0,...,0,1,0,...,0)
!

i-eme position

Théoréme 7.1.13
Soit # = (ey, ..., e,) une base deE. Soit F un autre K -espace vectoriel, soit (fi,..., f) une famille de
vecteurs deF. Il existe un unique u € £ (E,F) tel que

Yiell;n] ue; = f;

Preuve : Si x est un vecteur quelconque de E, on convient de noter (xy,...,x;) ses coordonnées
dans la base #. On définit alors
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n
Vx€eE ux) =Y xrfr
k=1

D’aprés 'exemple 1.12, pour tout i compris entre 1 et n, [e;]# a toutes ses coordonnées nulles
saufla i-eme qui vaut 1. Donc

u(e;) = fi

Montrons que u est linéaire. Soient x, y dans E et A dans [K. D’apres le corollaire 1.11,

donc

[)\X+J/]9£ = )\[X]%"‘ [J/]%’ = ()\XI,...,)\Xn) + (J’l;---;)’n)
=Ax1+y1,.. 0, Axy+ y5)

uAx+y) = kZ Axr + yi) fr = )\kZ X fr + kZ Vi fre = Au(x) + u(y)
=1 =1 =1

ce qui montre que u € .Z (E, F).
Vérifions maintenant I'unicité de cette application. Soit v € .Z (E, F), tel que

7.2

Vie([[1l;n]] vie) = f;
VxeE v(x) = v( > xkek) =) xrvier) = Y X fr=ux)
k=1 k=1 k=1

v=1u O

Dimension d’'un espace vectoriel

7.2.1 Existence de bases

Définition 7.2.1
Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu'il est de dimension finie si et seulement si E est engendré
par une partie finie.

Remarquez comme on définit ce que signifie étre de dimension finie, mais on ne dit pas
(du moins pas encore) ce qu’est la dimension d’un tel espace.

A priori, on aimerait naivement dire qu’il s’agit du cardinal d'une partie génératrice
finie. Mais on s’apercoit immédiatement que cette définition n’aurait aucun sens : il y a des
tas de parties génératrices de E. Il peut y en avoir une qui comporte 17 éléments et une
autre qui en comporte 666. Du coup, dira-t-on que notre espace est de dimension 17 ou
666 ?

Notre stratégie est en fait la suivante. On montre qu'un espace de dimension finie ad-
met des bases. Et que par miracle (les mathématiciens appellent plutdt cela un lemme)
toutes ces bases ont le méme cardinal. C’est celui-ci qu’on appellera dimension de I'es-
pace.

On rappelle qu'une base est une partie de E, a la fois libre et génératrice. Donc une
partie de E n’est pas une base si elle n’est pas libre, ou si elle n’est pas génératrice.

Théoréeme 7.2.2
Tout espace vectoriel, non réduit a {0}, de dimension finie admet des bases.
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Preuve: Soit E un espace vectoriel de dimension finie, n'admettant pas de base.

Comme E est de dimension finie, il admet une partie génératrice finie : il existe & c E,

de cardinal n > 0, tel que E = Vect.%.

On définit, pour tout entier p, la propriété & (p) : « E peut étre engendré par n — p vecteurs. »

o Z(0) est vraie puisque E est engendré par & qui a pour cardinal n — 0.

» & esthéréditaire : soit p un entier inférieur a n—2. On suppose que Z(p) est vraie. Il existe
donc «/ c E, de cardinal n — p, engendrant E. Comme E n’admet pas de base, of est liée.
D’apreés le théoreme 1.3, il existe e € A tel que A\ {e} engendre E. Mais A\ {e} a pour cardinal
n—-p-1l=n-(p+1). Donc Z(p+1) est vraie.

e Conclusion: #(p) est vraie pour tout p € [[0; n—1]].

Puisque #(n—1) est vraie, E peut étre engendré par un seul vecteur. Donnons-nous un vecteur

générateur x de E. Comme la famille constituée seulement de x n’est pas une base, elle est liée.
Donc il existe A # 0, tel que Ax = 0. Donc x =0 et

E = Vect (0) = {0}

Par contre-apposée, un espace vectoriel de dimension finie, non réduit a {0}, admet des bases. []

7.2.2 Lelemme fondamental

Lemme 7.2.3

Soient n et p deux entiers non nuls. Soient o/ et % deux familles de vecteurs de E, de cardinaux
respectifs n+ p et n. Si tout vecteur de o/ est combinaison linéaire des vecteurs de 98, alors < est liée.

Preuve : On démontre cela par récurrence. On définit, pour tout entier n non nul, la propriété
Z(n) : « Soient of et A deux parties de E, de cardinaux respectifs n + 1 et n, telles que tout vecteur
de o/ est combinaison linéaire des vecteurs de 28. Alors & est liée. »
o (1) estvraie:on sedonne «f = {e}, e} et B = {u} deux parties de E, de cardinaux respectifs
2 et 1. Et on suppose que e; et e, sont tous deux combinaison linéaire de u : il existe des
scalaires A; et A, tels que

61:)\1u et 62:)\211
Evidemment, si A; ou A, est nul, &« est liée puisqu’elle contient le vecteur nul. Donc on
suppose ces scalaires non nuls et on a

)\261—)\162 =0

ce qui montre que < est liée.
o XY (n) = #(n+1):Soit n un entier non nul, tel que &?(n) soit vraie. On se donne

'Qf:{elr-"ren-f-z} et %:{ulw--!un-{-l}

deux parties de E, de cardinaux respectifs n + 2 et n + 1, telles que tout vecteur de <f soit
combinaison linéaire des vecteurs de 28. Donc
n+2

Viell;n+2] 3Ai1,..., Aine1) €K ei= 3 Niju;j
Jj=1
Si tous les scalaires Aj ;4+1,...,Aps2,n+1 sont nuls, alors ey, ..., e,4+2 sont en fait, chacun, com-

binaison linéaire de uy, ..., u,. D’apres & (n), (ey,...,en+1) est liée et par suite o7 est liée
aussi.
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Ce cas ayant été traité, on suppose maintenant qu'un de ces scalaires n’est pas nul. Quitte a
renommer tous nos vecteurs, on peut supposer que A2 ,+1 # 0. Eton a donc

. Ai a2 n+2 n+2 )\n+2,j )\i,n+2
Vielll;n+1]]  ei—v——ep2= X A\jjuj— Y ——————
)\n+l,n+2 j=1 j=1 )\n+1,n+2

a2 Aij Ans1ne2 = Anaz,j Ain+2
o A Uj
j=1 n+1,n+2

On remarque en particulier que le n + 2-eme terme de cette somme est nul d’out

Nin+2 n+l g i Ana1,ne2 — Anaz,j Nine2
n+2 =
)\n+l,n+2 j=1 )\n+l,n+2

Vie[l;n+1] e — Uj
Les vecteurs du membre de gauche sont au nombre de n + 1; et ils sont, chacun, combi-
naison linéaire des n vecteurs uy, ..., u,. D’apres & (n), ils sont liés : il existe des scalaires
M1i,..., Ln+1, DON tous nuls, tels que

n+l i n+2

El Mi(ei BV

n+l,n+2

en+1) =0

Apres avoir développé tout cela, il vient

nil Miei — (nil M)en+l =0

i=1 i=1 Aps1,ne2
On obtient une combinaison linéaire nulle des vecteurs de < ; et au moins un des coeffi-
cients de cette combinaison n’est pas nul, puisque I'un des (p;)1<i<n+1 n'est pas nul. Donc
o estliée et Z(n+ 1) est vraie.

e Conclusion : #(n) est vraie pour tout entier n non nul.

Ainsi, si n est un entier, toute famille de n + 1 vecteurs, qui sont chacun combinaison linéaire

de n mémes vecteurs, sont liés. Le lemme s’en déduit immédiatement. O

7.2.3 Existence de la dimension

Théoréme 7.2.4
Soit E unK-espace vectoriel non nul de dimension finie. Toutes les bases de E ont le méme cardinal.

Preuve: On sait, d’apres le théoréme 2.2, que E admet des bases. Soit Z 'une d’elles, dont on note
n le cardinal. Soit ' une autre base.

Supposons que |#'| > n. Comme %’ engendre E, les n vecteurs de % sont, chacun, combinai-
son linéaire des vecteurs de %’'. D’apres le lemme 2.3, & est liée et on a une contradiction.

De méme, si | %'| < n, c'est A’ qui est liée ce qui contredit le fait que c’est une base.

Par conséquent, | %’'| = n : toute base de E a pour cardinal n. U

Définition 7.2.5
Soit E un K-espace vectoriel non nul de dimension finie. Le cardinal commun de toutes les bases de
E est appelé dimension de E. Par convention, |'espace vectoriel nul est de dimension 0.

Exemple 7.2.6
1. On note K,[X] le sous-espace de K[X] formé des polynomes de degré inférieur a n. Il est donc en-
gendré par (1,X,...,X"). On avu dans 'exemple 1.2 que (1,X,...,X") cette famille est libre. C’est donc
une base de cet espace, qui est donc de dimension n + 1.
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2. On considere K", dont on sait qu’il s’agit d'un K-espace vectoriel. La famille (e;); <<, définie par

Vie(l;n]] =(0,...,0,1,0,...,0)
!

i-eme position

est clairement libre et génératrice de K". Donc K" est un K-espace vectoriel de dimension 7. Les
(ei)1<i<n sont appelés base canonique de K.

Théoréme 7.2.7
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finie n non nulle. Soit & une famille finie de vecteurs de
E, avec|Z| = p.

Si elle est génératrice, on a p > n, avec égalité si et seulement si c’est une base deE.

Si elle est libre, on a p < n, avec égalité si et seulement si c’'est une base deE.

Preuve : On suppose & génératrice et on définit
A={ZF'|| F' c F et F' génératrice de E}

Evidemment, A n’est pas vide puisqu’il contient 'entier p, qui est le cardinal de &, qui est gé-
nératrice de E par hypothése. Toute partie non vide de N admet un plus petit élément; posons
q = MinA. 1l existe donc une sous-famille &' de &, de cardinal g, génératrice de E.

Si &' est liée, on sait d’apres le théoréeme 1.3 qu'il existe e € &' tel que &'\ {e} engendre le
méme sous-espace que &', c’est-a-dire E. Ceci implique que g — 1 appartient a A, ce qui contredit
la définition de g. Par suite, &' est libre et génératrice de E : c’en est une base et on a donc g = n,
d’aprés le théoréme 2.4. Or, #' < & donc n = q < p.

Si on suppose qu'il y a égalité, |F'| = |F|; d’apres le cours sur les ensembles finis, #' = Z.
Donc & est une base de E.

On passe a la deuxieme partie du théoreme. Supposons que & est libre. Si p > n, le lemme 2.3
implique que & est liée, puisque ses éléments sont, chacun, combinaison linéaire de n vecteurs
formant une base de E. D’ol1 p < n.

Enfin, on suppose qu'’il y a égalité. Si & n’est pas génératrice, il existe x € E qui ne soit pas dans
Vect%. D’apres le théoréeme 1.3, & U {x} est une famille libre, de cardinal n + 1, ce qui contredit le
fait que E est de dimension n. Ainsi, & est aussi génératrice : c’est une base de E. OJ

7.2.4 Sous-espaces des espaces de dimension finie

Théoréme 7.2.8
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F est de
dimension finie et dimF < dimE, avec égalité si et seulement siF = E.

Preuve: Si E ou F est réduit a {0}, le théoreme est trivial. On suppose donc que E est de dimension
n >0 et que F est un sous-espace de E, non réduit a {0}. Soit % une base de E.

On considere I'ensemble .# de toutes les familles libres d’éléments de F. D’abord, .# n’est pas
vide puisque si x est un élément non nul de F, la famille (x) est libre. Ensuite, si £ est une famille
libre d’éléments de F, son cardinal est inférieur a n : en effet, si |.£| > n, les vecteurs de £ sont,
chacun, combinaison linéaire des vecteurs de 4, puisque % engendre E; d’apres le lemme 2.3,
X estliée, ce qui est exclu. On a donc
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VLeF IZI<n

Par suite, 'ensemble {|Z| | & € %} est inclus dans N, non vide, majoré par n. Il admet donc un
plus grand élément, qu’on note p. Et par définition de p, il existe une famille libre £ = (e, ..., e))
d’éléments de F.

On suppose que £ n'engendre pas F. Alors il existe x € F, qui ne soit pas combinaison linéaire
de (ey,...,e,). Mais du coup, la famille (ey, ..., ey, x) est libre, de cardinal p + 1 Ce qui contredit la
définition de p, comme plus grand cardinal d'une famille libre d’éléments de F : £ engendre F.

Par suite, £ est libre, génératrice de F : c’est une base de F, qui est donc de dimension finie
égalea |Z|=p < n.

Maintenant, si on suppose qu’il y a égalité, c’est-a-dire que p = n. Comme £ est libre, le théo-
reme 2.7 implique que c’est une base de E. Comme c’était déja une base de F, on en déduit que
F=E. t

Lemme 7.2.9
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, dont une base est # = (ey, ..., ey). Soit (f1,..., Ip)
une famille libre de vecteurs deE, avec p < n. Il existe i € [ 1; n]] tel que (f1,..., fp, e;) soit libre.

Preuve : C’est trivial. On suppose que ce n’est pas le cas. Alors chaque e; est combinaison linéaire
de (fi,..., fp), etle lemme 2.3 implique que & est liée : contradiction. U

Lemme 7.2.10

SoitE unlK -espace vectoriel. Soient & et§ deux familles libres de vecteurs deE. VectF et Vect§ sont
en somme directe si et seulement si & U est libre. Dans ce cas, & U9 est une base de Vect S & Vect§
etFNY =¢.

Preuve : Donnons des noms aux éléments de & et ¢4 en posant :
g:(fly---)fp) et (g:(fp+1’---’fm)

On note aussi F =Vect%# et G =Vect¥

Supposons & U¥ libre. Soit x € Fn G. Alors

p
AN, AP EKP x= Y Ak
k=1

m
et 3()\n+1,...,)\m)€ﬂ§m_p x=— Y Arfk
k=p+1
FEN P m
d’ou Y Akt X Aefk=0
k=1 k=p+1

Mais la famille (fi,..., fin) est libre donc les (A;)i1<i<m,m sont nuls. Dot x = 0 et FNG = {0} :
ces sous-espaces sont en somme directe.

Réciproquement, si FN G = {0}, montrons que % U¥ est libre. On se donne une combinaison
linéaire nulle des éléments de & U ¥ : soit (Ay,...,A;;) e K™, tel que

m
> Aiefk=0
k=1
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m
Aefe=— X Acfe
1 k=p+1

Alors

7[\’]3

Notons x ce vecteur ; d’apres I'expression du membre de gauche, x appartient a F. Et d’apres celle
du membre de droite, x appartient a G. Par conséquent, x = 0. D’ou

p m
X Afk=0 et 2 Aefk=0
k=1 k=p+1

Comme & et ¢ sont libres, on obtient
Vkelll;pll Ar=0 et Vkelp+1;m] Ar=0
Donc tous les (A;)1<;<m sont nuls et & U¥Y est libre.

Montrons la derniere partie du théoreme. On suppose & U ¥ libre et on note H le sous-espace
qu’elle engendre. 1l est clair que F @ G contient H, puisque H est le plus petit sous-espace de E
contenant & et 4.

Etil est également clair que H contient F & G. En effet, H est un sous-espace contenant &% donc
contient le sous-espace engendré par & ; de méme, H contient G. Donc H contient FUG et contient
donc F® G. D’'ou H = F& G. Par suite, & U¥ est une partie libre, génératrice de F @ G : c’en est une
base. 0

Corollaire 7.2.11
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient F et G des sous-espaces. Ils sont en somme
directe si et seulement si

dim(F+G) =dimF+dimG
De plus, si F et G sont supplémentaires dansE, on a
dimG = dimE — dimF
Preuve : Comme F et G sont de dimensions finies, d’apres le théoreme 2.8, ils admettent chacun
des bases. Notons & et ¢4 des bases de F et G. On a
dimF = |&| et dimG = |¥4|

donc dimF+dimG = |Z| + |¥|

Supposons que F et G sont en somme directe. D’apres le lemme 2.10, & U¥ est une base Fe G
etZN¥Y =¢@.Donc

dimFeQG) =|Fu¥Y9| =|F|+|¥9|=dimF+dimG
Réciproquement, si la relation
dim(F+G) =dimF +dimG
est satisfaite, on a
dim(F+G) = |ZF|+ 9|
Or, # U¥ engendre F + G donc d’apres le théoréme 2.7,
dim(F+G) <|F u¥Y|

Donc | F|+ |9 < |F UuY| =|F|+|9]|-|F NG|
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et il s’ensuit que |F NY|=0

Dongc, finalement dimF+G) = |F u¥|

Autrement dit, & U¥ est une base de F+G; elle est libre, toujours d’apres le théoreme 2.7. D’apres
le lemme 2.10, F et G sont en somme directe.

Maintenant, si F et G sont supplémentaires dans E, on a E=F & G. Donc
dimE =dimF +dimG

et dimG =dimE —-dimF ]

Concretement, ce théoreme nous dit que si F et G sont en somme directe dans un espace
de dimension finie, on obtient une base de F ® G en réunissant une base de F et une base
de G.

Théoréme 7.2.12 (Théoreme de I'échange)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, dont une base est = (e, ..., e,). Soit F un sous-
espace strict deE, de dimension p < n, dont une base est (fi,..., fp). Il existe iy,...,in—p € [[1; nll, tels
que(fi,..., fp,€ipr-e e,-nfp) soit une base deE.

Preuve : On applique le lemme : il existe i; € [[1; n]] tel que (fi,..., f,e;) soitlibre. Si p+1 = n,
cette famille est une base de E et on a fini. Sinon, p+1 < n et d’apres le lemme, il existe i € [ 1; n]]
tel que (f1,..., fp, ei;, e;,) soitlibre. Si p +2 = n, c’est une base de E et on a fini. Sinon, p+2 < n et
on recommence. On pourrait montrer par récurrence qu'apes n — p étapes, on obtient une famille
libre (f1,..., fp,€iy»- o @in,p) ; cette derniere étant de cardinal p, c’est une base de E. U

Corollaire 7.2.13 (Théoréeme de la base incompléte)
Soit E unK -espace vectoriel de dimension finie n. Soit F un sous-espace strict, dont on se donne une
base (fi,..., fp). Il existe des vecteurs fy+1,..., fn tels que (f1,..., f) soit une base deE.

Preuve : Conséquence immédiate du théoréme de I’échange. U

Corollaire 7.2.14 (Existence de supplémentaires)
Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace de E admet des supplémentaires.

Preuve : Soit F un sous-espace de E. Si F = E ou F = {0}, le théoréme est trivial. Si F est strict,
il est de dimension p < n. Donnons-nous une base (fi,..., fy) de F. D’apres le théoreme de la base
incomplete, on peut compléter cette famille en une base (fi,..., ;) de E. Posons

F={f1,..., [p} G ={fp+1,--» fu} et G =Vect¥

Par définition, F est le sous-espace engendré par . Comme & U¥ est libre, le lemme 2.10 assure
que F et G sont en somme directe. En outre, cette famille engendre F&e GdoncE=F& G: G estun
supplémentaire de F. U

Corollaire 7.2.15 (Relation de Grassmann)
Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie. SoientF et G deux sous-espaces. On a

dim(F+G) =dimF+dimG-dim(FnQG)
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Preuve : On sait qu’il existe un supplémentaire Sp de FnG dans F :
FNnG)eSg=F

Montrons que G et Sg sont supplémentaires dans F + G.

D’abord, soit x € GN Sg. Comme Sg c F, x est dans FNG. Or, FN G et Sg sont en somme directe,
donc x = 0. Ce qui établit que G et S sont en somme directe.

Ensuite, si x est dans F + G, il se décompose comme somme d'un vecteur de F et d'un vecteur
deG:

dxpeF dxgeG X =Xp+Xg

Puisque F = (FN G) N S, xr se décompose lui-méme comme somme d’'un vecteur de FN G et d'un
vecteur de S :

dye(FnG) 3Fze€Sp Xp=)y+2z

d’ou X=Xp+Xg=yY+2+XG=2+)+XG
—
eG
donc x est dans S + G. Ce qui établit la premiere inclusion

F+GcSpa G

Pour l'inclusion réciproque, il suffit de constater que Sy = F+ G (car F + G contient F, qui
contient lui-méme Sg) et G < F+G. Donc F+G est un sous-espace de E, contenant SpUG il contient
donc Sg @ G. Par suite,

F+G=SgaeG
D’apres le corollaire 2.11,
dim (F+ G) =dimSg +dimG
Toujours d’apres ce corollaire 2.11 et parce que F = (FNG) & Sg, on a

dimF =dim (FNnG) + dim Sg soit dimSg =dimF-dim(FnG)

d’ou dim(F+G) =dimF+dimG-dim(FnG) U

Pour prouver ce théoreme, on aurait aussi pu procéder ainsi : on note
p=dimF g =dimG m=dim((FNnG)

et on prend une base (ey,...,ey) de FNG. 1l existe (ey,...,em, fm+1,..., fp) base de F et
(e1,...,em, &m+1,---,8q) base de G, obtenues en complétant (ey, ..., e,,). Il suffit de montrer

,@: (ely---,em;fm+1’---,fp;gm+1’---,gq)

est une base de F+Gj; en effet, puisqu’elle a pour cardinal p+q—m, larelation de Grassmann
s’ensuit.

Comme & est obtenue en réunissant une base de F et une base de G, elle engendre
F + G. La seule technicité est la liberté de cette famille. Il faut se donner une combinaison
linéaire nulle

p q
arer+ X Apfet X k& =0

1 k=m+1 k=m+1

TM3
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et montrer que tous les coefficients sont nuls. En posant

m p q
x=Y ogex+ X Aife=— X M8k
k=1 k=m+1 k=m+1

on observe que x appartient a la fois a F et a G. Donc x € Fn G; c’est-a-dire que x est uni-
quement combinaison linéaire des vecteurs (ey, ..., e,;). Ceci implique automatiquement

p q
> Afk=0 et > Hk8k=0

k=m+1 k=m+1
A m
et par suite, Y arer=0
k=1

Comme les familles (ey, ..., en), (fm+1,---, fp) €t (&m+1,..., &) sontlibres, il s’ensuit que les
(o) 1<k<my 188 A my1<ik<p etles (k) mr1<k<q sont nuls. & est donc libre.

7.2.5 Applications linéaires et espaces de dimension finie

Théoreme 7.2.16
Soient E et F deux K -espaces vectoriels, avec E de dimension finie. Soit f € £ (E). Alors Im f est de
dimension finie, inférieur a dimkE. Il est engendré par l'image d’'une base deE.

Preuve : Donnons-nous une base (ej,...,e;) de E.Ona

Im f = f(B) = {f(x) | x€ E}
= {f( i Xkek) | (xl’---»xn)E[K”}
k=1

={ X 5eften | ey )
=1
Im f = Vect(f(e1),..., f(en))

On voit donc que (f(e1),..., f(en)) engendre Im f, qui est donc de dimension finie. U

Théoréme 7.2.17
Soit n un entier non nul. Tout espace vectoriel de dimension n est isomorphe alK".

Preuve : Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7. Soit % une base de E; elle a pour cardinal
n. D’apres le corollaire 1.11, I'application

E— K"
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. U

Corollaire 7.2.18
Deux K -espaces vectoriels de dimensions finies sont isomorphes si, et seulement si, ils sont de méme
dimension.

Preuve: Si E et F ont méme dimension 7, ils sont chacun isomorphes a K” : il existe des isomor-

phismes g:E — K" et h: F — K". Donc hlo g est linéaire, et bijective ; c’est un isomorphisme
de E sur F.
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Nous pouvons méme préciser un tel isomorphisme une fois qu'on s’est donné une base %
de E et une base % de F. En effet, on sait d’apres le corollaire 1.11 qu’on peut prendre pour
g l'unique application linéaire de E dans K", qui envoie les vecteurs de Z sur la base cano-
nique de K". Tandis que k™! est celle qui envoie la base canonique de K" sur les vecteurs
de €. Donc h™!o g est I'unique application linéaire de E dans F, qui envoie les vecteurs de
A sur ceux de €. Plus précisément, si on développe

B =(eq,...,ey) et C =0 fn)

alors V(x1,...,x,) € K" h_log(

WM:

n
xkek) = Y xrfk
1 k=1

Réciproquement, supposons que E et F sont isomorphes. Il existe f € .Z(E, F), bijective. Notons
n et m les dimensions respectives de E et F. D’aprées le théoreme 2.16,

dimimf<n

Or, f estsurjectivedoncIm f =F. Dot m < n.
Pour I'inégalité inverse, on utilise f~!, qui est surjective de F dans E. Donc E et F ont méme
dimension. ]

Définition 7.2.19
Soient E et F deux K-espaces vectoriels, avec E de dimension finie. Soit f € Z(E,F). On appelle
rang de f la dimension de Im f.

En vue du théoreme 2.16, si (e, ..., e,) est une base de E, le rang de f sera la dimension du
sous-espace engendré par (f(ey),..., f(en)).

Théoreme 7.2.20 (Théoréme du rang)
SoientE et F deux K -espaces vectoriels, avec E de dimension finie. Soit f € £ (E,F). Alors

dimKer f +rgf = dimE
Preuve: On sait que Ker f admet des supplémentaires, d’apres le corollaire 2.14. Soit G'un d’entre
eux. D’apres le corollaire 2.11,
dimG +dimKer f =dimE

On avudans le cours d’'introduction a l’algébre linéaire que G est isomorphe a Im f; donc ces deux
sous-espaces ont méme dimension. Par suite,

dimIm f + dimKer f = dimE 0J
Corollaire 7.2.21

Soient E et F deux K -espaces vectoriels de méme dimension finie. Soit f € £ (E,F). Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. f estinjective;

2. [ estsurjective;
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3. f est bijective.

Preuve : Conséquence immédiate du théoréme du rang et du théoréme 2.8. U

Corollaire 7.2.22

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Les hyperplans de E sont ses sous-espaces de di-
mensionn—1.

Preuve: Soit H un sous-espace de E. Si H est un hyperplan, c’est le noyau d'une forme linéaire non
nulle f. Or, Im f =K, qui est de dimension 1 donc

dimH=dimKer f=n—-dimImf=n-1

Réciproquement, si H est de dimension n — 1, il admet une base (ey, ..., e,-1), qu’'on peut com-
pléter en une base (ey,...,e,-1,e,) de E. D’apres le théoréme 1.13, il existe f € £ (E,K), telle que

fle)=---=flen-1)=0 et fle))=1
f estune forme linéaire non nulle, dont le noyau contient H. Or, Ker f et H ont méme dimension
n—1 donc sont égaux d’apres le théoréme 2.8. H est un hyperplan. U
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Chapitre 8

Matrices

8.1 Lesensembles de matrices

8.1.1 Vocabulaire

Définition 8.1.1

Soient n et p deux entiers strictement positifs. On appelle matrice de type nx p a coefficients dans
I<, ou matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans KK, toute application de [[1; n] x [1; p]l
dans K. Leur ensemble est noté M, , ().

Ainsi, si A est une matrice de type n x p, il existe des éléments (a; j)1<i<n de K, tels que
1<j<p

Vi, )elll;nll x[L; pl AG,J) =ai;
On convient donc de noter indifféremment
A=(ajjh<i<cn  oubien  A=(A(,)))i<i<n
1<j<p I<j<p
Il est également agréable de représenter la matrice A dans un tableau

'al,l al,j aLp ]
A: ai,l ai,j ai,p
| an,l e an'j ce an,p ]

Voici maintenant le vocabulaire propre aux matrices :
o Etantdonné (i, D elll; nlIx[[1; pll, le scalaire a; ; est appelé coefficient de A situé ala i-éme
ligne et j-éme colonne.
 Levecteur (a;1,...,a; ;) € KP est appelé i-éme ligne de A.
 Levecteur (ay,j,...,ay ;) € K" estappelé j-éme colonne deA.
e Sin=1,onditqueA=[ay, ‘- a;,p] est une matrice ligne.
a
e Sip=1,onditqueA=| : | estune matricecolonne.
an,1
e Sin = p, on dit que A est une matrice carrée. Lensemble des matrices carrées de type n x n
est souvent abrégé en M, (K).
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e Supposons que A est carrée et que
Vi, )elll;nl>  (>) = a;;=0)

c’est-a-dire que A est de la forme

al,l “ee oo al,n
A= 0 .
0 0 aun

On dit alors que A est triangulaire supérieure.
» Supposons que A est carrée et que

Y, j)elll;n]*  (i<j= a;j=0)

c’est-a-dire que A est de la forme

ain 0 0
A=
: 0
an,l oo oo an'n

On dit alors que A est triangulaire inférieure.
e Supposons que A est carrée et que

V(i,j)elll;nl*  (i#j = a;j=0)

c’est-a-dire que A est de la forme

al,l 0 0
Azl 0

: . .0

0 0 an’n

On dit alors que A est diagonale. Si de plus tous les coefficients diagonaux sont égaux, on dit
que A est scalaire. Enfin, remarquons qu'une matrice est diagonale si et seulement si elle est
a la fois triangulaire inférieure et triangulaire supérieure.

e On appelle matrice identité d’ordre n, notée 1,, la matrice diagonale dans M, (K) dont les
coefficients diagonaux valent 1.

e On appelle matrice nulle d’ordre n x p, notée 0;,, ou 0 lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité,
la matrice dans M, , () dont tous les coefficients sont nuls.

8.1.2 Lespace vectoriel M,, ,(K)

Dans la mesure ou les matrices dans M, , (K) sont des applications de [[1; n]]l x [1; p]] dans
K, cet ensemble est muni de la structure d’espace vectoriel usuelle sur K121l Nous rappe-
lons comment marchent I'addition matricielle et la multiplication par un scalaire, sous le jour des
notations qui ont été définies dans le paragraphe précédent :

Définition 8.1.2

Soient A = (a;,j)1<i<n €t B= (b j)1<i<n dans M, ,(K). La somme de A et B, notée A+B est la
i<y 1<j<p
matrice définie par
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an +b1y1 al,p+b1,p
A+B=(a;;j+biji<i<n = : :
1<j<
ISP an,1+bn,1 an,p+bn,p
En d’autres termes, on additionne deux matrices coefficient par coefficient. Evidemment, 1'é1é-
ment neutre pour I'addition est I'application nulle, c’est-a-dire la matrice nulle dans M, , (K).

Définition 8.1.3
Soient A= (a; j)1<i<n € My,p(K) et A€ K. Le produit de A par A, noté AA, est la matrice définie par
1<j<p
)\alyl )\alyp
AA = (Aaj,j1<isn = :
1<j<p )\an,l )\an,p

Ainsi, on multiplie une matrice par un scalaire en multipliant chaque coefficient de cette matrice
par ce scalaire. Comme expliqué en introduction, ces opérations ne sont autres que les opérations
usuelles sur K1 2P gui en font un K-espace vectoriel. Donc

Théoreme 8.1.4
M, , (K), muni des opérations d'addition interne et de la multiplication externe par les éléments de
K, est un K -espace vectoriel.

On peut aussi en trouver une base et en calculer la dimension:

Théoréme 8.1.5

Les matrices (Ex0)1<k<n définies par
1NN

1si(i, j) = (k0
0si(i,j) # (k0

forment une base de M, ,(K), appelée base canonique. Cet espace est de dimension np.

Vik, Delll; nllx[[1; pll V(@) ell;nllx[1;pll  (Egdi,; :{

Preuve : C’est clair une fois qu'on écrit chacune des matrices (Ex ¢)1<k<n sous forme de tableau.
1<l<p
D’apres la définition de E ¢, cette matrice a tous ses coefficients nuls, sauf un seul : celui se trou-

vant a la k-eme ligne et a la £-eme colonne vaut 1. Sous forme de tableau,

(0 -+ v oo O]
Epe=|: 1 :| < k-émeligne
0 - 0 - 0]
!

¢-éme colonne

Compte-tenu du fait que I'addition matricielle et le produit d’'une matrice par un scalaire se font

coordonnée par coordonnée, on voit que si A = (a;,j)1<i<n, On a simplement
1<j<p
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p n
A= 3 % ajjE;;

j=li=1
ce qui montre que la famille (E; ;) 1<i<n engendre M, ,, (KK).
La liberté est également simplifé] ;fouver : on se donne des scalaires (a;,j)1<i<n tels que
1<j<p
p n
> 2 a;iE;j=0
j=li=1
Ceci implique que la matrice
a - dyp
an1 - Gup
est nulle. Donc tous ses coefficients sont nuls :
V(i,j)elll; nllx[[1; pll ai,j=0
et la famille (E; j)1<i<n estlibre. u

I<j<p

8.1.3 Le produit matriciel

On se donne trois entiers strictement positifs n, p et g. Le produit matriciel est une nou-
velle opération, externe la plupart du temps, entre les espaces M, , (K) et M, ;(K). Elle est définie
comme suit

Définition 8.1.6

Soient A= (a; j)1<i<n € Mpp(K) et B= (b; j)1<i<p € Mp ¢(K). Le produit de A et B, noté AB, est
INNZ 1<j<q

la matrice de M, 4 () définie par

a, kb, p
1

ﬂl,kbk,l
1

Thﬂm
Thﬂu

p
AB = ( )3 “i,kbk.j)lgign =
k=1 1<j<q

amkbhl
1

#Pﬂu
Wbﬂu

amkbhp
1 ]

Prenons le temps d’analyser la formule donnant le terme général du produit AB, de maniere a
la dédramatiser. Soit (i, j) € [[1; n]] x [1; g]] et intéressons-nous au coefficient (AB); ;, se situant a
la i-eme ligne et j-éme colonne de AB. Par définition, il vaut:

p
(AB); j = kzl a; i by, j

Il fait donc intervenir les coefficients de la i-éme ligne de A et ceux de la j-éme colonne de B :
by,
LiA) =laiy ---aipl et CjB)=
by,

On voit que (AB);,j est obtenu simplement en multipliant entre eux :
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* le premier coefficient de L;(A) et le premier coefficient de C;(B);
* le deuxieme coefficient de L;(A) et le deuxieme coefficient de C;(B);

._’

e le p-éme coefficient de L;(A) et le p-éme coefficient de C; (B).
Puis on additionne les nombres calculés, ce qui donne (AB); ;.

Exemple 8.1.7
1. Prenons les matrices

SHRE
T

1 2]
(1 1] 2 3 -2
alors AB=|2 3 [i ; _;]:ls 8 —7’
1 2] 3 5 -5

2. Soit A€ M, ,(KK). Dans la mesure ou tous les coefficients de la matrice nulle de M, 4 (IK) sont nuls,

p
V(i,)elll;nll x([1;91  (AB);; = kglai,kbk,j =0
Y

donc Ax0p4=0nq

De méme, 0g,nxA=0gq,p

On voit donc que le produit d'une matrice nulle, que ce soit a gauche ou a droite, par n'importe quelle
matrice de dimensions compatibles, est une matrice nulle.

3. Soit A € My, ,(K). Prenons pour B la matrice I, identité d’ordre p. C’est la matrice carée p x p dont
tous les coefficients sont nuls sauf ceux de la diagonale, qui sont égaux a 1. La produit A x B sera donc
une matrice n x p et

p
Vi, )elll;nllx[1;pll  (AB)ij= X aix by =aijbjj=ai;
k=1 ——
=0 si k#j
donc AxI,=A
De méme, I, xA=A

Le produit de la matrice identité, que ce soit a droite ou a gauche, par une matrice A de dimensions
compatibles, est égal a A.

La proposition suivante résume les propriétés élémentaires du produit matriciel :

Proposition 8.1.8
1. YAeK VABeM,,[K) VCeM,, ) (AA+B)C=AAC+BC
2. VAeK VAeM,,[K) VB,C)eM,, K) AAB+C)=AB+AC

3. VAEM,,,(K) VBEM, () VCeM,,(K) A(BC)=(AB)C
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Preuve : Nous ne montrerons que les propriétés 1 et 3; la deuxieme se démontre de la méme
maniere que la premiere.
Soient A € K, A et B dans M, , (K) et C dans M, 4(IK). On a

14
VG, DNl x(1;q]  (AA+B)C);; = X MA+B)ikc,
=1

Les opérations d’addition et de multiplication externe dans M, ,(K) se font coordonnée par coor-
donnée donc

p
V@i, )ell;nllx(1;41  (AA+B)C);; = kZ (Aaj i+ bi k) Cr, j
=1
p p
=AY aixCkj+ X bikc,j
k=1 k=1
(AA+ B)C)l.yj = A(AQ);,j + (BC); j = AAC+BC); j

La propriété 2 se démontre de la méme maniere.
Passons a la troisieme propriété. Soient A € M, , (K), Be M, 4(K) et Ce My - (K). Soit (i, j) dans
[[1;n]l x [[1; r]l; puisque la matrice A est de type n x p et la matrice BC est de type p x r, on a

(ABO); ;= ¥ a;k(BO)y,
S =

D’apres la définition du produit BC, on a

q
Vkelll;r] (BC)k, j :eZ brece,j
=1
r q r q
donc (ABC)); ;= X @ik X becej= Y ¥ aikbiece
k=1 =1 k=10=1

On intervertit]’ordre des sommes :

q r q r
(ABQ)),; .= Y X aijrbrecej= % ( )3 ai,kbk,e)ce,j
O | 0=1 k=1

et on reconnait, dans la somme intérieure, le coefficient (i, ¢) de la matrice AB. Donc

q
(ABO); ; = L ABiccej = ((AB)C); ;

donc on a bien A(BC) = (AB)C [l

Remarquons qu’il n'y a aucune raison d’espérer que le produit matriciel commute. Pre-
nonsA€ My ,(K) et Be M, 4(K) ; le produit AB est parfaitement défini, c’est une matrice de
type n x g. En revanche, le produit BA n’aura de sens que si g = n. Donc il n’est méme pas
défini en général.

Mais, méme si est dans le cas favorable ol1 les dimensions de A et B sont suffisamment
compatibles pour que les deux produits AB et BA aient un sens, il toujours faux en général
que AB = BA. Par exemple, supposons que A € Mn,p([K) etBe Mp,n([K). Alors AB € M,,(K)
tandis que BA € M, (K) : ces deux matrices ne sont pas de méme type en général, sauf si
n = p et ont trés peu de chances d’étre égales. Par exemple :
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1
A=[1 1 1] B=]|1
1

111
AB=[3] BA=(1 11
111

Dong, le seul cas ol on peut espérer que, peut étre, A et Bcommutent est le cas ou elles
sont toutes deux carrées, de méme taille. Mais observons I'exemple :

1 0 0 1
w=loo] oo

00 00

01 00
as=|g o Ba=g ol

8.1.4 La transposition

La transposition est la transformation qui échange lignes et colonnes d'une matrice :

Définition 8.1.9
On appelle transposition |'application

Mn,p(K) - Mp,n(K)
al o dip air - Adin

—
Qn,1 an,p aip - 4pn

Si AeM,,,(K), son image par la transposition est appelée sa transposée et on la note ‘A.

1 2
3 2] est

-1 6

Exemple 8.1.10
La transposée de

1 3 -1
2 =2 6]

Théoréme 8.1.11
Pour tous entiers non nuls n et p, la transposition est un isomorphisme de M, , (K).

Preuve : La linéarité est évidente. Et on observe que transposer deux fois une matrice ne change
pas cette derniére, donc la transposition sur M, , () est inversible, d’inverse la transposition sur
Mp,n (K). O

Théoréme 8.1.12
VAEM,,(K) VBeEM,, () !(AB)='B’A

Preuve : Les matrices ‘B et ‘A sont respectivement dans M, , () et M, , () donc le produit ‘B*A
est dans My , (). Calculons chaque coefficient de cette matrice: si (i, j) € [[1; g]l x [1; n]], ona
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p
(‘B'A); j = kZ (‘B (‘A)gj
-1

Or, si k€ [[1; pll, le coefficient d’ordre (i, k) de ‘B est le coefficient d’ordre (k, i) de B, puisque la
transposition échange les roles des lignes et des colonnes; de méme pour (‘A)g, ;, qui vaut a; i.
Donc

p
(‘B'A);j = kZ briajx = (AB);;
=1
et on a bien (‘B'A) = {(AB) O

8.1.5 Lalgebre M,,(K)

Nous avons pu observer que le produit matriciel, défini plus haut, est en général une opération
externe : en général, si A et B sont des matrices de dimensions compatibles pour que le produit AB
existe, ce dernier n'est pas dans le méme ensemble matriciel que A ou B.

En fait, le seul cas ol les matrices A, B et AB vivent dans le méme ensemble de matrices se
produit lorsque ces matrices sont toutes trois carrées, de méme dimension. Cela donne un statut
particulier aux ensembles de matrices carrées, puisque ce sont les seuls pour lesquels le produit
soit une opération interne.

Les propriétés du produit, obtenues dans le paragraphe 1.3, nous donnent :

Proposition 8.1.13
Soit n un entier non nul. Lensemble M ,(K), muni de Uaddition, du produit externe et du produit
matriciel, est une algebre associative. La matrice 1, est élément neutre pour la multiplication.

Mais on observe également que la transposition sur M, (K) est une opération interne : si A est
carrée n x n, la matrice ‘A est obtenue en échangeant lignes et colonnes de A. Elle est donc n x n
également. On a mieux : puisqu’on a vu que transposer deux fois une matrice nous redonne celle-
ci,

Théoreme 8.1.14
La transposition est une symétrie sur M, ().

D’apres I’étude des symétries dans les espaces vectoriels, on sait que
M, (K) = Ker (*—T) ® Ker (" +1)
On a d’ailleurs déterminé explicitement cette décomposition :
A+'A A-'A

+

VAeM, (K A=
n(K) 5 2

Définition 8.1.15
Les éléments de Ker (" —I) sont appelés matrices symétriques; ce sont les matrices égales a leur
transposée, c'est-a-dire de la forme

a, a2 ain
ary dyy

: . An-1,n
al,n e an-1,n an,n
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Les éléments de Ker (" +I) sont appelés matrices antisymétriques; ce sont les matrices opposées a
leur transposée, c'est-a-dire de la forme

0 ap a1,n
—ay 0

; . ap-1,n
—din ° —Ap-1,n 0

8.2 Matrices et applications linéaires

Ce paragraphe va nous aider a justifier la raison pour laquelle les opérations sur les matrices
(et en particulier le produit) ont été définies de cette maniere.

8.2.1 Correspondances entre applications linéaires et matrices

Définition 8.2.1
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base %. Si x € E, on appelle
matrice colonne associée a x relativement a la base % |'unique X € M, ; (K) formé des composantes

de x dans la base 4.

Théoreme 8.2.2
SoitE de dimension finie n, rapporté a une base . Lapplication qui a un vecteur associe sa matrice
colonne relativement a % est un isomorphisme d’espaces vectoriels entre E et M, 1 (K).

Preuve : Cette application est simplement

E— Mn,l([K)
X — t[x]%

Il s’agit de la composée de deux isomorphismes d’espaces vectoriels (voir le cours sur les espaces
de dimension finie). OJ

Important : A partir de maintenant, on convient de toujours utiliser des représentations en
colonnes pour les composantes des vecteurs. En d’autres termes, on change de notation :
jusqu’a présent, [x] 4 était la liste des composantes de x dans la base %, présentés sous
forme de ligne. Désormais, [x] # est cette liste en colonnes.

Par exemple, si P = 1 + 2X + 4X? dans I'espace vectoriel K, [X] rapporté a sa base cano-
nique %, = (1,X,X?), ona

1
[Plz, = |2
4

Définition 8.2.3
Soient E et F deux [K-espaces vectoriels des espaces vectoriels de dimensions finies respectives n et
p. On se donne une base # = (ey,...,e,) de E et une base ¢ = (f1,..., fp) de F. Soit ue Z(E,F).
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On appelle matrice de u relativement aux bases % et €, notée Matyz 4 (u), la matrice de
type p x n, dont la i-éme colonne est formée des composantes de u(e;) dans la base % pour tout
ie[l;n].

Exemple 8.2.4
On considere les K-espaces vectoriels K2 et K3. On note ensuite % = (e}, e,) la base canonique de K2 et
%€ = (f1, f2, f3) 1a base canonique de K3 ; rappelons que

1 0 0
61=[(1)] 6’2=[(1) Ah=10 1
0 0 1
Et considérons I'application linéaire
u:k? — K3
|
y -3x+7y

Pour obtenir Maty « (u), on doit calculer u(e;) et u(e,), exprimer leurs coordonnées dans la base % et grou-
per ces coordonnées en colonne, dans cet ordre. On calcule donc

2 -3
u(e)) = 1 =2f1 +f2—3f3 u(ey) = 1] = —3f1 +f2 +7f:9)
-3 7
-3
Donc Matg ¢ (1) = 1 1
-3 7

Pour qu'il soit bien clair que la matrice d’'une application linéaire n’est déterminée qu’'au choix d'une
base prés, prenons le méme u, mais des bases différentes dans K? et K3. Par exemple (et pour ne pas faire
trop compliqué) :

1 -1
B'=(e},e,) avec €= [ ] et e)= [ ]

1 1
0 1 0
et =L avee  fi=|1|  g=|o|  f=|o
0 0 1
-1 _5
Alors ue)=| 2| =2f{-f+4f; ule)=| 0| =0xf/-5f—10f;
4 10
2 0
Donc Matg ¢ (u)=|-1 -5
4 10

Cet exemple, j'espere, illustre bien le fait que cela n’a aucun sens de parler de la matrice d'une application
linéaire. Il est nécessaire de préciser une base pour I'espace de départ et une base pour I'espace d’arrivée.

Exemple 8.2.5
Un exemple un peu plus abstrait cette fois-ci. Prenons pour E et F le méme espace K;[X], des polynémes de
degré inférieur a 2, munis chacun de la base canonique %, = (1,X%, X2). On définit I’endomorphisme suivant :
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VPeE uP)=PX+1)-P

et on cherche Maty,, 4, (). On doit calculer pour cela u(1), u(X) et u(X?), et les décomposer dans la base
canonique. On a

ul)=1oX+1)-1=1

uX)=X+1-1=X

et uX®) =X+12-2X=X2+1
1 01

Par suite, Matgy, . (u)=10 1 0
0 0 1

Proposition 8.2.6
Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimensions finies n et p, rapportés a des bases respectives
A ett.Soientue L (E,F), xeEetyeF. Alors y = u(x) si et seulement si [ylq = Matg o (1) x [x] 5.

Preuve : Posons # = (ey,...,e,), € = (fi,..., [p) et notons A = (a; j)1<i<p la matrice de u par rap-

1<j<n
port aux bases Z et €.
Par définition, la i-eme colonne de A donne les composantes de u(e;) dans €. Autrement dit
p
Vie[l;n] u(e;) = kz a,; fr
=1
X1 N
Notons X=[xlg=| ' |eMui) Y=I[ylg=| "' | €EMp1(K)
n 14
de sorte que x=) xie; et y=% yfk
i=1 k=1

Par linéarité de u, on a

u(x) = u(f xiei) = é:lxiu(ei) -y ¥ Xiag,i fx = > (i ak,ixi)fk

i=1 i=1k=1 k=1"‘i=1

ay,iXi
i=1

donc [u(x)]y = : =AX

[ n

n
ap,i Xi
[ i=1

Puisqu’il y a une correspondance bijective entre un vecteur et la colonne de ses coordonnées dans
une base donnée, on a

y=ulx) = Y=[ulkx)ly=AX

C’est exactement ce qui était annoncé. U
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Proposition 8.2.7
Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimensions finies respectives n et p, rapportés a des bases
A et€. Lapplication

Z(E,F) — Mp,n(K)
u+— Matzy (1)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Preuve : Donnons des noms aux vecteurs des bases respectives de E et F :
B =(ey,...,en) et €=y [p)
Soient u et v dans .Z(E, F), soit A € K. Notons

A= (a;jh<i<p =Matgg(w) et  B=(b;ji<i<p =Matgy ()
1<j<n 1<j<sn

Par définition de la matrice d’'une application linéaire, ceci signifie que

p p
Vie[l;n] u(e;) = kZ ari fx et vie;) = kZ by.i fi
:1 =1
p
Par conséquent, Au+v)(e;) =Aule;) +vie;) = X (Aak,; + by,i) fx
k=1
)\Lllyl + bl,l X )\Lllyn + bl,n
et Matgz ¢ Au+v) = : : =AA+B
)\apyl + bp,l e )\ap,n + bp,n

L'application u — Matg (1) est donc bien linéaire.

Montrons maintenant qu'’il sagit d'un isomorphisme. Cela pourrait étre fait a la main, mais au-
tant utiliser des résultats déja établis. Il suffit de montrer que toute matrice dans M, ,(IK)
représente une unique application linéaire entre E et F, relativement aux bases # et ¢ . Soit donc

A=(a;j)i<i<p € Mp,n(K). Notons
1<j<n

p
Vie[1l;n] gi:kz ay,ifr €F
=1

de sorte que g; soit représenté dans la base ¢ par la i-éme colonne de A.

Nous avons vu dans le cours sur les espaces vectoriels de dimension finie qu'une application
linéaire sur un espace de dimension finie est entierement déterminée par 'image des vecteurs de
base. Il existe donc un et un seul u € Z(E, F) tel que

Viel[l;n]]  ule)=gi
ce qui est équivalent a dire que A = Matg « (). U
Théoréme 8.2.8

Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimensions finies n et p, rapportés a des bases X et ¢ .
Soientu€ £ (E,F) etAe€ My, ,(K). Alors

A=Matys(u) < (VxeE (u(x)]y = Alxl »)

182



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 8 : MATRICES

Preuve : On sait déja, d’apres la proposition 2.6 que si A = Matyg (1), alors
VxeE [u(x)l¢y =Alxlz

Réciproquement, supposons cette assertion vraie. Donnons des noms aux vecteurs des bases
ABetE :

B = (ey,...,ey) et C=(f1,.-r fp)

ay,i
Alors Viell;n] [ule;)ly =Aleilz =

ap,l
Donc pour chaque i € [[1; n]], la i-eme colonne de Maty « (u) coincide avec la i-eme colonne de
A. Ces matrices sont donc égales. 0J
Théoreme 8.2.9

SoientE, F et G trois K -espaces vectoriels de dimensions respectives n, p et r, rapportés chacun a des
bases B, %€ et 9. Soientue L (E,F) etve LF,G). Alors

Maty 5 (vou) = Maty 4(v) x Matg ¢ (u)

Preuve : Remarquons déja que Maty « (1) € M), ,(K) et Maty, 5 (v) € M;,,(K) : on est sir que le
produit Maty 4 (v) x Matg (1) a un sens, ce qui est déja un bon point.
Soit x € E. D’apres la proposition 2.6, on a

[u(x)ly = Matyg 4 x [x] 2

et [v(u(x)], = Maty, 4 () x [u(x)]y = Maty, g x (Matgq (1) x [x]2)

Or, le produit matriciel est « associatif » d’apres la proposition 1.8 donc
[vou(x)lg = Maty, (v) x Maty ¢ (1)) x [x]z

Comme ce résultat est vrai pour tout x € E, on en déduit que

Maty (v o u) = Maty, ¢ (v) x Matyg ¢ (1) O

8.2.2 Matrices inversibles

Définition 8.2.10

Soient n et p deux entiers non nuls, soit A€M, ,(K). Elle est dite
o inversible a droite si, et seulement si, il existe Be M, ,(K), telle que AB=1,;
e inversible a gauche si, et seulement si, il existe Be€ M, ,,(KK) tel que BA=1,,.

Faisons dés maintenant une observation. Si A € M, ,(K) est une matrice inversible a
droite et a gauche, on sait qu'il existe B et C dans M, , () telles que

AB=I, et CA=I,

Par suite, C=CI,=C(AB)=(CA)B=1,B=B

Donc un inverse a droite est aussi inverse a gauche de A et celui-ci est unique.
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Proposition 8.2.11
Soient n et p deux entiers non nuls. Soit A dans My, ,(K) ; on note u € Z(KP, K™ lapplication li-
néaire canoniquement associée a A. Alors :

o A estinversible a gauche si, et seulement si, u est injective. Dans ce cas, p < n.

o A estinversible a droite si, et seulement si, u est surjective. On a alors n < p.

o A estinversible a gauche et a droite si, et seulement si, u est bijective. Dans ce cas, n = p.

Preuve : On démontre chaque point dans l'ordre. Dans toute la démonstration, on notera
PBn = (e1,...,en) et By = (fi1,..., fp) les bases canoniques de K" et K”. On rappelle que, par dé-
finition de ©, on a

VxeKkP u(x) =Ax

et que Matggp,@n (u) =A

 Supposons d’abord que A est inversible a gauche. Il existe B € M, ,(K) telle que BA = 1,,.
Doncsi x € Keru,ona

0=u(x)=Ax

donc 0=B0=BAx=x

ce qui montre que u est injective.
Réciproquement, si u est injective, on sait que (u(f1),..., u(fp)) estlibre dans K". Ceci assure
en particulier que p < n. Pour simplifier, on pose

Vielll;pll  u(f)=yi

On peut compléter la famille (y,..., yp) en une base (y1,..., y,) de K. On note v 'unique
application linéaire de K" dans K7, telle que

fisii<p

Vielll;n] V(yi):{osinon

Alors Viell;pll vou(f)=vu(f)=vWy)=fi

Mais vou € Z(KP) et coincide avec 'identité sur la base (f1,---» fp). Donc vou = idyp.
D’apres le théoreme 2.9,

Ip = Matggp(vo u) = Mat@n,@p(v) X Mat@p,ggn(u)
=A
Ceci montre que A est inversible a gauche.

 Supposons maintenant que A est inversible a droite. On prend B € M, ,(K) telle que AB =1,
et on montre que u est surjective. On prend y € K”; on sait que

y=1,y=(AB)y =ABy) = u(By)

donc u est surjective.
Réciproquement, supposons u surjective. Chaque vecteur de la base 4, est atteint par u :
il existe donc x,...,x, € K tels que

Yie[1l;n] u(x;) =e;

On note v 'unique application linéaire de K" dans K7, telle que
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Viell;nll  vie)=x;
et on pose B= Matggmggp (v)

Ona Viel[l;n] uov(e;) =u(v(e)) =u(x;) =e;

ce qui montre que uo v = idk». D’apres le théoréme 2.9, on a AB = I,,. Donc A est inversible
a droite.
Enfin, le théoreme du rang montre que

dim (Ker u) + dim(Imu) = p

Comme u est surjective, Im u = K" donc on a bien p > n.
e C’est trivial.

Une conséquence immédiate de ce théoreme et du théoréme du rang est :

Corollaire 8.2.12
Soient n un entier strictement positif et A € M, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Aestinversible;
2. Aestinversible a droite;

3. Aestinversible a gauche.

Définition 8.2.13
Soit n un entier strictement positif. L'ensemble des matrices inversibles dans M, (K) est appelé
groupe linéaire d’ordre n et noté GL,(K).

Comment trouver A~! une fois qu’on a A? Comme toujours, en utilisant le lien entre matrices
et applications linéaires.

Si A a été obtenue comme matrice d'un isomorphisme u : E — F relativement a des bases %
et ¢ de E et F, on peut chercher u™! et ensuite écrire Maty 4 (u™!). Cette matrice est égale a A™1.

Mais si A est simplement une matrice n x n donnée en tant que telle, on sait qu’elle peut étre
vue canoniquement comme un endomorphisme de K" rapporté a sa base canonique (ey, ..., ey,).
Pour trouver A1, il « suffit» (c’est difficile et fastidieux) de trouver ses colonnes. Autrement dit,
on doit déterminer A~!(e;) pour tout i € [[1; n]]. Ce vecteur vérifie A(A"'e;) = e; : c’est I'unique
vecteur de K" qui est solution de I'’équation

AXZ@i

aynx +---+ aynXn = 0

qui s’écrit { QinXi+e+aipxy =1

ap1X1+t-+apnx, =0

Bref, trouver A™!, c’est aussi facile que résoudre n systémes de n équations a n inconnues. Youpi!

Théoréme 8.2.14
Soit A € M, (K). A est inversible si et seulement si ‘A Uest. Dans ce cas, (‘A)~! =1(A™)).
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Preuve : Supposons A inversible. Alors AA™! =1, donc
tIn — In — I(AA—I) — t(A—l)tA

et on voit que A est inversible a droite. Donc inversible tout court, d’apreés le corollaire 2.12.
Et son inverse est la transposée de I'inverse de A.
Réciproquement, si ‘A est inversible, alors A = /(*A) I'est aussi d’apres ce qui précéde. Gagné.[]

Théoreme 8.2.15
Soient A et B dans M ,,(K). Le produit AB est inversible si et seulement si A et B sont inversibles. Dans
cecas, (AB)"' =B~ 1AL,

Preuve : Supposons d’abord que A et B sont inversibles. Alors

B A HAB) =B (A 'AB=B"'B=1,
:In

et on voit que AB est inversible a gauche. Donc inversible tout court, d’'inverse B"'A™L.
Réciproquement, supposons que AB est inversible. Alors

I, =(AB)"'(AB) = ((AB)"'A)B
B est inversible a gauche et donc inversible tout court. De méme,
I, = (AB)(AB)™! =A(B(AB)!)

A est inversible a droite, donc inversible. U

8.2.3 Changements de bases

Comme on I'a vu dans le paragraphe précédent, étant donnés des espaces vectoriels E et F
de dimensions finies n et p, Z(E,F) et M), (IK) sont isomorphes. Mais il y au moins autant de
manieres de construire un tel isomorphisme qu’il y a de bases de E et F. Enfongons le clou : I'iso-
morphisme qu’'on a construit a la proposition 2.7 dépend du choix d'une base pour E et d'une
base pour F. Lexemple 2.4 le montre bien.

Du coup se pose la question : disons qu’on ait

o deuxbases # = (ey,...,e,) et ' = (e€],...,e,) deE;

e deuxbases ¢ = (fi,..., fp) et €' = (fll""’flli) de F;

e une application linéaire u € Z(E, F).

Notons A = Matyg ¢ (u) et A = Matg « (u). Existe-t-il une relation entre A et A’? Evidemment,
la réponse est positive.

Définition 8.2.16
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soient % = (ey,...,e,) et &' =(e},...,€}) deux
bases de E. On appelle matrice de passage de 4 a %’ la matrice

PZ =[leflz - le))z]

Exemple 8.2.17
Reprenons les bases
o B=(e1,e) et B =(e],e,) de K?;
« C=(fi,fof5) etC’ = (f], f3, f}) de K>
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de 'exemple 2.4. On a

el —e el +e
el=et+e, ey=-e+tey e =——2 e=—1—2
2 2
/ 1 -1 17 1 1
# _ B _ 2
donc P@_[l 1] et P.a'_z[_l 1]
De méme, fi=r L=h fi=1
01 0 010
donc P2 =[1 0 0 et PS=|10 0
0 0 1 0 0 1
Proposition 8.2.18
Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n. Soient % et %' deux bases de E. Les matrices de
passage Pg et Pg, sont inversibles et inverses 'une de l'autre.

Preuve : La matrice de I'identité, relativement aux bases %’ et 4 est obtenue en placant en co-
. . y . 2!
lonnes les coordonnées, dans la base %, des vecteurs de %’ ; autrement dit, il s’agit de Pg :

P%’ = Mat g, (1)

De la méme maniere, Pg, =Maty 5 (1)

En utilisant le théoreme 2.9,

PZ'PZ = Maty,5() Marz,4 (1) = Mat g, (1) =1, O

Exemple 8.2.19
On peut vérifier ce fait avec les matrices de passage obtenues a I'exemple 2.18 :

, 1[1 -1][ 1 1] 1[2 0©
B DA _ _ =_ =
PeP2=511 1|4 1] 210 2] =

De méme avec les matrices de passages entre les bases ¢ et ¢”.

Proposition 8.2.20 (Loi de 'emmerdement maximum)
Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n. Soient % et %' deux bases de E. Les coordonnées
relativement a chacune de ces bases vérifient la relation :

VxeE  [xlp=P% [xlp

Preuve : C’est un simple calcul. Donnons des noms aux vecteurs de % et 8’ :

B =(e,...,en) KB =(e),...,ey)

n

ainsi qu’aux coefficients de la matrice de passage Pg' :

P7 = (pi,)1<i,j<n
n
Ceci signifie que Vjelll;nl] e;. = El pi,jei

Si x est un vecteur de E, qui se décompose relativement a % sous la forme
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On déroule :

donc

X
n .
x=Y x.e  Cest-a-dire [x]gp=|:
Fart ,
xn
L ! ! & / 4 n da
x= Z xjej = Z xj(. pi,jei) = Z (Z p,‘ij])e,
j=1 j=1 i=1 i=1'j=1
L /
X PLjX;
j=1
v/l
[x]2 = =P [x]z O
L /
Y PnjX;
| j=1 ]

Cette proposition porte ce nom parce que sa conclusion est le contraire de ce qu’'on
espere : en toute logique, compte-tenu de la dénomination, la matrice de passage de & a
A" devrait nous donner les coordonnées relativement a %', en fonction des coordonnées

relativement a Z4. Mais en fait, pas du tout.

inverses I'une de I'autre. En effet,

VxeE [xlp=P%[xlpy et

d’oir VXeE  [xlp=P%P%[xly

B B
P%’ P%” )

Le théoreme 2.8 implique que I, =

Théoreme 8.2.21

Remarquons aussi qu’elle aurait pu nous permettre de démontrer que P

%'

2 et Pg, sont

[x] 5 = PZ, (x5

Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimensions finies n et p. Soient % et %' deux bases deE ;

soient€¢ et¢’ deux bases deF. Soit u€ £ (E,F). Alors

-1
Matg ¢ (u) =P Matsy (WP

Preuve : Notons

A=Matgy(u) A'=Matyg(w P=P%  Q=P7
Si x € E, on pose
X=[xlzg X=klp Y=uXlg Y =[uxls

D’apreés la proposition 2.6,

Y=AX et Y =A'X
D’apres la loi de 'emmerdement maximum,

X=PX et Y=QY
Alors Y =Q ly=Q 'AX=Q'APX
donc VxeE  [u(x))y =Q 'AP[x] 4

Le théoréme 2.8 implique alors que Matg ¢ (u) = Q_lAP, comme annonce.
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Exemple 8.2.22
Vérifions la validité de cette formule dans le cadre de 'exemple que nous avons suivi jusqu’ici. Nous avions
trouvé
2 -3 2 0
Matg ¢ (1) = 1 1 Matg (u)=1-1 5
-3 7 4 10

et les matrices de passages étaient

[0 1 O] 01 0
2! 1 -1 21 —1 1 1 1 ’ r—1
PZ = PZ == PC=|1 0 0 PC =1 00
B 1 1] B 2[_1 1 € €
|0 0 1] 0 0 1
. 1 0] -3 1 -1
Calculons : P:? Matpg’cg(u)PZ;/ =11 0 1 1 [1 1]
0 1] |[-3 |
1 0 -1 -5
=11 0 2 0
0 1]]| 4 10}
2 0
=|-1 5| =Matyg ¢ (u
4 10
8.3 Lerang

On rappelle qu'on a déja parlé a deux reprises d'une notion appelée « rang» : le rang d'une
application linéaire sur un espace de dimension finie et le rang d'une famille de vecteurs.

Si (x1,...,x,) estune famille finie de vecteurs, son rang est la dimension du sous-espace qu’elle
engendre. Tandis que si f € Z(E, F), avec E de dimension finie, alors rg f est la dimension de Im f.
C’est aussi le rang de 'image par f d'une base de E.

Nous définissons une troisieme notion de rang, sur les matrices cette-fois.

8.3.1 Définitions et premiére propriétés

Définition 8.3.1
Soit A€ M, ,(K). Le rang de A, noté rgA, est la dimension du sous-espace de K" engendré par les
colonnes de A.

Définition 8.3.2
Soit E un [K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base %. Soient des vecteurs
X1,...,%p dans E. On appelle matrice de la famille (x1,...,x)) relativement a la base 7 la matrice

Myg(x1,...,xp) = [x1lz - [xp)z]

Théoréme 8.3.3
1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Le rang d'une famille finie de vecteurs
(X1,...,Xp) deE est égal au rang de sa matrice relativement a n'importe quelle base :

Y% base de E rg(xy,...,xp) = 1gMgz(x1,..., Xp)
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2. SoientE et F deux K -espaces vectoriels de dimensions finies. Soit u € £ (E,F). Le rang de f est
égal au rang de toute matrice pouvant représenter f.

Preuve : Soit E de dimension finie, soit (xi,..., X;) une famille finie de vecteurs de E. Donnons-
nous une base # de E. On sait que I'application

®:E— K"
x— [x]z
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, sa restriction au sous-espace engendré
par (xi,...,Xp) est injective; eton a
®(Vect (x1,...,xp)) = Vect([x1]%, ..., [xp]l %)

D’apres le théoréme du rang,

dim (Vect (xy,..., Xp)) = dim (Vect ([x1] %, ..., [Xp] %))

Or, le membre de gauche est le rang de (xi,..., X)) ; tandis que celui de droite est le rang de la
matrice M z(xy,...,Xxp). La premiere proposition est donc démontrée.

Maintenant, donnons-nous E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies n et p. Soit
ue Z(E,F), soient # = (ey,...,e,) et € = (fi,..., fp) des bases quelconques de E et F. On sait déja
que

rgu =dim (Vect(u(er),..., u(ey))) =rg(uler),..., ule,))
Et d’apres la premiére partie du théoreme,
rgu =rgMg (u(er),..., ulen))

Mais la matrice My (u(ey), ..., u(e,)) n'est autre que la matrice de u relativement aux bases % et 6.
Ce qui achéve la démonstration. U

Observons (c’est évident) qu'une matrice A carrée n x n est inversible si et seulement si elle
est de rang n. En effet, si u est 'endomorphisme de K" qu’elle représente canoniquement,
onargu=rgA=n. Donc u est surjective et A est inversible.

8.3.2 Rang et transposition

Lemme 8.3.4
Soient A etB deux matrices de type n x p. On suppose qu’ il existe P € GL, (K) et Q € GL, (K), tels que
B =PAQ. Alors A et B ont le méme rang.

Preuve : Supposons que B = PAQ avec P € GL,(K) et Q € GL, (K). Notons u I'application linéaire de
[KP dans K" dont la matrice relativement aux bases canoniques de ces espaces est A. De sorte que
rgA =rgu, d’apres le théoreme 3.3.

On note aussi

e % labase canonique de R”;

o %' lafamille libre formée par les colonnes de Q;

e ¢ labase canonique de R";

e ¢'lafamille libre des colonnes de P~.
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Compte-tenu de ces notations, Q est la matrice de passage de % a %’ et P~! est la matrice de
passage de ¢ a ¢”. D’apres le théoréme 2.22, B = PAQ est la matrice de u relativement aux bases
P’ et ¢'. Doncrgu =1gB : A et Bont méme rang. O

Lemme 8.3.5
Soit A dans My, , (K). Elle est de rang r si et seulement si il existe P € GL,,(K) et Q € GL, (K) telles que

[0
A=P| 0] Q
Preuve : Le lemme 3.4 montre que si
[0
el 2
avec P et Q inversibles, alors
I
rgA=rg Or g] =r

Réciproquement, supposons que A est de rang 7. Notons u € .2 (K”,K") I'application canoni-
quement associée a A. On sait d’apres le théoreme 3.3 que u est de rang r. Cela signifie que Im u
est de dimension r et Ker u est de dimension p —r.

ATaide du théoréme de la base incomplete, on se donne

e une base % = (ey,..., ep) de IKP telle que les p — r derniers vecteurs de # forment une base

de Keru;

e une base ¢ = (f1,..., fn) de K" dont les r premiers vecteurs sont définis par

Vie[l;r]l  fi=ule)

I, 0
0 0

u est donc représenté, par rapport aux bases canoniques, par A ; et relativement aux bases % et ¢

Alors Matg ¢ (1) =

par 0 0

telles que

I, 0
¢ ] . D’apres le théoreéme 2.22, il existe des matrices inversibles P € GL,(K) et Q € GL, (K)

aef 9o :

Corollaire 8.3.6
Une matrice et sa transposée ont méme rang.

Preuve : Soit A € M, ,(K), dont on note r le rang. D’apres le lemme 3.5, il existe des matrices
inversibles P € GL, (K) et Q € GL, (K) telles que

N P
A_p[o O]Q
I, 0
tA _ t r t
Donc A—Q[O 0] P
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ce qui prouve que ‘A est également de rang r, d’apres le lemme 3.5. U

Lintérét de ce résultat est clair : si on veut calculer le rang d’'une matrice, on peut s’intéresser
indifféremment au rang de ses lignes ou au rang de ses colonnes. Sila matrices a plus de colonnes
que de lignes, ce sera peut-étre plus simple d’étudier le rang de ses lignes.

8.3.3 Rang et opérations élémentaires

Les opérations élémentaires sur une famille de vecteurs ont déja été brievement abordées en
TDs. Nous faisons une étude plus détaillée dans ce paragraphe; au passage, nous obtiendrons un
algorithme pour déterminer si une matrice est inversible et en calculer un inverse.

Définition 8.3.7
Soit A une matrice. On appelle opération élémentaire sur les lignes de A toute transformation du
type suivant :
o échange des lignes i et j de A; cette opération est appelé permutation et sera notée L; < L;.
o multiplication de la ligne i de A par un scalaire a non nul ; cette opération est appelée dilatation
et sera notée L; — al;.
e ajout de la ligne j, dilatée par un scalaire a, a la ligne i ; cette opération est appelée transvexion
et sera notée L; — L; +aL;.
Les opérations correspondantes sur les colonnes sont appelées opérations élémentaires sur les co-
lonnes de A et on les note avec des C a la place des L.

Lemme 8.3.8
Soit A € My, ,(K), soit (i, j) € [[1; n]l x [[1; nll. La matrice E; ;A est la matrice dont toutes les lignes
sont nulles, saufla i-eme, qui contient la j-eme ligne de A.

Preuve : Il suffit de faire le calcul. O

Corollaire 8.3.9
SoitA € My, , (K).

1. Faire la permutation L; — L; revient a multiplier A a gauche par la matrice inversible
In_Ei,i_Ej,j+Ei,j+Ej,i-

2. Faire subir aA la dilatation L; — oL; revient a multiplier A a gauche par la matrice inversible
I+ (- I)Ei,i.

3. Faire la transvexion L; — L; + aL; revient a multiplier A a gauche par la matrice inversible
I, + O(El"j.

Les opérations élémentaires sur les lignes ne changent pas le rang d’'une matrice.

Preuve : Procédons par ordre.

1. Lopération de permutation L; < L; peut étre décomposée de la maniere suivante :

e Onremplace les lignes i et j de A par des zéros. Cela revient a soustraire E; ;A +E; jA a A.
e On ajoute ensuite la j-eme ligne de A en i-eéme position et la i-éme ligne en j-eme posi-
tion. Cela revient a ajouter E; jA+E; ;A.
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La matrice obtenue vaut donc

A—Ei,iA—Ej,jA-l- Ei’jA+ E]"iA = (I, _Ei,i - E]"j + Eiy]' + E]"i)A
I,—E;i—E;;+E;;+E;; estderang n donc inversible (il suffit d’écrire cette matrice pour le
VOir).

2. Lopération de dilatation L; — aL; peut étre décomposée de la maniere suivante :
e Onremplace laligne i de A par des zéros. Cela revient a soustraire E; ;A a A.
e On ajoute ensuite la i-eme ligne, multipliée par a. Cela revient a ajouter aE; ;A a A.
La matrice obtenue vaut donc

A-E;A+aE; ;A= I, + (a—1DE; )A
I, + (a—1)E; ; est de rang n donc inversible.
3. Lopération de transvexion L; < L; + aL; fournit la matrice
A+aE; ;A= (I, +aE; )A
Evidemment, I,, + aE; j estinversible.

On sait que multiplier une matrice par des matrices inversibles ne change pas son rang. Donc
les opérations élémentaires sur les lignes ne changent pas le rang d’'une matrice. UJ

Corollaire 8.3.10
Les opérations élémentaires sur les colonnes ne changent pas le rang d’'une matrice.

Preuve : Les opérations élémentaires sur les colonnes de A sont des opérations élémentaires sur
les lignes de ’A. Elles ne changent donc pas le rang de ’A; mais celui-ci est égal au rang de A donc
c’est gagné. U

Donc le rang d'une matrice peut se calculer en procédant a des opérations élémentaires sur
ses lignes ou ses colonnes. Le but est de simplifier la matrice suffisamment pour qu’elle ait beau-
coup de zéros et que le rang se voie bien a I'ceil nu. Au final, la constatation importante est que si
A€M;_1,p-1(K), alors

8.3.4 Laméthode du pivot

Dans ce dernier paragraphe, nous démontrons que la méthode du pivot marche. C’est a la fois
un outil de calcul du rang, mais nous verrons qu’il nous fournit aussil'inverse d’'une matrice quand
celle-ci est inversible.

Théoreme 8.3.11
Soit A une matrice inversible. A l'aide d’opérations élémentaires sur les lignes de A, il est possible de
transformer A enl,,.
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Preuve : Faisons cela par récurrence sur la taille n de la matrice A. Si A est inversible de type 1 x 1,
elle ne contient qu'un élément «, nécessairement non nul; donc en divisant I'unique ligne de A
par «, on obtient la matrice I;.

Soit n > 0 et supposons le résultat vrai pour les matrices inversibles dans M, (K). Prenons une
matrice A € GL,,41 (K). Si sa premiere colonne était remplie de zéros, son rang serait inférieur a n
ce qui contredit son inversibilité. Donc A admet au moins un coefficient non nul dans sa premiere
colonne. A I'aide d’une opération sur les lignes, on peut 'amener en position (1, 1), diviser la ligne
par ce nombre et se retrouver avec une matrice de la forme

1 | az - aype |
az,

A] =
B

an+1,1

On peut ensuite faire L; — L; — a;1L; pour i € [2; n+ 1]] pour se retrouver avec

[1|a - ayne ]
0

A2 =
B>

0

Faire ces manipulations n’a pas changé le rang de la grosse matrice donc

1+rgBo=n+1 et rgB,=n

Comme B, est de taille n x n, de rang n, elle est inversible. D’apres '’hypothese de récurrence,
on peut manipuler ses lignes pour obtenir I'identité. Cela revient a manipuler de la méme maniere
leslignes 2 a n+ 1 de A,. Apres cette opération, on a

[1|ai, - ayna ]
0| 1

Az=].
0 1

n+l

Enfin, on faitL; — L; — Y a Lk pour obtenir enfin la matrice I,,+1. Ce qui achéve la démonstra-

tion.

4

On est enfin capable de montrer rigoureusement pourquoi la « technique », décrite
en cours pour calculer I'inverse d'une matrice inversible, marche. Voici schématiquement
comment elle fonctionne : on a A € GL,(K) ; on colle A a c6té de I,, pour former une « ma-
trice augmentée » de taille n x 2n. Et on manipule les lignes de cette grosse matrice de ma-
niere a transformerAenl,, :

A

L

3 1| B]
opérations sur les lignes
Par quel « miracle » est-ce que B est automatiquement égale a A~! 2
Rappelons-nous que les opérations sur les lignes d’'une matrice sont équivalentes a la
multiplication a gauche par une matrice inversible, d’apreés le corollaire 3.9. Donc faire
toutes nos opérations sur les lignes de A, c’est multiplier A a gauche par une matrice inver-
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sible P qui code toutes ces opérations. Dans la mesure ou, a la fin du processus, on obtient
I'identité, cela signifie que PA =1, donc P = AL

Ensuite, répercuter ces opérations sur I, c’est simplement multiplier I,, par P. Donc
B=Pl,=P=A"L
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Chapitre 9

Déterminants

L'objet de ce chapitre est d’'introduire la théorie des formes multilinéaires en dimension finie
et d’en étudier une en particulier : le déterminant. Il s’agit d’'un outil théorique trés important en
algebre linéaire, en particulier parce qu'’il permet de caractériser I'inversibilité d'une matrice.

Dans tout ce qui suit, K est corps commutatif dans lequel 2 # 0.

9.1 Propriétés élémentaires du groupe symétrique

On rappelle que le groupe symétrique G,, est 'ensemble des bijections de '’ensemble [[1; r]]
sur lui-méme. Ses éléments sont appelés permutations de [[1; n]]. Le but de ce court paragraphe
est de montrer une propriété de G, essentielle pour la suite de ce chapitre : toute permutation de
[[1; n]] peut s’écrire comme produit de transpositions.

Définition 9.1.1 (Invariant d’'une permutation)
Soient n>1 un entier et 0 € &,,. On appelle invariant de o I'ensemble

Invo ={kel[l;n]l | olk)=k}

Les éléments de Invo sont appelés les points fixes de o.

Définition 9.1.2 (Transposition)
Soit n > 2 un entier. On appelle transposition tout élément de &,, qui a exactement n—2 points
fixes.

Théoreme 9.1.3
Soit n > 2 un entier. Toute permutation de [[1; n]] peut s’écrire comme produit de transpositions.

Preuve : La démonstration se fait par récurrence. Pour tout entier 7, on note #?(n) la proposition :
« toute permutation de [[1; n]] est un produit de transpositions. »
o (2) est vraie : Lensemble .#5 est de cardinal 2 et contient donc deux éléments qu’il est
facile de déterminer :
. 1—2
id et T: {

2—1

T est une transposition, puisque Invt = @ qui est de cardinal 0. Et on a id = T2.

197



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 9 : DETERMINANTS

o Y(n) = H(n+1):Soit n > 2 tel que & (n + 1) soit vraie. Soit 0 une permutation de I'en-
semble [[1; n+1]].
Si n+ 1 est un point fixe de o, alors o est en fait une permutation de [[1; n]] ; d’apres & (n),
o est un produit de transpositions.
Si n+1n’est pas un point fixe de 0, ona o(n+1) # n+1 et on le note a. On définit alors :

k sik¢{an+1}
Vke[[l;n+1] T(k) = a sik=n+1
n+1 sik=a

T est bien une transposition, puisqu’elle a n — 2 points fixes qui sont tous les éléments de
[1;n+1]]saufaetn+1.Etona

Ton+1)=1t(oc(n+1))=1(a)=n+1

Donc to est une permutation de [[1; n+ 1]] qui fixe n+ 1; c’est donc une permutation de
[[1; n]l. D’apres & (n), il existe des transpositions 1y, ..., Ty telles que

T()':‘[l...‘l'k

d’ou O=T "1, Tp=TT1" Tk

puisque T = 1L, Ce qui achéve de démontrer Z(n + 1).
e Conclusion : & (n) est vraie pour tout n > 2. O

Une transposition de [[1; n]] est une permutation qui échange simplement deux éléments
de [[1; n]]. Le théoreme dit donc qu'une permutation quelconque de [[1; n]] est la composition
d’échanges.

Exemple 9.1.4
On prend n = 4. Considérons la permutation de [[1; 4]] suivante :
ocl)=2 o0o@=3 aB)=4 oc@=1

On suit I'idée de la démonstration du théoreme pour réussir a décomposer o : on introduit la transposition
T; qui échange 1 et 4. et fixe 2 et 3. On a alors

1— 1,(2) =2
]2 T@ =3
N13—1@=1
4—1(1) =4

La permutation T;0 fixe 4 et permute 1, 2 et 3. On recommence en introduisant la transposition T2 qui
échange 1 et 3, mais qui fixe 2 et 4. Alors

1— 1,2) =2
] 2@ =1
3— 1o(1) =3
4 Ty(4) =4

Et on remarque que T, T;0 est une transposition, puisqu’elle fixe 3 et 4. On la note 13. On a alors

T2T10 =T3

d’ou 0=T1T2T3

en composant par Ty puis T; a gauche.
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Peut-étre le schéma suivant sera-t-il encore plus clair :
(1,2,3,4) = (2,1,3,4) = (2,3,1,4) = (2,3,4,1)

En appliquant successivement T3, T2 et enfin 11, on a bien obtenu o.

9.2 Formes multilinéaires

9.2.1 Définitions

Définition 9.2.1 (Application partiellement linéaire)

Soient Ej,...,E;,F des [K-espaces vectoriels. Soit f une application de E; x --- x E,; dans F. Soit
kell1; n]l. On dit que f est partiellement linéaire par rapport a la k-éme variable si, et seulement
si, pour tout (X1,...,Xk_1, Xk41s--+,Xn) € By x -+- x Ex_1 x Bgyq x --- x By, 'application

E, — F
X — f(X1,...,Xk—l,x,Xk+1,-..,Xn)

est linéaire.

En d’autres termes, il s’agit d'une application qui, une fois toutes les variables fixées, sauf la
k-éme, devient linéaire par rapport a celle-ci.

Soit f une telle application; soit (x1,..., Xk—1, Xk+1,---»Xn) € By X -+« x Eg_1 x Egyp x -+- x Ej.
La linéarité par rapport a la k-eme variable signifie que, pour tous x, x’' € Ex et tous A, p € KK,

FX1, o, X1, AX+ X, X1y X)) = Af (X1, 000y Xkm1, X, X125 X)
AU (X1, ey X1, X X150 X)

Evidemment, il se pose un probléme de notation si 'on souhaite parler d’'une applica-
tion sur E; x --- x E,, linéaire par rapport a la premiere variable, ou par rapport a la n-eme.

En effet,si k =1, alors k—1=0etiln'yapas despace Ey;sik=1,alorsk+1=n+1et
iln'y a pas d’espace Ej; .

Il n’est pas difficile, cependant, d'imaginer ce que serait la définition rigoureuse dans
le cas ou k =1 par exemple : pour que f soit linéaire par rapport a la premiere variable,
on demande que pour tout (x,...,x,) € Ex x--- x E,, 'application

E, —F
X+— f(xery---rxn)

soit linéaire. De la méme maniere pour une application linéaire par rapport a la derniére
variable.

Il est possible de donner une définition peut-étre un peu plus rigoureuse, en définissant
ce qu'on appelle des opérateurs de projection et d’'insertion. Mais les notations deviennent
vite incompréhensibles.

Exemple 9.2.2
L'application RxR— R  est linéaire par rapport a la deuxiéme variable. En revanche, elle n'est pas

(x,y) — x*y
linéaire par rapport a la premiere.
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Définition 9.2.3 (Application multilinéaire)
Soient Ey,...,E, et F des K-espaces vectoriels. Une application de E; x --- x E;, dans F est dite
n-linéaire si, et seulement si, elle est partiellement linéaire par rapport a toutes ses variables.

Si F=K, on dit que f est une forme n-linéaire.

Si Ey,...,E; sont un méme espace vectoriel E, on dit simplement que f est n-linéaire sur E, bien
que f soit en fait définie sur E”.

Définition 9.2.4 (Application alternée)
Soient E et F des K-espaces vectoriels. Soit f une application de E” dans F. On dit que [ est
alternée si, et seulement si,

V(x1,...,xp) €E" Vi,jell1;n]] (i#jetxi=x;) = f(x1,...,x,)=0

Définition 9.2.5 (Application antisymétrique)
Soient E et F des K-espaces vectoriels. Soit f une application de E” dans F. On dit que f est
antisymétrique si, et seulement si,
Y(x1,...,xp) €E" Vi<jell;n]
f(.X],...,xi—l,.Xj,xl'+1,...,Xj_l,xi,Xj+1,...,xn) = _f(X1,...,.Xn)

9.2.2 Propriétés élémentaires

Proposition 9.2.6
Soient E et F des K -espaces vectoriels. Une application n-linéaire de E dansF est antisymétrique si,
et seulement si, elle est alternée.

Preuve: Soit f une application n-linéaire de E dans F.
Supposons d’abord que f est alternée. Soient (x,...,x,) € E" eti < j € [[0; n]]. On a alors

F e X1, X+ X, Xig 1o es Xj—1, Xi + Xjy Xj41,000s X)) =0

puisque le méme vecteur x; + x; est présent aux positions i et j. Mais en utilisantla n-linéarité de
f, on trouve aussi que

0= f(X1,ee0r Xio1, Xiy Xig1s e s Xj=1, Xj5 Xjt 15 -0+ Xn)
(X1 X1, Xy Xt 1y ooy Xjm 1, Xy Xjg1s -0y Xpg)
F (X1 X1, Xy i1y e s Xjo15 Xiy X4 1y r Xr)
F (X1 Xim1, Xy Xit 1y oo Xjm 1, Xjy Xt 1y oo r Xr)

Comme f est alternée, le deuxieme et le quatrieme terme de cette somme sont nuls. D’ou
f(xl)---)xn) +f(xl)---)xi—lixj)xi+1)---)xj—l)xi)xj+l)---)xn) =0

ce qui démontre que f est antisymétrique.

Réciproquement, supposons que f est antisymétrique. On se donne (x,...,x,) € E” et i, j dans
[[1; n]], distincts. On suppose que x; = Xj. Ceci veut dire que x; se trouve en positions i et j dans
la liste (xy,...,x,). SiI'on échange ces deux termes, cette liste n’est pas changée; mais comme f
est antisymétrique,

f(x1,...,xn):_f(.XI,...,Xn)

d’ou 2f(x1,...,x,) =0
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et comme 2 # 0, il est inversible dans K et il vient f(x,...,x;) = 0. Ce qui démontre que f est
alternée. U

Proposition 9.2.7
SoientE et F desK -espaces vectoriels. Lensemble " (E, F) des formes n-linéaires alternées deE dans
F est un K -espace vectoriel.

Preuve : On montre que cet ensemble est un sous-espace vectoriel de F&), Evidemment, 'appli-
cation nulle sur E” est n-linéaire alternée donc .#""*(E, F) n'est pas vide. Soient f et g deux formes
n-linéaires alternées; soit A € K. On veut montrer que A f + g est n-linéaire alternée.

Soient (x1,...,Xx,) € E" et i, j € [[1; n]], distincts. On suppose que x; = Xj. Alors

()\f+g)(xlr---rxn) = )\f(xly---yxn) +g(xl;---;xn)
Mais comme f et g sont alternées et x; = x;, chaque terme a droite est nul. Donc A f + g est alter-
née.
Montrons aussi la linéarité par rapport a chaque variable. Soit k € [1; n]] ; on se donne une
liste (x1,..., Xk—1,Xf+1,--+»Xn) € Ey X --- x Ex_1 x Eg4 x --+ x Ej;. On sait que les applications

u: E—F et v: E—F
X— f(X1,.e) Xk—1, X, Xk41r- -+ Xn) X— g(X1,.00) X1, X, X£1)-++» Xp)
sont dans .Z (E, F) ; par suite, Au + v est dans cet espace vectoriel. Ce qui démontre que A f + g est
linéaire par rapport a la k-éme variable. 0]
Lemme 9.2.8

SoitE unlK -espace vectoriel de dimension n, rapporté a une base % = (ey, ..., e,). Soit f une applica-
tion p-linéaire de E dans unK -espace vectoriel F. Enfin, soient x1,..., X, dansE, qui se décomposent
ainsi dans B :

n
Vie[l;pll  xi=Y aj;e;
j:l

n n n
Alors fOoxp)=2 X - X ail,laiz,g...aip,pf(eil,eiz,...,eip)
i1=1lix=1 ip=l

Preuve : C’est une conséquence simple de la p-linéarité de f. On pourrait faire une récurrence
sur p, mais cela rendrait peut-étre la preuve plus complexe qu’elle ne l'est. Il suffit de « dévelop-
per f(x1,...,Xp) p fois a la suite. On commence par utiliser la linéarité par rapport a la premiere
variable :
n n
fx,..,xp) :f(‘Zlail,leil,xg,...,xp) = ‘Zlail,lf(eil,xg,...,xp)
= =

Puis on décompose x; dans % :

n n n
f(xlr---rxp) = Z al,il f(eilery---yxp) = Z ail,l f(eilr Z aiz,zeiz!x?n---rxp)
i1=1 i1=1 ir=1

Pour chaque i; fixé entre 1 et 7, on utilise la linéarité de f par rapport a la deuxiéme variable pour
dire que

n n
ail,l f(eilr 'Z] aiz,zeizyx?)r---rxp) = 'Z] ail,laiz,z f(eilyeigrxSy---yxp)
Ip= Ip=
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n n
d’ou f(xly ceey xp) = Z Z ail,laiz,z f(eilr eigrxSy ceey xp)
i1=lix=1
Et1'on continue ainsi, jusqu’a avoir développé par rapport a la p-éme variable. 0
Théoreme 9.2.9

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit f une forme n-linéaire alternée sur E, non
nulle. Soit (xy, ..., x,) une famille de n vecteurs deE. Elle est libre si, et seulement si, f (xy,...,x,) #0.

Preuve : Supposons que (xi,...,Xx,) est libre et que f(xy,...,x,) =0. C’est une base E car E est de
dimension n. Alors, si (yy,..., y,) est un n-uplet de vecteurs de E, ils peuvent se décomposer dans
la base (x1,...,x;,) :

n
Viell;nll  yi= X ajixj
j=1
n
d’ ol fOrn,..oyn) = Z Aiy,1 - Aign [ (Xigs s Xi,)
i1y in=1

On se considere un terme de cette somme : soit (iy,...,i,) € [1; n]]. 1 y a deux possibilités :

o Il existe k < € € [1; n]] tels que iy = ip : autrement dit, deux des indices sont égaux. Alors
dans (x;,,..., x;,), le vecteur x;,_estrépété en k-eme et £-eme position. Comme f est alternée,
f(xil,...,xik) =0.

e Les entiers iy,...,1, sont distincts deux-a-deux : alors (iy, ..., i,) fait apparaitre tous les en-
tiers de 1 a 7, dans le désordre. Mais f est alternée, donc antisymétrique d’apres la proposi-
tion 2.6 ; par suite,

f(xl'l,...,xl'n):if(x1,...,x;1):0

En effet, d’apres le théoreme 1.3, on peut transformer la famille (x3,...,x,) en (x;,...,x;,)
en faisant une succession d’échanges de deux vecteurs. Chaque échange change le signe se
trouvant devant f(x,..., x,).

Par suite, fn,..,yn) =0

et ceci pour tout (yy,...,¥,) € E". Par suite, f est nulle, ce qui fournit une contradiction. Donc si
(x1,...,xp) estlibre, f(xy,...,x,) #0.

Réciproquement, supposons que la famille (xy,..., x,) est liée. Alors 'un de ces vecteurs est
combinaison linéaire des autres. Supposons qu'il s’agit de x; : il existe des scalaires Ay, ..., A, tels
que

n
X1= Y ApXk
k=2

n
Par suite, fx,ecnx0) = X A fxg, X2,...,X5)
k=2

en utilisant la linéarité de f par rapport a la premiere variable. Mais dans chaque terme de cette
somme, il y a le vecteur x; qui est répété : il se trouve en premiere et en k-éme position. Comme f
est alternée, tous les termes sont nuls d’ ot

f(X1,...,xn):0
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Si c’est un autre vecteur que x; qui est combinaison linéaire des autres, on 'amene en premiere
position en I'’échangeant avec x; ; ceci change uniquement le signe de f car f est antisymétrique.
Et on utilise ce qui précede pour trouver que f(xy,...,x,) =0. 0

Corollaire 9.2.10

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Lespace vectoriel X" (E,K) est de dimension 0
ou 1.

Preuve : On montre que deux formes n-linéaires alternées sur E forment une famille liée. Soit
(e1,...,ey) une base de E; soient f et g deux formes n-linéaires alternées sur E. Alors

fley,...,ep) €K et gley,...,ep) €K
donc il existe des scalaires A et p tels que

Af(ey,...,en) +ugley,...,en) =0

D’apreés la proposition 2.7, A f + g est une forme n-linéaire alternée sur E. Mais elle s’annule sur
(e1,...,ey) quiestlibre. Donc A f + pg est la forme n-linéaire alternée nulle. 0

Ce théoreme nous dit donc qu’il y a deux possibilités : soit il n'existe pas de forme
n-linéaire alternée sur E de dimension 7, sauf la forme nulle; ou bien il y en a une et alors
2" (E,K) est de dimension 1.

L'objectif de la prochaine section est de montrer qu'il existe une forme n-linéaire alter-
née non nulle sur E, en la construisant.

9.3 Ledéterminant

9.3.1 Mineures d’'une matrice carrée

Définition 9.3.1 (Matrice mineure)
Soit > 2 un entier. Soient A€ .#,(K) et (i, ) € [1; n]]*>. On appelle matrice mineure d’ordre (i, j)

de A, notée A%J) ou encore m; j(A), la matrice carrée de taille n—1 obtenue en supprimant, dans A,
la i-éme ligne et la j-éme colonne.

Autrement dit, si A = (ak¢)1<ke<n, ON A

Ay si k<i-1 et £<j—-1

—— i) _ Ak, si k>i et £<j—1
VkCelll;n-11 A} = Ages1 i k<i—1 et €>]
Akirerr st k=i et £>j

Observons quesi j = 1, alors les deux premieéres conditions ci-dessus ne peuvent pas se produire.
Cette remarque est utile pour la démonstration du

Lemme 9.3.2
SoientneNetAeM;;2(K). Onsedonnei€|[[1;n+2]letje[[1; n+1]. Alors

MGG = AP LD -1
(A(j+1,1))(z,1) si ] >
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Preuve : Démontrer ce résultat est un vrai bonheur. On peut s’en tirer avec un dessin commenté,
mais il est tres difficile de donner des explications claires dans un texte écrit. On commence par
calculer le terme général de la matrice (A"V)U'D | qui est carrée de taille n, puisqu’elle est obtenue
a partir de A par deux extractions de mineures successives.

Soient k,f€[[1;n]].Ona

(l 1) . .
(A(i,l))gcj'gl) - { (?113 e+1 St k<j-1
’ Ak+1 e+1 S k=j
Agpro si k<i-1 et k<j-1 (1)
. Ari1042 S k>1i et k<j-1 (2)
AGD oD o . . .
puis ( ) Api1042 Si k+1<i—-1 et k> 3)

e Supposons que j<i—1: On peut déja observer que la condition (2) est impossible.
On calcule ensuite

(J,n . .
(AU =11 _ { (Ak e S kSi-2
k¢ 7D . .

Ak+1€+1 si kzi-1
Aporo si k<i-2 et k<j-1 (a)
puis (A(] ]))(l 1 1) Ak+1’f+2 Si k < i -2 et k 2 j . (b)
Agir042 Si k=2i-1 et k+1<j-1 (¢
Agiogrz Si k>i-1 et k+1>j )

On remarque que la condition (c) est impossible. De plus,

- Sik<j—-1,alors k<i-2<i-1doncles condition (1) et (a) sont équivalentes.

— La condition (b) est équivalente a la condition (3).

- Si k+1 > i (qui est la méme chose que k > i—1), alors k+1 > j et k > j puisqu’'on a
supposé que j < i —1. Donc les conditions (4) et (d) sont équivalentes.

Ceci montre que Vi Lel[1;n] (A® 1))(] D= AU 1))(l b

Les deux matrices sont égales, comme annoncé.
e Sij >i:onfait exactement le méme travail et tout marche bien. U

9.3.2 Déterminant d’'une matrice carrée

Définition 9.3.3 (Déterminant d’'une matrice carrée)
Soit A€ M(K). On appelle déterminant de A le scalaire

detA:AI 1A22—A12A21
Soit n > 2 un entier. On suppose construite une application déterminant sur tous les espaces

M3 (K),...,M, (). On pose alors

n+1 R .
VA € M4 (K) detA= Y (=1)""1A;;detAGD
i=1

Ceci définit une application sur M,,;1 (K), qu'on appelle déterminant.

On utilise donc le théoreme de récurrence forte pour définir le déterminant sur chacun des
espaces M, (K) pour n > 2. D’apres la définition, pour calculer le déterminant d'une matrice carrée
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de taille n + 1, on doit calculer les déterminants de toutes les matrice mineures AWV, ... A*+LD
(qui sont carrées de taille n donc pour lesquelles le déterminant est déja défini). Pour chaque
i€ [[1; n+1]],le déterminant de la mineure A®"V est multiplié par (—1)*! et par le coefficient A; ;
qui se trouve justement sur la ligne et la colonne de A qu’on efface pour obtenir A%V Et on ajoute
tout. C’est ce qu’on appelle développer le déterminant de A par rapport a la premiére colonne.

Evidemment, les déterminants des mineures AV, ..., A"*1D se calculent eux-méme par une
formule similaire. Etc, jusqu’a arriver a des matrices 2 x 2 dont le déterminant se calcule par la
formule donnée au début de la définition 3.3.

[lustrons ceci sur le calcul d'un déterminant 3 x 3. Soit A € M3(K). On a, par définition :

An A Alg
detA=det |A21 Az2 Ass
Az1 Azp Az

» ’

[AI,Z Al,sl

detA =A1,1(A22A33 —A32A23) —A21(A12A33 —A32A13) +A3,1(A12A23 —A22A13)
On s’arréte la : la brutalité du calcul est probablement bien illustrée. Maintenant qu’on sait dé-
velopper un déterminant 3 x 3, on peut développer un déterminant 4 x 4 : pour ce faire, il faut
développer quatre déterminants 3 x 3 qui sont les déterminants des quatre mineurs associés a la
premiere colonne de la matrice considérée. Et ainsi de suite.

Proposition 9.3.4
Soitn > 2. Alors detl,, = 1.

Preuve : Un simple calcul montre que
detl, =1x1-0x0=1
On suppose la formule vraie pour n > 2. Les coefficients de la premiére colonne de I,;; sont tous

nuls, saufle premier. Donc

detlps1 = (=)' x 1 x detI'"!) = det1;)

n+1

Mais la mineure Igfl) n’est autre que I,, donc

detl, ;1 =detl,, =1
Le théoréme est donc établi par récurrence. U

On en arrive au point important de cette partie :

Lemme 9.3.5
Soit n > 2 un entier. Soit A € M, (K). Si les deux premiéres colonnes de A sont égales, alors detA = 0.

Preuve: On pose N = n -2 de sorte que n = N + 2. On va devoir accomplir I'exploit de développer
deux fois de suite le déterminant de A. On développe une premiere fois :

N+2 . .
detA= Y (-1)""1A; ; detAV
i=1

N . N+2 i1 N+1 1A GOD) (i1
Une deuxiéme fois : detA= Y (-1)"*"A;; ¥ (-DJY A det((A®D)WD)
i=1 j=1 ‘
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Les calculs qui suivent sont trés désagréables, et je ne parviens pas a les présenter de maniere
compréhensible. IIs seront faits en détail en cours et il faudra s’en contenter.

Mais en pratique, on utilise le lemme 3.2, on fait de grosses manipulations de sommes doubles,
on utilise le fait que les deux premieres colonnes de A sont égales et on trouve que detA=0.  []

Lemme 9.3.6
Soit n > 3 un entier. Soient A € M, (K) eti < j €[[2; nl] tels que les colonnes i et j de A sont égales.
Alors detA=0

Preuve : Il suffit de faire 'observation suivante : si k € [[1; n]], la matrice mineure A%V a également
deux colonnes égales, qui sont les colonnes i —1 et j — 1. Donc une récurrence immédiate prouve
le résultat, apres avoir remarqué qu'une matrice 2 x 2 dont les deux derniére colonnes sont égales
aun déterminant nul :

a a

b b =ab—ab=0 U

det

9.3.3 Déterminant dans K"
Définition 9.3.7
Soit n>2 un entier. On appelle déterminant sur K™ I'application définie par

X110 Xin

)

Y(x1,...,X,) € (K" det(x1,...,x,) =det[x; --- x,] =det

Xn1 0 Xnn

Théoréeme 9.3.8
Soit n > 2 un entier. Le déterminant est une forme n-linéaire alternée surlK". Si l'on note (e, ..., e;)
la base canonique delK", on a det(ey, ..., e,) = 1.

Preuve : On montre le théoréeme par récurrence, en notant &?(n) la proposition : « Le déterminant
sur K" est une forme n-linéaire alternée sur K. »

e Le fait que Z(2) est vraie est un simple calcul. Soient xp, x; € IK?; alors

X1,1 X1,2

det (x1, x0) = det
X2,1 X222

=X1,1X22 —X12X21

Il est clair que si x; = xp, ces deux termes se simplifient ce qui montre que le déterminant
est alterné. La linéarité partielle par rapport aux deux variables est également I'affaire d'une
simple vérification.

e Soit n > 2 tel que & (n) soit vraie. On se donne xi,...,X,41 € K" eti < jelll; n+1],
tels que x; = x;. Si i > 2, le lemme 3.6 montre que det(xy, ..., Xp+1) = 0 puisque la matrice
[x; -+ Xp+1] @ ses colonnes i et j égales.

On suppose donc maintenantque i = 1. Si j =2, le lemme 3.5 montre que (x,...,X;+1) aun
déterminant nul : la matrice [x; -+ Xx,+1] @ ses deux premiéres colonnes égales.

Il reste donc a régler le cas ot i = 1 et j > 2. Pour chaque k,¢ € [[1; n+ 1]], on note x
le vecteur x; dont on a retiré la £-eme ligne. Alors par définition,

(@)
k
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det(x1, ., Bs) = det[x1 - Tyl = > (-1 x0 det [ - x0) ]
(=1

n+l
1 {4 [4
- El(—n’f+ xg1det(x,...,x" )
Il s’agit dans cette somme de l'application déterminant sur K", dont on sait qu’elle est

n-linéaire alternée d’apres & (n). Elle est donc antisymétrique et I’on peut échanger les vec-
0 0

teurs x," etx,”, ce qui a pour effet de changer le signe du déterminant :
1 [4 [4 {4 {4 {4 [4
det(xl,...,xnﬂ):—ezl( 1)1 xp ) det(x() xé), x;._)l,xé),x;il,. glil)

= _det(xl’xj)xf})---’xj—l’x2)xj+l)---)xn+l)

Ce dernier déterminant est nul puisque les deux premiers vecteurs sont égaux.

Reste a montrer la n-linéarité. Commencons par la linéarité par rapport a la premiere va-
riable. C’est simple, compte-tenu de la définition du déterminant : soient x, y, x2,..., X;+1
dans K"l et A€ K.Ona

n+1
det(Ax+y,x2,...,Xp41) = QZ (=D (\xg1 + ye,1) det (xa, ..., Xp11)
=1

n+1 041 n+1 0+1

=AY (=D xg det(xz,..., Xp01) + X (=D ypadet(xo, ..., Xp41)
e:l E:l

det(Ax+y,Xx2,...,Xp+1) = Adet(x, X2,..., Xp+1) +det(y, X2,..., Xp41)

Enfin, si j € [[2; n]], on montre la linéarité par rapport a la j-éme variable. Soient des vec-
teurs x, , X2, ..., Xj—1, Xj+1,-.., Xn+1 €K"*1.Ona

det(x1,..., Xj—1,AX+ ¥, Xj41,.00s Xpy1)

n+1
=y (—1)“1xe,1det(x(e),...,x;e_)l,()\x+y)(")),xj+1,...,xn+1)

1
ntl e O 0 Ax0 40 O L0
:egl(—l) xp,1 det (x, X pAX +y » Xy Xy

Mais d’apres #(n), le déterminant sur K” est linéaire par rapport a la j — 1-eme variable
donc

det(x1,...,Xj—1,AX+ ¥, Xj11,.. 0, Xpt1)

n+1
_ _1\0+1 ©) © © .. (B)
_)\221( 1)""" xp,; det (x pees XD XX Ly Xp0q)
Lo O 0 0 O 0
+El( 1" xpdet(x, ..., x Y ]H,...,an)

= )\det(xl,...,xj_l,x,xjﬂ,---,xn+1)

+det(xy,...,Xj-1,), Xj+1,--» Xn+1)

Ce qui acheve de démontrer & (n+1).
» Conclusion : #(n) est vraie pour tout n > 2.
Enfin, si'on note (ey, ..., e;) la base canonique de K", on a simplement

det(ey,...,e;) =detl,, =1

d’apres la proposition 3.4. UJ
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Corollaire 9.3.9 (Propriété fondamentale)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Une famille de n vecteurs de E est libre si,
et seulement si, son déterminant relatif a n'importe quelle base n'est pas nul.

9.3.4 Déterminant dans un espace vectoriel de dimension finie

Définition 9.3.10
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2. On se donne une base & de E. On appelle
déterminant relativement a la base A |'application

dety: E" — K
(X1,...,Xp) — det(Matg(x,...,x,)) =det([[x1] ..., [xn] 2])

Théoreme 9.3.11
Soit n > 2 un entier. Soit E unK -espace vectoriel de dimension rapporté a une base . Lapplication
dety est une forme n-linéaire alternée sur E et detz(%) =1

Preuve: C’est une conséquence immédiate du théoreme 3.8, et du fait que I'application

E— K”

est linéaire. O

Corollaire 9.3.12
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Lespace £ (E,KK) est de dimension 1.

Preuve: On a montré qu'il existe des formes n-linéaires alternées sur E : le déterminant par rapport
a n'importe quelle base fait I'affaire. D’apres le corollaire 2.10, £ (E,K) est de dimension1. [

Corollaire 9.3.13
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Soient 2 est ¢ deux bases de E. Alors

Vxi1,...,x, €E detp(x1,...,Xx,) = detyz(€) dety(x,...,Xy,)

et dety(€) dety(B) =1

Preuve: Les applications dety et dety sont proportionnelles puisque .2 (E, K) est de dimension 1.
Donc il existe A e K tel que

Vx,...,x, €E dety(x1,...,x,) = Adety(xy,..., X,)

En particulier, detz(%) = Adety (€) = A
d’ ol Vxi,...,x, €E detg(xy,...,x,) =detyz(%) dety (x1,...,Xy,)
Il suffit d’évaluer cette relation sur la famille % pour avoir la deuxiéme formule. U
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9.4 Calculs de déterminants

Evidemment, en I'état actuel des choses, un déterminant est loin d’étre facile a calculer. Pour
des matrices 3 x 3 ou 4 x 4, les calculs sont acceptables. Mais au-dela, le calcul direct devient in-
décent. De plus, nous voudrons ’année prochaine calculer des déterminants de matrices dont les
coefficients sont des indéterminées et si possible les factoriser; un calcul direct ne permet pas
cela. Ce paragraphe établit donc des regles de calcul pratique.

Les premiers théoremes sont donnés sans preuve, puisqu’ils sont des conséquences immé-
diates des théorémes 3.8 et 2.9.

Théoréme 9.4.1
Soit n > 2 un entier. Soit A € M,,(K), dont on note les colonnes Cy,...,C,,. Alors
o Vi<jell;nl] detA=—det[Cy --- Ci—1 Cj Cjt1 - Cj_1 C; Cjyq -+ Cy]
Autrement dit, si on échange deux colonnes d’une matrice, on change le signe du déterminant.
o Vie[[l;n]] VAek AdetA = det[Cy -+- C;_1 AC; Cj41 -+ Cyl
Multiplier une colonne par A multiplie le déterminant de A par A.
o VA e det(AA) = N"detA

Multiplier A par A multiplie le déterminant par \".
n
. Viell;nll VAL...,A,eK"  AidetA=det|C; ---Ci—1 ( ¥ AxCg) Cis1 -+ Cyl
k=1

Remplacer la i-eme colonne par une combinaison linéaire des colonnes de A multiplie sim-
plement le déterminant de A par le coefficient affecté a la i-eme colonne.
En particulier, ajouter a une colonne une combinaison linéaire des autres ne change pas le
déterminant.

» A estinversible si, et seulement si, son déterminant n'est pas nul.

. Vie[l;n]]  detA= Y (-1)'*JA;;detAV")
j=1
Un déterminant peut étre développé par rapport a n'importe quelle colonne.

Exemple 9.4.2
Donnons-nous trois scalaires a, b, ¢ et tentons de calculer le déterminant

1 1 1 1
1 a b c
D= 1 a® b* (2
1 & b A8

Un calcul direct, en développant par rapport a la premiére colonne, par exemple, fournit une superbe ex-
pression que je n’ai pas le courage d’écrire. Mais sil’'on s’y prend avec méthode, on peut obtenir directement
une formule factorisée. Effectuons dans I'ordre :

Cy—Cy4—C3 C3—C3-C; Cr—C-C
Ces opérations ne changent pas le déterminant donc

1 0 0 0
1 a-1 b—a c
1 a*>-1 b*-a*> *-1?
1 a®-1 »-a* 3

D=
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On peut voir que a — 1 se met en facteur dans la premiere colonne; b — a dans la deuxieme et ¢ — b dans la
troisieme :

1 0 0 0

1 1 1 1
D=(a-Db-a)c-b), b+a c+b

1 a®+a+1 b*+ab+a®> c?+bc+b?

On effectue alors les opérations suivantes, qui ne changent pas le déterminant :

Cy—C4—-Cs C3—C3-Cy

1 0 0 0
et il vient D=(@a@-1)(b-a)(c—D>b) 1 ail bgl c?a

1 a’>+a+1 b*+ab-a-1 c*>+bc—ab-a®
On remarque que V’+ab-a-1=0b-Db+D+ab-1)=bB-D(a+b+1)
et de méme c2+bc—ab-a’*=(c—a)(c+a)+b(c—a)=(c—a)a+b+c)

ce qui permet de factoriser b — 1 dans la troisiéme colonne et ¢ — a dans la derniere :

1 0 0 0

1 1 0 0
D=(a-1)(b-1)(b-a)(c—a)(c—Db) 1 a+1 1 1

1 a*+a+1 a+b+1 a+b+c

Et la derniere modification de colonne est C4 — C4 —Cg3 :

1 0 0 0

1 1 0 0
D=(a-D-Db-ac-alc-b|, 1 0

1 a®>+a+1 a+b+c c-1

On factorise le ¢ — 1 de la derniéere colonne :

1 0 0 0
1 1 0 0
D=(a-1)(b-1)(c-1)(b—-a)(c—a)(c—Db) 1 a+1 1 0
1 a®+a+1 a+b+c 1

Ce dernier déterminant se développe sans le moindre probléme par rapport a la derniere colonne, qui est
bien remplie de zéros. Quelques secondes plus tard, il vient

D=(@-1)(b-1)(c-1)(b—-a)(c—a)(c—Db)

Mais on peut faire bien mieux. Il faut cependant travailler un peu plus :

Théoreme 9.4.3
Soit n > 2 un entier. Alors

VA, Be M;u(K) det(BA) = (detB)(detA)

Preuve : On définit Yxi,...,x, € K" f(xy,...,x,) =det(Bxy,...,Bxy,)
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Il est évident que f est une forme n-linéaire alternée sur K” puisque le produit matriciel est dis-
tributif sur 'addition vectorielle. D’apres le corollaire 3.12, f est proportionnelle au déterminant
sur K" : il existe A € K" tel que

Vxi,...,x, € K" det(Bxy,...,Bx;) = Adet(xy,...,x,)

On trouve A en evaluant cette expression sur la base canonique de K", sur laquelle le déterminant
vaut 1. Etil vient que A = detB:

Vxi1,...,x, € K" det(Bx;,...,Bx,) =detB x det(xy,..., x;)
Enfin, on prend pour xi, ..., x, les colonnes de A, dans I'ordre et il vient
det (BA) = (detB) (detA) OJ
Corollaire 9.4.4

Soit n > 2 un entier. Alors
VA eM,(K) detA = det("A)
Preuve : On vérifie sans aucun mal que le résultat est vrai pour les matrices d’opérations élémen-

taires introduites dans le chapitre sur les matrices. Mais toute matrice A € GL,(IK) peut s’écrire
sous la forme

A=E;---Ep
oupeN*etEy,...,E p sont des matrices élémentaires. Par suite,
‘A="E,---'E
d’ou det’A = (det’Ep)---(det'E;) = (detE)--- (detE;) = detA

Si A n’est pas inversible, alors A n’est pas inversible également car ces deux matrices ont le
méme rang. Par conséquent, leurs déterminants sont égaux, tous les deux, a zéro. O

Corollaire 9.4.5
Dans le théoréme 4.1, on peut remplacer le mot « colonne » par « ligne. »

Théoreme 9.4.6
Soient n et p deux entiers non nuls. Soient A € M, (K), B€ M, (K) et Ce My, ,(K). Alors

A C
‘O B‘ = (detA)(detB)

Preuve : On note
e Aj,...,A, €K"les colonnes de A ;
e Cy,...,CpeK"les colonnes de C;
e By,...,B, € KP les colonnes de B.
¢ 0p le vecteur nul dans KP.

Xn
Op

X1
0p

Cp
By

yeeey y

et on définit Yxi,...,x, € K" f(xl,...,xn):det(

G
B |

|

Il est évident que f est une forme n-linéaire alternée sur K” donc il existe A € K tel que
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Vxi,...,x, € K" f(x1,...,x,) = Adet (x1, ..., X5)

On évalue cette expression sur la base canonique de K". Il vient immédiatement que

detB=A
donc Vx1,...,x, € K" f(x1,...,x,) = (detB)det (xy,..., X,)
En particulier, f(Ay,...,A;) = (detB)det (Ay,...,Ay,) = (detB) (detA)
C’est exactement la formule recherchée. O

9.5 Allons plus loin

9.5.1 Déterminant d’'un endomorphisme

Théoreme 9.5.1
Soient n > 2 et E un K -espace vectoriel de dimension finie. Soit f € £ (E). Toutes les matrices repré-
sentatives de f ont le méme déterminant.

Preuve: Il suffit de montrer que le déterminant d'une matrice associée a f ne dépend pas du choix
de la base. On se donne donc deux bases % et ¢ de E. On note B et C les matrices de f relativement
aux bases % et € respectivement, et P la matrice de passage de % a €. On sait que C = PBP~! donc

detC = det (PBP™}) = (detP)(detB)(detP™!) = (detPP~!) (detB) = detB O

Définition 9.5.2
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2 rapporté a une base 4. Si f € Z(E), on
appelle déterminant de f le déterminant de Maty f. Celui-ci ne dépend pas de la base choisie.

Lintérét de cette notion est évident : on peut calculer le déterminant d'un endomorphisme de E
dans n'importe quelle base. Si'on trouve une base « sympathique », dans laquelle f a une matrice
avec beaucoup de zéros, on s’empressera de travailler dessus pour calculer le déterminant de f.
Le théoréme suivant est trivial, compte-tenu de la définition précédente :

Corollaire 9.5.3
Soient E de dimension finien > 2 et f € £ (E). Alors f est un automorphisme de E si, et seulement
si,detf #0.

9.5.2 Formule de la comatrice

Définition 9.5.4
Soit n > 2 un entier. Soit A€ M,,(K). Les déterminants des mineurs de A sont appelés cofacteurs de
A. La matrice ComA, définie par

Vl!] elll; nl (ComA)i,j = (—1)i+jdetA(i,j)

est appelée comatrice de A.
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Théoréme 9.5.5 (Formule de la comatrice)
Soitn > 2 un entier. SoitAe M, (K). Ona

(!ComA) A = (detA)1,,

En particuli VAeGL,(K) A ComA
n particutier, =
P " detA

Preuve : On se donne i, j € [[1; n]] et on calcule le coefficient i, j de (‘ComA)A. D’abord, on rap-
pelle que

Vkelll;nll  (‘ComA); ;= (ComA);,; = (1) detAlk?

n . .
donc (((ComA)A); ;= ¥ (D 7 A, jdetA™?)
T k=1

Si i = j, on reconnait le développement de detA par rapport a la i-eme colonne. Si i # j, on re-
connait le développement du déterminant de la matrice A dans laquelle on a remplacé la i-eme
colonne par la j-eéme; cette matrice a deux colonnes identiques (la i-éme et la j-éme) donc ce
déterminant est nul. Par suite,

B 0 i
Vi, jelll;nl ((tComA)A)l.yj:{detA zizj

Autrement dit, (‘ComA)A = (detA)I, O

Cette formule parait tres intéressante pour calculer 'inverse d’'une matrice inversible. Mais...
numériquement, elle est inutilisable. En effet, un calcul de déterminant n x n requiert aux alen-
tours de n! opérations. Cela prend un temps ridicule si n est grand. En revanche, pour les matrices
n=2,3 ou4, il peut étre intéressant d'utiliser la comatrice. Il ne faut, bien str, pas se tromper avec
’alternance des signes quand on calcule les cofacteurs.

La formule de la comatrice a donc un intérét purement théorique, et elle a effectivement des
applications importantes.

9.5.3 Les formules de Cramer

Les formules de Cramer « permettent» théoriquement de calculer les solutions d'un systéme
linéaire (carré) inversible.

Théoreme 9.5.6 (Formules de Cramer)
Soient n > 2 un entier et A € GL,,(IK), dont on note les colonnesA;,...,A,,. SoientBe K" etX=A"'B
l'unique solution du systeme linéaire AX = B. Alors
_det[Ay -+ Aj-1 BAjy1 -0 Al
detA

Vie[[l;nll  x;

n
Preuve : Puisque AX=B,ona ) x3Ax=B.Doncsii€[1;n]], on a par linéarité du déterminant
k=1
par rapport a la i-eme variable :

n
det[A; --- Aji-1 BAjy1 -+ Apl = 3 xpdet[Ay -+ Ajo1 Ag Ajvr -+ Apl
k=1
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Mais si k # i dans cette somme, la matrice dont on calcule le déterminant a deux colonnes iden-
tiques: la i-eme et la k-eme. Donc

det[A; --- Aj_1BAj1 - Ayl =x;det[Ay --- Aj_1 Aj Ajyq -+ Ay] = x;detA

_det[Ay -+ Ay BAj - Ayl

donc Yie[l;n] X; TotA
e

t

Anouveau, il s'agit d'une formule dont'intérét est purement theorique. Sauf pour la résolution
de systémes 2 x 2 ou 3 x 3, la méthode du pivot est beaucoup plus efficace.
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Chapitre 10

Fondements de I’Analyse Réelle

Il s’agit pour nous dans ce chapitre de nous donner une base solide pour pouvoir faire de I'ana-
lyse rigoureuse. Nous allons ainsi développer les propriétés fondamentales de R. En revanche,
construire R rigoureusement est hors de question, puisqu’il s’agit d'un travail tres difficile et il
nous faudra donc admettre quelques petites choses.

On prendra donc pour acquis le fait que R est un ensemble de nombres, contenant strictement
@, muni d’'une addition, et d'une multiplication distributive sur I'addition. Dans R on peut tou-
jours soustraire deux nombres et on peut diviser par un nombre non nul. Un produit de deux réels
est positif si et seulement si ces nombres sont de méme signe.

10.1 Propriété de la borne supérieure

10.1.1 OrdredansR

Définition 10.1.1
Soient a et b deux nombres réels. On dira que a est inférieur a b, ou bien que b est supérieur 3 a,
si et seulement si a— b est négatif. On notera a< b ou b > a.

On dira que a est strictement inférieur 3 b, ou que b est strictement supérieur 3 a, si et seulement
sia<beta#b. On notera alors a< b.

Proposition 10.1.2
Voici les propriétés de l'ordre dansR :

1. Réflexivité:VxeR x<x;

Antisyméirie:V (x,y) eR>  (x<y er y<x)=x=y;
Transitivité : Y (x, y, z) € R> (x<y et y<z)=x<z;
Totalité: Vv (x,y) € R2 (x<y oubien y<Xx);

AR

Compatibilité avec addition :
YV, y,z,) eRY  (x<y et z<t)=>x+z<y+t
6. Compatibilité avec la multiplication :

Y(x,y,2 1) eRY (x<y et z<t)=xz<xt<yt

Preuve : Conséquence triviale de la définition 1.1. U
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Exemple 10.1.3
Supposons qu’on ait quatre réels x, y, z et ¢ tels que

X<y zZ<t et X+tz=y+t
On sait que x< X et z<t donc X+z<x+t

Puis x<y et t<t donc X+t<y+t=x+z
D’apres la propriété d’antisymétrie, on obtient x + z = x + t donc z = t. Et par suite x = y.
Définition 10.1.4

Soient A c R une partie non vide de R et x € R.
e On dit que x est un majorant de A si et seulement si

YaeA asx

Si de plus, x appartient & A, on dit que x est un plus grand élément de A et on note x = MaxA.
e On dit que x est un minorant de A si et seulement si

YaeA x<a

Si de plus, x appartient a A, on dit que x est un plus petit élément de A et on note x = MinA.
e Si A admet un majorant, on dit que A est majoré.
e Si A admet un minorant, on dit que A est minoré.
e Si A est majoré et minoré, on dit que A est borné.
Par convention, n'importe quel réel majore et minore |'ensemble vide, qui est donc borné.

Exemple 10.1.5
Lensemble des majorants de ] —1; 1[ est [1; +o0o[; 'ensemble de ses minorants est | —co; —1].

Proposition 10.1.6
Si un sous-ensemble R admet un plus grand élément, celui-ci est unique. S’il admet un plus petit
élément, celui-ci est unique.

Preuve : La méme que pour la proposition analogue dans N. U

Proposition 10.1.7
Toute partie finie non vide de R admet un plus petit élément et un plus grand élément.

Preuve : On démontre ceci par récurrence. Le résultat est trivial pour un ensemble a un élément.

Si n est un entier, on suppose que toute partie de R a n éléments admet un plus grand élément.
Puis on se donne A c R, fini, de cardinal n + 1. On pioche au hasard un élément a € A. Lensemble
A\ {a} est de cardinal n donc admet un plus grand élément x. Comme l'ordre dans R est total
(proposition 1.2, point 4), on a

a<x ou x<a

Dans le premier cas, x est le plus grand élément de A, puisqu’il majore A\ {a} ainsi que a. Dans le
second cas, d’apres les propriétés de transitivité et réflexivité de I'ordre dans R, on a

VzeA\{a} z<x<a et ala

Donc a majore A; c’en est donc le plus grand élément. Ce qui prouve I'hérédité.
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On a donc montré par récurrence que toute partie finie de R admet un plus grand élément.

On passe au probleme du plus petit élément. On pourrait refaire une récurrence. Mais on peut
aussi utiliser ce qu’on vient d’établir. Soit A une partie finie de R. Lensemble B=—-A={-x | x € A}
donc il admet un plus grand élément, noté —a avec a € A:

VbeA -b< —-a

Ainsi, VbeA a<b

et a est le plus petit élément de A. 0J

10.1.2 Bornes supérieure et inférieure

Définition 10.1.8 (Borne supérieure)

Soit A une partie de R. Si I'ensemble des majorants de A admet un plus petit élément a, on dit que

la borne supérieure de A est a, ou bien que a est le supremum de A. On notera alors a = SupA.
Par convention, @ admet une borne supérieure, qui est —oo.

Remarquons d’abord que la définition du supremumest bien posée. En effet, si I'en-
semble des majorants de A admet un plus petit élément, celui-ci est unique d’apres la pro-
position 1.6. Il n'y a donc pas d’ambiguité sur qui est la borne supérieure de A : c’est le plus
petit des majorants de A.

Il également est important de bien voir la distinction entre supremum et plus grand
élément. Une partie de R peut trés bien admettre un supremum, sans avoir de plus grand
élément. Voir 'exemple qui suit de 'intervalle ] — 1; 1[.

Enrevanche, si A admet un plus grand élément, celui-ci est automatiquement la borne
supérieure de A.

Exemple 10.1.9
1. Reprenons I'exemple de l'intervalle ] — 1; 1[. On a vu que 'ensemble de ses majorants est [1; +ool.
Ce dernier admet un plus petit élément : 1. Donc 1 = Sup]—1; 1[.

Remarquons que dans ce cas, le supremum de | — 1; 1[ n’appartient pas a cet ensemble.

2. Enrevanche, l'intervalle ] — 1; 1] admet pour ensemble de majorants [1; +oo[, dont le plus petit élé-
mentest 1. Donc 1 =Sup] —1; 1]; et on voit que ] — 1; 1] contient sa borne supérieure.

3. Lensemble des majorants de R_ est [0; +oo[. Ce dernier admet un plus petit élément, qui est 0. Donc
0 =SupR_ et R_ contient sa borne supérieure.

4. L'ensemble des majorants de R* est [0; +oo[. Donc 0 = SupR* et R* ne contient pas sa borne supé-
rieure.

Théoreme 10.1.10 (Propriété de la borne supérieure)
Toute partie non vide, majorée, de R admet une borne supérieure.

Preuve : Admis. U

Ce résultat est indémontrable compte-tenu de 'approche de R imposée par le programme
de CPGE. Il nous faudrait en effet construire R proprement pour étre en mesure de démon-
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trer la propriété de la borne supérieure. Je me contenterai de dire que cette construction
est tres difficile.

Définition 10.1.11

Soit A une partie de R. Si I'ensemble des minorants de A admet un plus grand élément a, on dit
que la borne inférieure de A est a, ou bien que a est I'infimum de A. On notera alors a = InfA. Par
convention, @ admet une borne inférieure, qui est +oo.

Corollaire 10.1.12 (Propriété de la borne inférieure)
Toute partie non vide, minorée, de R admet une borne inférieure.

Preuve : Soit A une partie de R, non vide, minorée. On note B I'’ensemble des minorants de A,
c’est-a-dire que
B={xeR|VaeA x<a}
et on définit les ensembles
A ={-x|x€eA} et B'={-x|x€B}
Dans la mesure o1 A n’est pas vide par hypothése, A’ n’est pas vide non plus. Ensuite,

VxeR xeB < —x€B

— VaeA —-x<a
— VaeA —a<Xx
— Va eA a <x

x € B’ &< x est un majorant de A’

Par suite, B’ est 'ensemble des majorants de A’.

D’apres la propriété de la borne supérieure, B' admet un plus petit élément, que I'on note
b'. Montrons que b = —b’ est le plus grand élément de B. C’est simple : si x appartient a B, —x
appartient a B’ donc b’ < —x. Par suite, x < b et b est bien le plus grand élément de B.

L'ensemble des minorants de A a un plus grand élément. Donc A admet une borne inférieure.

O
La preuve précédente établit au passage que, si A est non vide minoré, alors

InfA =—-Sup{—x|xe€A}

Ces deux propriétés de la borne inférieure et de la borne supérieure sont absolument fonda-
mentales en analyse réelles, car elles assurent 'existence de nombres satisfaisant une certaine
propriété.

Exemple 10.1.13

Par exemple, c’est ainsi qu’on montre que /2 existe en tant que nombre réel. On considére 'ensemble
A={x>0]x*<2}

An’est pas vide, puisqu’il contient 1. Et A est majoré par 2, par exemple. En effet, si x appartienta A, on a

2<2<4 et x>0
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donc x-2)(x+2)<0 et x>0

Comme x +2 >0, c'est que x —2 <0, donc x < 2. D’apres la propriété de la borne supérieure, A admet une
borne supérieure qu’'on note a. Remarquons tout de suite que a > 1; en effet, a majore A, qui contient 1.
Puis montrons que a® = 2.

« Onsuppose que a® > 2, de sorte que a® — 2 est un nombre réel strictement positif qu'on note € :

a*-2=¢>0
On note £ le plus petit des deux nombres 1 et €/2a. De sorte que I'on ait a la fois
a-h>0 cara>leth<l1

=
€
2ah<e carh< —
2a

(a-h?=a?>-2ah+h?=2+¢e-2ah+ h* >2
——
>0 >0

Par suite, si x appartienta A, on a

x? <2< (a-h)?

donc 0<(a-h?-x*=(@-h-x)(a-h+x)
Puisque a — h + x est positif, a — h — x doit aussi étre positif d’ ot
VxeA x<a-h

Donc a — h majore A. C’est absurde, puisque a est le plus petit des majorants de A. Donc a? < 2.
« Onsuppose que a® < 2, de sorte que 2 — a® est un nombre réel strictement positif qu'on note € :

2—-a*=¢>0
On note £ le plus petit des deux nombres 1 et €/(2a + 1). Ainsi,
<h car0<h<1

X X
Ra+1)h<e carh<

2a+1

et du coup (a+h)? = a?+2ah+h*>=2—¢c+2ah+ h?
<2-e+Ra+1)h<2

ce qui montre que a + h appartient a A. Ce qui est absurde, puisque a est censé majorer a + h. Donc
at>2.
On conclut bien que a? = 2 et on voit que a n’est autre que la racine carrée de 2.

On conclut aussi que ce type de preuve, utilisant uniquement les bases de ’analyse réelle est extré-
mement fastidieux. L'un des buts du cours d’analyse est donc de développer une théorie rigoureuse
(donc partant des bases), mais suffisamment souple et puissante pour éviter le recours systématique
aux bases.

10.1.3 Caractérisation

Théoréme 10.1.14

Soit A une partie de R, non vide, majorée. Soita€R. On a
VxeA x<a

a= SupA <
Ve>0 3dxeA a—-€<Xx
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Preuve : Supposons que a = SupA, qui existe puisque A est non vide et majoré. Alors a est un
majorantde A :

VxeA x<a 1)

De plus, si € est un nombre strictement positif donné, a — e < a. Comme a est le plus petit des
majorants de A, a — e n'est pas un majorant de A. Donc

IxeA a-e<Xx (2)

Réciproquement, supposons que (1) et (2) sont satisfaites. Comme A est non vide, majoré, il
admet une borne supérieure qu’'on note a’. La propriété (1) nous dit que a est un majorant de A.
Comme a’ est le plus petit des majorants de A, on a a’ < a.

Supposons que a’ # a; alors1'inégalité est stricte et a—a’ est un nombre réel strictement positif.
Posons

€= >0
2
D’apres la propriété (2), il existe x dans A tel que
a-a d+a
XxX>a—e€=a- = >a
2 2
Ceci contredit le fait que a’ majore A. Donc a = @’ = SupA. O

On a une caractérisation similaire de la borne inférieure :

Théoréme 10.1.15
Soit A une partie deR, non vide, minorée. Soita € R. On a

VxeA a<x

a=InfA <
Ve>0 dxeA x<a+e

Théoreme 10.1.16
Un réel x est nul si et seulement si

Ve>0 x| <€

Preuve:Si x=0,ona
Ve>0 x| =0<¢
Réciproquement, supposons que
Ye>0 x| <e
Alors en particulier,
Ye>0 x<e€
donc x minore R,. Donc x est inférieur au plus petit minorant de R, qui est 0. De méme,

on montre que x > 0. D’ol1 x = 0. O

Cette équivalence semble étre une maniere compliquée de dire qu'un réel est nul. Mais elle
est en fait extrémement utile, et nous en userons et abuserons en analyse. En effet, il est
treés rare qu’on ait affaire a des égalités tout au long d'un travail d’analyse. Au mieux, on
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n’est souvent capable de faire que des estimations. Et si celles-ci sont suffisamment fines,
on peut espérer montrer par exemple qu'une quantité qu’'on considere est arbitrairement
proche de 0; pour en déduire, a I'aide du théoréme 1.16, que cette quantité est nulle.

10.2 Conséquences

10.2.1 Lapropriété d’Archimede
Proposition 10.2.1
Soient x et y deux nombres réels avec x > 0. 1l existe un entier naturel n tel que nx > y.
Preuve : Supposons la conclusion fausse :
VneN nx<y

L'ensemble {nx | n € N} de tous les multiples entiers de x est donc majoré par y. Il n’est évidem-
ment pas vide. D’apres la propriété de la borne supérieure, '’ensemble de ses majorants admet
un plus petit élément a. On a

VneN (nm+1)x<a

donc VneN nx<a-x<a

et a— x est un majorant de {nx | n € N} strictement inférieur a a : on a une contradiction avec le
fait que a est le plus majorant de cet ensemble. UJ

Corollaire 10.2.2
Soient x et y deux entiers avec x > 1. Il existe un entier n tel que x" > y.
Preuve: On écrit la formule du bindme
ok k
VneN "=0+x-1)"= Y Cr(x—1)
k=0
Tous les termes de cette somme sont positifs donc
VneN x">1+nx-1)

D’apreés la propriété d’archimede, comme x —1 > 0, il existe un entier n tel que

nx-1)=zy-1

Donc X">1+nx-1)>2y O

10.2.2 Lapartie entiere

Proposition 10.2.3
Soit x un nombre réel. Il existe un unique entier relatif, noté E(x) ou [x], tel que

E(x) <x<Ex)+1

E(x) est appelé partie entiére de x.
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Preuve : Considérons I'ensemble E = {n € Z | n < x}. Il n’est pas vide puisque d’apres la propriété
d’Archimede,

dneN n>=-x c’est-a-dire -n<x
Toujours d’apres la propriété d’Archimede, il existe un entier N tel que x < N. De sorte que
VnekE n<x<N

et E est une partie de Z, non vide, majorée par N. Elle admet donc un plus grand élément, qu'on
note ny. De sorte que ng + 1 ne puisse se trouver dans E puisqu'’il est supérieur strictement a ny.
Par conséquent,

np<x<ng+1
Montrons qu’en fait, cet entier est uniquement déterminé par cette relation. Soit n; € Z tel que

m<x<nm+l1

Alors np<x<n+1 et n—ng>-1

Comme n; — ng est entier relatif, il s’ensuit que n; — ny > 0. De la méme maniére, on montre que
no—n; <0.D’olt ng = n;. O

10.2.3 Développement décimal d’'un nombre réel

Théoreme 10.2.4
Soit x un nombre réel. Il existe une suite (a,) nen d’entiers tels que

VneN* a, €0;9]

noag 1 nodg
et VneN — < Xx<—+ —
,EO 10k =7 T 107 ,EO 10k

Ces entiers sont déterminés de maniere unique et appelés termes du développement décimal de x.
Preuve : Il suffit de définir cette suite par récurrence. On souhaite que ay < x < ap + 1 donc on

prend ay = [x], qui est 'unique nombre vérifiant cette relation.
Ensuite, on veut que

ou de maniere équivalente, apres multiplication par 10 des deux membres des cette égalité :
a; <10(x—ap) <a;+1
On sait que [10(x — ap)] est 'unique entier vérifiant cette relation. Et dans la mesure ou

0<x—ay<1
il vient 0<10(x—ap) <10

d’ou a; =[10(x—ap)] € 1[0; 9]l

On se donne maintenant un entier n > 0 et on suppose les n premiers termes du développe-
ment décimal de x construits. On prend alors
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Ani1 = 10”+1(x— —)]
n+1 o ]_Ok
1 Ak
Ona anep <107 (x— Yy —) <aps +1
k=0 10%
n+l g 1 n+l g
dot A oo L
k=0 10% 107+ k=0 10¥
Ce qui établit qu'on peut construire le (n + 1)-eme du développement décimal. 0

Corollaire 10.2.5
Q etR\ Q sont denses dansR, c’est-a-dire que tout intervalle ouvert non vide contient des rationnels
et des irrationnels.

Preuve : Soit |a; b[ un intervalle ouvert non vide de R, c’est-a-dire que a < b. Notons € = b — a.
D’apres le corollaire 2.2, il existe un entier N tel que

1 1

10N> = ou encore —<e¢
€ 10N

Notons (a;) nen les termes du développement décimal de a. On a en particulier

N ay 1 N ay
— <a<—+ Y —

k=0 10k =7 T 10N ;Zp10F

P 8 t <1+§ak<1+<+<b

ar conséquent, a<— — < —+a<a+e
q 10N 2o 10k ~ 10K
et on a bien un rationnel dans ] a; b|.

Du coup, l'intervalle ]a + v/2; b + v/2[ contient un rationnel r. Et r — /2 est irrationnel et se
trouve dans ]a; b|. O
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Chapitre 11

Suites

11.1 Premieres définitions

11.1.1 Rappels

On rappelle qu'une suite u a valeurs réelles est une application u : N — R. Pour tout entier 7,
pour exprimer la valeur prise en n par la suite u, on utilise généralement la notation indicielle u,
plutot que la notation fonctionnelle u(n). Mais ces deux notations sont strictement équivalentes,
au choix de l'utilisateur. u,, est alors appelé terme d’indice n de la suite u; remarquons qu’il s’agit
du n + 1-eme terme de la suite si celle-ci part de 0.

Exemple 11.1.1
Uy est le premier terme de la suite u; c’est aussi le terme d’indice 0. u; est le deuxieme terme, et le terme
d’indice 1.

Une bonne raison pour laquelle on souhaiterait utiliser la notation fonctionnelle peut
étre trouvée lorsqu’on travaille avec une famille de suites. Par exemple, supposons qu’on
étudie 23432 suites en méme temps (ou méme une infinité de suites); on n’a pas envie
d’utiliser 23432 symboles différents pour nommer chacune de ces suites. Et du coup, on les
appelle uy, uy, ..., jusqu’a us343».

Lorsqu’on veut exprimer le terme d’indice n de la suite u, (avec 1 < p < 23432),
on peut écrire uy, , ou bien u,(n). Cette deuxiéme notation est plus agréable, dans ce cas,
que celle a double indice.

Nous avons déja vu au moins deux manieres de définir une suite :

» explicitement, c’est-a-dire que la valeur de u, est accessible facilement connaissant n ; par
exemple,

1

Cn2+l

 par récurrence, c' est-a-dire que chaque terme de la suite est donné en fonction de ses pré-
décesseurs. Nous avons déja démontré, dans le cours sur les récurrences, qu'une définition
du type

VneN Up

{ Up=a
Upt+1 = f(un)
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est bien posée pour peu que f soit une application de domaine % telle que f (%) c 4.
Ce type de définition ne permet pas en général d’obtenir rapidement les valeurs de u a un
indice donné. En effet, pour calculer u,7, on doit d’abord calculer u; en fonction de uy, puis
u, en fonction de u,, etc.
Il y a d’autres manieéres de définir des suites, que nous aurons I'occasion de voir en exercice.
Voici maintenant quelques points de vocabulaire :

Définition 11.1.2
Soit a € R. La suite définie par

VneN Up=a

est appelée suite constante égale a a.

Définition 11.1.3
Une suite u est dite positive si et seulement si tous ses termes sont positifs, c'est-a-dire

VneN u, =0
Elle est dite négative si et seulement si tous ses termes sont négatifs :

VneN u,<0

On définirait de méme une suite strictement positive ou strictement négative.

Définition 11.1.4
On dit qu'une suite u est croissante si et seulement si

VneN Uy < Uptl
Elle est dite décroissante si et seulement si

VneN Up = Upt

De méme, on pourrait définir les suites strictement croissantes, strictement décroissantes, ou en-
core (strictement) croissantes/décroissantes a partir d’'un rang ny.

Une remarque évidente : la croissance d’une suite s’étudie donc a priori en étudiant le
signe de u,+1 — u, pour tout entier n. Si cette grandeur est toujours positive, u est crois-
sante.

De maniere équivalente dans le cas ou u ne s’annule pas et ne change pas de signe,
on peut étudier le rapport ”l'l‘—: Si cette grandeur est toujours supérieure a 1, la suite u est
croissante.

Dans la mesure ou les suites sont simplement des applications de N dans R, les définitions
usuelles des opérations sur les fonctions s’appliquent. Ainsi, étant données deux suites u et v et
un réel A, on peut parler de

e la somme des suites u et v comme étant la suite u + v dont chaque terme est la somme des

termes correspondantsde uet v :

VneN (u+v)y,=u,+vy,

226



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 11 : SUITES

« le produit des suites u et v comme étant la suite uv dont chaque terme est le produit des
termes correspondants de u et v :

VneN (uv), = uyvy,

e le produit de u par A comme étant la suite Au dont chaque terme est le produit par A du
terme correspondant de u :

VneN Aw),, = Au,

Enfin, une derniere définition qui sent peut-étre moins le rappel que les autres :

Définition 11.1.5
Soient u et v deux suites a valeurs réelles. On dit que v est extraite de u si et seulement si il existe
une application ¢ : N — N strictement croissante telle que

VneN Un = Ugp(n)

On peut aussi dire que v est une sous-suite de u.

Exemple 11.1.6
Les sous-suites les plus classiques d'une suite donnée u sont celle des termes impairs ou pairs de u. Ainsi,
en posant

VneN Up = Uy

et VneN Wy = U2pn+1

v et w sont toutes deux des suites extraites de u. La fonction ¢ strictement croissante est, dans chaque cas
respectif, n— 2netn—2n+1.

Au passage, profitons-en pour préciser que le terme suivant u,, dans la suite v est up(y+1) = Uzpt2 €t
non pas Uz 1.

Un autre exemple un peu moins trivial : si u est la suite définie par

B 1
T n2-2n

VYneN* Uy

alors la suite définie par

est extraite de u puisque v, = Up+1.

11.1.2 Représentations d’'une suite

Voir cours, pas le courage de faire les dessins.

11.2 Limite d’une suite

11.2.1 Suites convergentes

Notre but est d’exprimer rigoureusement le fait que les termes successifs d'une suite « s’ap-
prochent de plus en plus » d'une certaine valeur. De maniere a pouvoir définir rigoureusement la
notion de limite.
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Ainsi, supposons que les termes d'une suite u s’agglomerent autour d’'une valeur ¢ de sorte
qu’'on souhaite dire que la suite tend vers £. Alors certainement, dans un intervalle de longueur
1 centré en ¢, tous les termes de u se retrouveront coincés a partir d'une certain rang. Mais cela
exprime seulement ce qu'on vient de dire et rien d’autre : tous les termes de u a partir d'un certain
rang sont a une distance au maximum 1 de ¢.

Améliorons donc notre précision : certainement, tous les termes de u, au bout d'un moment,
doivent se situer a une distance au plus un millionnieme de ¢. Mais cela ne suffit toujours pas a
exprimer proprement la convergence : par exemple, la suite de terme général 1+ (—1)"/1000000
vérifie cette propriété avec ¢ = 1 et pourtant elle passe son temps a prendre alternativement les
valeurs

1 1
1+ 1_06 et 1- 1_06
Nous allons donc poser la définition suivante :

Définition 11.2.1
Soient u une suite et £ un nombre réel. On dit que u converge vers € si et seulement si

Ve>0 dNeN Vn>N lu, -0 <¢e

Dans ce cas, on dit que £ est une limite de u.

En Francais : on requiert que, quelle que soit la taille € de I'intervalle qu’on considére autour
de ¢, tous les termes de la suite u s’y retrouvent coincés a partir d'un certain rang N (qui dépend
évidemment de €).

Avant de donner des exemples, montrons que ce ¢, candidat a étre une limite, est unique :

Proposition 11.2.2
Soient u une suite et £,€' deux nombres réels. Si u converge a la fois vers € et ', alors € = £'. On dira
alors que ¢ est la limite de u, ce qu'on notera

¢

lim u, =¢ ou bien limu="2¢ ou encore Uy
n—oo oo n—oo

En d’autres termes, si une suite admet des limites, celles-ci sont égales : il y a une et une
seule limite possible pour la suite u.

Preuve : Donnons-nous un nombre réel € > 0. Comme u converge vers ¢, on sait qu'il existe un
entier N tel que
€
Vnz=Ny  |up,—0 < 2
De méme, puisque u converge vers €', il existe un entier N, tel que
, €
Vnz=Nz  |u,— 0| < 2

Lentier N = Max (N, N») est supérieur a la fois a N; et Ny donc

€ €
|UN—Q|<5 et |uN—el|<5
Par suite, -0 =10—un+un—0|<|l—unl+|un—0|<e
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simplement d’apres I'inégalité triangulaire. On a donc démontré que
Ye>0 -0 <e

D’apres un théoréme vu dans le cours sur les fondements de I’analyse, on a £ — ¢’ = 0, c’est-a-dire
0=, O

Des exemples simples de démonstration de la convergence de suites al’aide de la définition se-
ront faits en TDs ; bien évidemment, on aimerait avoir a y recourrir aussi peu souvent que possible
et nous allons développer des outils permettant d’assurer simplement la convergence de suites.

11.2.2 Premieres propriétés

Proposition 11.2.3
Soient u une suite et ¢ un nombre réel. La suite u converge vers € si et seulement si la suite u— ¢
converge vers 0.

Preuve: Trivial. 0J
Ce premier résultat est trivial, mais utile dans la mesure ou il est parfois (souvent ?) plus simple

de montrer une convergence vers 0.

Proposition 11.2.4
Soit u une suite convergente de limite (. Toutes les sous-suites de u convergent vers (.

Preuve: Soit ¢ une application de N dans lui-méme, strictement croissante.

La preuve repose sur le fait que ¢(n) > n pour tout entier n. Ceci se démontre aisément par
récurrence. En effet, ¢(0) est entier donc supérieur a 0. Et si on suppose que ¢(n) > n, alors par
croissance stricte de ¢, ona @(n+1) > @(n) > n. Comme @(n + 1) est un entier, s'il est strictement
supérieur a n, c’est qu’il est supérieur a n + 1. Ainsi, on a montré par récurrence que

VneN pn)=n

Maintenant, passons a la preuve proprement dite. Soit € un nombre réel strictement positif.
Puisque u converge vers ¢, on sait qu'il existe un entier, qu'on appelle N, tel que

Vn>N lu, -0 <e
Par suite, si n > N, ona ¢(n) > n > N et on sait donc que |ty — €| < €. On a donc montré
Ve>0 INeN Vn>=N lupm —l <€
La suite extraite (uy(n)) nen converge vers £. U

L'utilité de cette proposition réside surtout dans sa contre-apposée : pour montrer qu’une suite
ne converge pas, il suffit d’en trouver deux sous-suites qui convergent vers des limites différentes.
Ou bien une sous-suite qui ne converge pas.

Exemple 11.2.5
Posons u, = (—1)" pour tout entier n. On a alors

VneN Usp et Upp+1 =—1

Les suites extraites (t2,,) nen €t (Uo,+1) nen convergent vers des limites différentes donc u ne converge pas.
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Proposition 11.2.6
Soient u et v deux suites et ¢ un nombre réel. Soit no € N. On suppose que

Vn = ng Uy =10Un
Alors u converge vers € si et seulement si v converge vers {.
Preuve : C’est tres simple. Supposons que u converge vers £. Si € est un nombre réel strictement
positif, on sait qu’il existe N; tel que

Vn>N; |1, — £

Posons alors N = Max (N1, ng) de sorte que

Vn>N; Up = Uy
et Vn>N; lu, -0 <e
Alors Vn>N; lv,— 0 <¢
et v converge vers £. De méme pour la réciproque. O

Cette propriété démontre le caractere asymptotique de la notion de limite : la convergence
d’'une suite ne dépend vraiment que des valeurs de celle-ci prises pour de grands indices. Si deux
suites ont leurs 17490 premieres valeurs qui different, mais coincident aprés cela, elles converge-
ront bien évidemment simultanément.

Théoreme 11.2.7
Toute suite convergente est bornée.

Preuve: Soit u une suite convergente, de limite ¢. Alors il existe un entier N tel que
Vn>N lu, -0 <1
Donc Vn>N |, <1+10]
Si on note M le maximum de I'’ensemble fini {uy, ..., un-1,¢| + 1}, on a alors d’apres ce qui précede

VneN lu,l <M

u est bornée. O

Théoréme 11.2.8
Soit u une suite convergente dont la limite est strictement positive. Alors tous les termes de u sont
strictement positifs a partir d’'un certain rang.

Preuve : Notons ¢ > 0 la limite de u. D’apres la définition de la convergence, il existe un entier N
tel que

¢
Vn>N |un—e|<5

¢ ¢
donc Vn>N ﬁ—ggun<€+5
N ¢
et en particulier Vn>N 0< 2 <uy

230



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 11 : SUITES

Tous les termes de u au-dela de uy sont strictement positifs. UJ
Le théoréme suivant régit les « passages a la limite dans les inégalités » :
Théoréme 11.2.9
Soient u une suite et M un nombre réel tel que
VneN u, <M

Si u converge, alorslim u < M.

Preuve : Notons ¢ la limite de u. Soit € strictement positif fixé. On sait qu’il existe un entier N tel
que |un — €| < €. Par suite,

—uny<ce

et (<e+un<e+M

Comme cela est vrai pour tout € > 0, on a obtenu que ¢ minore [M; +oo[. Donc £ est inférieur a I'inf
de cet ensemble, qui est M. U

11.2.3 Suites tendant vers 'infini

Définition 11.2.10
Soit u une suite. On dit qu'elle tend vers +oo si et seulement si

VM>0 dNeN Vn=>=N u, >M
On dit qu'elle tend vers —co si et seulement si
VM<0 dNeN Vn>=N u, <M

Théoréme 11.2.11
Toute suite tendant vers +oo est minorée. Toute suite tendant vers —oo est majorée.

Preuve : Supposons que u tende vers +o0o. On sait qu’il existe un entier N tel que
Vn>N U, =26
En posant M = Min{uy, ..., un-1,26}, on voit que M minore u.

De méme pour la seconde partie du théoréme. 0

Théoréeme 11.2.12
Soient u une suite tendant vers +oo (resp. —oo) et v une suite minorée (resp. majorée). Alors u+ v
tend vers +oo (resp. —oo).

Preuve : Notons o un minorantde v :
VneN V=

Soit M un nombre réel strictement positif. Puisque la suite u tend vers +o0, il existe un entier N tel
que

Vn Up,=>M-«

>N
Du coup Vn>N Up,+v,>2M
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et la suite u + v tend vers +o0o. De méme pour le cas ou u — —oo et v est majorée. U

Théoréme 11.2.13
Soient u une suite tendant vers +oo et v une suite minorée (resp. majorée) par un nombre strictement
positif (resp. négatif). Alors uv tend vers +oo.

Preuve : Soit 7 un minorant strictementde v :
VneN U,=>m>0

Soit M un nombre réel strictement positif. Comme u tend vers +oo, il existe un entier N tel que

Vn>N Uy, > —

Par suite, Vn>N UpVpy=—m=M

et u tend vers +oo. ]

Pas grand chose a ajouter; il est clair que les suites tendant vers l'infini ne sont pas bornées,
simplement d’apres la définition. Mais la réciproque n’est pas vraie : il y a des suites non bornées
qui ne tendent pas +oo ou —oo. Par exemple, la suite de terme général (—1)"n.

11.3 Calculs de limites

11.3.1 Opérations sur les limites

Plutot que d’énoncer une batterie de théoremes, voici plusieurs tableaux résumant les opéra-
tions sur les limites.

e Somme:
limu=0€eR |limu=+oco | limu=—-oo | ubornée
limv=0¢€cR 0+ 0 +00 —00 22
limv = +oco +00 +00 ¥4 +00
limv=-c0 —00 2? —00 —00
v bornée 2? +00 —00 2?

Tous les cas sont des conséquences immeédiates des théoremes précédents, sauf celui ou u
converge vers £ et v converge vers £'. Dans ce cas, montrons que u + v converge vers £ + £'.
Soit € un nombre strictement positif fixé. Comme u et v convergent, on sait qu’il existe des
entiers N; et N» tels que

€

VnzNy o lun—t<3

€

et Vn>N, Ivn—€|<§
Posons N = Max (N1, N>) de sorte que N soit a la fois supérieur a Ny et N,. D’aprés I'inégalité

triangulaire,
Vn>N U, +v,—C+0) <|u, -0 +|v,-0|<e

Ce qui montre que u + v converge vers £ + £'.
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¢ Produit:

limu=0eR* |limu=0|limu=+oo | limu=—oo
limv =20 eR* 0o’ 0 sgn(oo | —sgn(¢)oo
limv=0 0 0 2? 2
limv = +oc0 sgn(f)oo 2? +00 —00
limv=-oc0 —sgn(f)oo 2? —00 +00

La plupart des cas découlent de ce qui a été fait dans les deux derniers paragraphe, sauf ceux

ol u et v convergent toutes les deux.

Supposons donc que uy ¢ et v, —— ¢'. On ne fait aucune supposition quant a la
n—oo

n—o0
nullité éventuelle de ces limites. On a alors

VneN U= Wy—0+0v, =W,—0v,+ v,

et donc VneN Uyvy—00 = (u, —0Ov, +L(v, -0
La suite v converge donc est bornée ; soit M tel que

VneN lv, <M

Ona VneN lupv, =00 <luy,—CM+10||v, -0
Fixons € > 0. Les suites u et v convergent donc il existe des entiers N; et N> tels que

€
Vn=>N; |un—e|<m

€
2(161+ 1)
Posons N = Max (N1, N»), de sorte que N soit supérieur a la fois a N; et N». Alors

et Vn>N, v, —0'| <

Vn>N lu,v,—00'<e

ce qui démontre que u, v, — £¢'.
n—oo
e Rapport: Nous aurons besoin d'un lemme :

Lemme11.3.1

Soit u une suite convergente de limite € # 0. Alors les termes de u ne sont pas nuls a partir d'un
certain rang ny ; de plus, (1/ uy) n>n, converge vers 1/£.

Si u converge vers oo, alors les termes de u ne sont pas nuls a partir d’'un certain rang ny ;
de plus, (1/uy) n>n, converge vers 0.

Preuve : Commencons par le cas ol u converge vers une limite ¢ non nulle. Alors |u| —[€/2]
converge vers |¢/2| > 0 et d’apres le théoreme 2.8, les termes de la suite |u| —[€/2] sont tous
strictement positifs a partir d'un certain rang que 'on note ny. On a donc

¢
Vn = ng Iun|—|2—|>0
€]
donc Vn > ng Iun|>?

Le rapport 1/u, est donc parfaitement défini dés que n est supérieur a ng. Alors
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<210 — uy|

Vn = ng ‘:

u, € |uy

et le fait que u converge vers ¢ permet de conclure.
Maintenant, si u tend vers +oo on sait qu’il existe ng tel que

u, ¥¢

Vn = ng u,>1

donc on peut former le rapport 1/u,, a partir du rang ny. Montrons que (1/uy) ;> 5, tend vers
0. Soit € > 0 donné. Comme u tend vers +oo, il existe un entier N tel que

1
Vn=N  u,>->0

1
de sorte que Vn=zN 0<—<e

ce qui acheve la démonstration.
Pour le cas ol u tend vers —oo, il suffit d’appliquer le résultat qu'on vient de démontrer a —u.

0J
On en déduit le tableau qui régit les rapports de suites :
limu=0€eR | limu=+oc0 | limu=-oo
limv =10 eR* 5 sgn(oo | —sgn(¢)oo
limv =+o00 0 2? 2?
limv = —-oco 0 2 2?

11.3.2 Composition d’'une suite par une fonction

Il y a essentiellement un théoréme a connaitre. Il est pour I'instant admis, nous le démontre-
rons dans le chapitre suivant :

Théoréme 11.3.2
Soient u une suite et f une fonction. On suppose que u tend vers une limite finie ou infinie, qu'on
notel, et que [ admet une limite en ¢. Alors

En particulier, ce théoreme nous dit que si u est une suite définie par une relation du type
u, = f(n), et si on sait que f a une limite en +oo, alors u converge vers lim f(x).
X—00

Il est également trés utile pour déterminer les limites potentielles des suites récurrentes. Sup-
posons qu’on étudie une suite du type u,+1 = f(u,) ou uy est donné et f est une fonction qui ad-
met une limite en chaque point. Et supposons qu’on sache que u converge vers un réel £; d’apres
le théoréeme précédent,

lim f(u,) = f(0)

mais aussi lim f(u,) = lim u,4 =¢
n—oo n—oo

Donc f(¢) = ¢ : les limites possibles de notre suite récurrente sont les points fixes de la fonction f.
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11.4 Théoremes d’existence de limites

11.4.1 Théoreme de la limite monotone

Théoréme 11.4.1
Toute suite croissante majorée converge. Toute suite décroissante minorée converge.

Preuve : Soit u une suite croissante majorée. Le nombre ¢ = Sup{u, | n € N} existe, d’apres la
propriété de la borne supérieure. Et d’apres la caractérisation de £ vue dans le chapitre précédent,
on sait que si € est un nombre strictement positif donné, il existe un entier N tel que

0—¢ g UN < ¢
Or, la suite u est croissante donc
Vn>N (—e<un<uy,
et u est majorée par ¢. On a ainsi montré que

Vn>N l—e<u, </t

donc Vn>N lu, -0 <e

Ainsi, u converge vers ¢ = Sup{u, | n € N}.
Si u est décroissante minorée, on montre de méme qu’elle converge et que sa limite est
Inf{u, | n e N} ]

11.4.2 Théoréme des gendarmes

Théoreme 11.4.2
Soient u, v et w trois suites telles que

VneN Uy, S Uy < Wy
On suppose de plus que u et w convergent vers la méme limite €. Alors v converge vers {.
Preuve : Comme u et w convergent vers ¢, on sait, étant donné € > 0 quelconque, qu’il existe deux

entiers N; et N» tels que

Vn>N; |un_e|<€

et Vn >N, lw, -0 <¢
Si on pose N = Max (N1,N3), de sorte que N soit supérieur a la fois a N; et Ny, on a en particulier

Vn>N u,—¥0>-=¢ et w,—¥0<e

d’ou Vn>N —e<ulb<v,—<w,—0<Le
Autrement dit, Vn>N lv,— 0| <¢
ce qui acheve la démonstration. 0

Corollaire 11.4.3
Le produit d’'une suite qui converge vers 0, par une suite bornée, tend vers 0.
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Preuve: Soient u et v deux suites, avec u bornée et v tendant vers 0. Comme u est bornée, il existe
un réel M > 0 tel que

VneN lu,l <M

Par suite, VneN lupvnl < Mlvy,l

Comme la suite (Mv,,) ,en tend vers 0, le théoreme des gendarmes permet de conclure que uv tend
vers 0. U

11.4.3 Théoreme des suites adjacentes

Théoreme 11.4.4
Soient u et v deux suites, telles que

1. u croit;
2. v décroit;

3. u<v;

4. u—v tend vers 0.

Alors u et v convergent vers la méme limite.

‘ Des suites qui vérifient les hypotheéses de ce théoréme sont dites adjacentes.

Preuve : Puisque u croit, on a en particulier
VneN U S Uy S Uy

donc v est minorée. D’apres le théoréeme de la limite monotone, v converge ; notons ¢’ sa limite.
De méme, puisque v décroit, on a

VneN Uy <V <

donc u est majorée. D’aprés le théoréeme de la limite monotone, u converge ; notons ¢ sa limite.
D’apres le théoreme d’addition des limites, on a

O:nlim(un—vn)zf—ﬁ’

donc € =¢': u et v convergent, vers la méme limite. O

11.4.4 Théoréeme de Bolzano-Weiertstrall

Théoreme 11.4.5
Toute suite bornée admet des sous-suites convergentes.

Preuve : Soit u une suite bornée ; notons m un minorant. Pour tout entier 2, on note A, 'ensemble
des termes de la suite u d'indice supérieura n :
Ay ={ugl k> n}

Bien entendu, A, n’est pas vide; et il est majoré puisque u est majorée. D’apres la propriété de la
borne supérieure, A,, admet un supremum, qu'on note v, :
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VneN v, = SupA,, = Sup uy

k>n

On a évidemment v, > u, > m et v est donc minorée. De plus, comme A, € A, 1, on sait que
Un =SupAp, < SUpAp+1 = Untl

donc la suite v est décroissante. D’apres le théoreme de la limite monotone, v converge vers une
limite qu’on note ¢.

Montrons que u admet une sous-suite qui converge vers £. Il nous faut construire cette sous-
suite et on le fait par récurrence. On pose (0) = 0 et on définit pour tout entier n la propriété
P (n) : « 1l existe des entiers @(0) < @(1) < --- < @(n) tels que

1

Vkell1;n] Votk-0+1 7 77 < Up(k) S Vep(k-1)+1 0

Z(0) est vraie : il n'y a rien a prouver dans ce cas-la. Donc on prouve que & est héréditaire :
supposons ./ (n) vraie. La seule chose a faire, c’est construire ¢ (n + 1) puisque les n + 1 premieéres
valeurs sont déja données par & (n). C’est simple : par définition,

Vpn)+1 = Supi{ui | k= @n)+1}

donc d’apres la caractérisation de la borne supérieure d’'un ensemble, il existe k > ¢(n) + 1, entier,
tel que

1

Vom+1 = S Uk < Vgp(n)+1

Il suffit de définir ¢(n + 1) comme étant égal a cet entier k et c’est gagné.
Puisque & (n) est vraie pour tout entier n, on a construit une application ¢ : N — N, stricte-
ment croissante, telle que

1
VneN* V(=141 = = < Up(n) S Vop(n-1)+1

Or, la suite v converge vers ¢ donc la suite extraite (Vpn-1)+1) nen converge aussi vers €. D’apres le
théoreme des gendarmes, (i) nen converge vers £. U

11.5 Comparaison de suites

Le but de ce paragraphe est d’affiner les informations qu’'on a sur une suite. Ainsi, si une suite
converge vers 0, on aimerait en plus savoir « de quelle maniere elle tend vers 0 ». Il est clair que
les suites de terme général 1/n et 1/2" ne tendent pas vers 0 a la méme vitesse. Bref, nous allons
donner un cadre rigoureux a la notion intuitive de « vitesse de convergence ».

11.5.1 Négligeabilité

Définition 11.5.1
Soient u et v deux suites. On dit que v est négligeable devant u, ce qu'on notera v =o(u), si et
seulement si

Ve>0 3dINeN Vn>=N v, <eluy,l
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Définition 11.5.2
Soient u, v et w trois suites. On notera u, = v, +o(w,) pour dire que

Up— Vp =0(Wp)

Théoreme 11.5.3
Soient u et v deux suites, avec u a termes non nuls. On a

v=o0(u) < lim ﬁ:0

n—oo U,
Preuve : C’est clair au vu de la définition. O
Exemple 11.5.4
Voici des exemples simples :
3 o(nd) . 1 0
n°=o(n puisque e
1 (1 _ n 1 0
nd 0(_) pusque 28 =7 e

Ces deux relations nous disent en substance que 7 tend vers I'infini a une vitesse négligeable par rapport a

. 1 e S 1
n*; ou bien que — tend vers 0 infiniment moins vite que —-

n
Plus basique maintenant : si u converge vers une limite non nulle, on a u,, = €+ o(1). Si u converge vers
0,onau, =o0().

Voici une batterie de théorémes qui régissent les régles d’utilisation des petits « 0»;la preuve
est triviale, il suffit d’écrire les définitions et tout marche trés bien.

Théoréeme 11.5.5
1. Soient u et v deux suites, soit A\ € R*. On suppose que u, = o(v,). Alors Au,, = o(v,) et
u, = o(Avy,) = o(v,).

2. Soient u, v et w trois suites telles que

up = o(wy) et vp=o(wpy)

Alors Up+ Vp = 0(vy)
3. Soient u, v et w trois suites. On suppose que

up = o(vy) et  vp=o0(wpy)

Alors up =o(wy)
4. Soient u, v, w, x quatre suites, telles que

Uup =o0(vy) et wy = o(xy)

Alors UnWy = 0(VpXy)

5. Soient u et v deux suites telles que u, = o(v,). Si ¢ : N — N est strictement croissante, alors
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En Francais, ce théoréme nous dit successivement que :

1. Sion aune relation de négligeabilité, multiplier par un nombre réel non nul ne change rien.

2. Si deux suites sont négligeables devant une méme troisieme, leur somme est négligeable
devant celle-ci.

3. Lanégligeabilité se transmet transitivement.
4. Multiplier des relations de négligeabilité membre-a-membre se fait sans probleme.

5. « Extraire » une sous-relation d'une relation de négligeabilité ne pose aucun probleme.

En revanche, il est important de ne jamais appliquer le résultat FAUX suivant : « On
peut ajouter membre a membre des relations de négligeabilité ».
Voici un contre-exemple simple. On a

n+1:o(n2+4) et —n:o(—nz)
Sila phrase entre guillemets ci-dessus était vraie, on aurait

n+l-n=on%+4-n?=004)

et ce n'est clairement pas le cas.

Voici enfin les relations de négligeabilité classiques a connaitre :

VaeR VPp>0 In®n = o(nf)
Ya<p n® =o(nP)
Ya,b>0 avec a<b a=o(b")
VYa,aeR avec a>1 n*=o(a"

Ya>1 a=o(n"

11.5.2 Equivalents

Définition 11.5.6
Soient u et v deux suites. On dit qu'elles sont équivalentes, ce qu'on note u, ~ v, si et seulement
Si

Ve>0 3INeN Vn>=N lu, — v, <evy,

En vue du paragraphe précédent, on voit que si u et v ne s’annulent pas, alors

Uy~ Vy <= Uy— UV =0(Vy)
(un_ Un
Un
u

n
— (—) converge vers 1
Uy / neN

) converge vers 0
neN

C’est cette derniere caractérisation qui sera, en pratique, la plus utile pour montrer que deux suites
sont équivalentes. On peut aussi pousser notre chaine d’équivalences un peu plus loin :
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. Un . Un
Up~Vy < lim —=1 << lim —=1 < v, ~u,
n—oo v, n—oo Y,

On voit ainsi que la terminologie est bien choisie : en effet, on dit « les suites sont équivalentes »,
ce qui semble impliquer qu’aucune des deux suites ne joue un role particulier par rapport a l'autre.
C’est bien le cas, puisque u,, ~ v, est la méme chose que v, ~ u,.

Cette notion signifie intuitivement que les suites u et v se comportent « de la méme maniere »
quand 7 croit. Ou du moins, de manieres suffisamment similaires pour que leur rapport soit envi-
ron égal a 1 pour de grandes valeurs de n. Mais cette explication n’est correcte que si les suites u
et v ne s'annulent pas. Rendons-la plus précise dans le cas général.

Théoréme 11.5.7
Soient u et v deux suites telles que u ~ v.
e Onaaussiv~ u.
» u converge si et seulement si v converge et leurs limites sont alors égales.
u tend vers +oo si et seulement v tend vers +oo.
Meéme chose avec —oo.
u diverge si et seulement si v diverge.

Preuve: Supposons que u ~ v.Soiente €]0; 1[eta = 18;8 On abien a > 0 et par suite, il existe N € N
tel que

Vn>=N |up —vpl < alvyl
donc Vn>N [Vnl = lunl <lup —val < alvy,l
|tnl
et Vn=>=N |vn|<1 = €luyl
-

On a donc prouvé
Vee€]0;1] INeN Vn>=N U, — vyl <€luyl
ce qui montre que v ~ u.

Maintenant, on suppose que u converge vers un ¢ € R. On fixe € > 0. Puisque v ~ u, on sait qu'il
existe N > 0 tel que

Vn=N  |uy—vpl <eluyl
et Vn>N lu, -0 <e
Alors Vn>N v, =0 < |vy—uyl+|u,—€ <e+eluy

Enfin, la suite u est bornée parce qu’elle converge. On note

M = Sup |u,|
neN
etona Vn>N lv,— 0 < (1+M)e

Ceci prouve que v converge vers £.
De la méme maniere, on prouve que si v converge, alors u converge vers la méme limite.
Du coup, par contre-apposée, si u diverge, v diverge; et vice-versa.

Enfin, par contre-apposée, u diverge si, et seulement si, v diverge. Ul
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Exemple 11.5.8 1

. L1
Quelques exemples simples pour commencer : on a n +3n+ 1 ~ n? ou bien — + i
n 5n*t n

Voici maintenant une liste d’équivalents classiques; dans ce qui suit, u est une suite qui tend
vers 0. Et ces formules sont des conséquences immeédiates de formules classiques sur les fonctions
usuelles.

QI+ uy))*-1~auy, ou bien 1+ u,))*=1+au, +o(uy,)

In(1+u,) ~u, ou bien In(1+u,) = u, +o(uy)

e —1~ uy ou bien e =1+ u,+o(uy)

sinu, ~ u, ou bien sinu,, = u, +o(u,)

cosu,~1 ou bien cosu, =1+0(1)
2 2

1—cosun~% oubien  cos unzl—%+o(ui)

tanu, ~ Uy, ou bien tan u, = u, +o(u,)

arcsinu, ~ uy, ou bien arcsinu,, = u, +o(uy,)

b . 7
arccos u, ~ E ou bien arccos u, = E +o0(1)

b . b
arccos U, — — ~ —Uy ou bien arccos U, = — — U, +o(uy)
2 2

arctanu, ~ uy ou bien arctan uy, = u, +o(uy,)
shu, ~ u, ou bien shu, = u, +o(uy;)

chu, ~1 ou bien chu,=1+0()

uz u’
chun—1~7" ou bien chun:1+?"+o(u,21)

thu, ~ u, ou bien thu, = u, +o(uy,)
argshu, ~ u, ou bien argshu, = u, +o(u,)
argthu, ~ uy, ou bien argthu,, = u, +o(u,)

Enfin, la liste des regles de calcul avec les équivalents et les « petits o ». Chacune étant triviale
a vérifier :

Théoréme 11.5.9
1. Soit u une suite a termes non nuls. Alors u, ~ u,.

2. Soient u et v deux suites a termes non nuls. Alors u,, ~ v, si et seulement si v, ~ u,.

3. Soient u, v et w trois suites a termes non nuls. Si u, ~ v, et v, ~ wy, alors u, ~ wy,.
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4. Soientu, v, u' et V' quatre suites a termes non nuls. On suppose que

U, =o(vy,) Up ~ U, Un~ U,

Alors u, =o(v))

Soient u, v, u' et v' quatre suites a termes non nuls telles que

!/
Alors UpUp ~ Upl,

Soient u et v deux suites a termes non nuls, telles que u,, ~ v,,. Alors ui ~ Ui
n n

7. Soient u et v deux suites a termes strictement positifs telles que u,, ~ v,,. Pour tout nombre réel

[0

(04
a, Uy ~ V5.

Soient u et v deux suites a termes non nuls telles que u, ~ v,. Si ¢ : N — N est strictement
croissante, Ugn) ~ Vg(n)-

Voici, comme dans le paragraphe précédent, la traduction « en Francais » de ces propriétés,
peut-étre plus facile a retenir :

1.
2.

® N o w

Toute suite est équivalent a elle-méme.

L'équivalence est une relation symétrique : dire que u est équivalente a v ou que v est équi-
valente a u, c’est la méme chose.

. L'équivalence se transmet : si deux suites sont équivalentes a une méme troisieme, elles sont

équivalentes (entre elles).

Lorsqu’on a une relation de négligeabilité, on peut en remplacer les protagonistes par des
suites équivalentes.

On peut multiplier des équivalents.
On peut inverser des équivalents.
On peut prendre des puissances d’équivalents.

Les équivalents sont conservés par extraction.

Remarquons qu'il n'y a pas de regle pour la manipulation d’équivalents et de sommes.
Pour la simple raison qu’'on ne peut pas, en général, additionner les équivalents. Ne le faites
jamais.

Par exemple, ona n+1 ~ n et —n ~ 2 — n; si on pouvait additionner les équivalents,
on trouverait 1 ~ 2. Horreur!

Il n'y a également pas de regle de composition des équivalents : ce n'est pas parce que
Up ~ vp que f(uy) ~ f(vp).

Par exemple, on a nn ~ n+ 1 mais on n’a certainement pas e” ~ e’**1.

Je répéte : n"additionnez jamais des équivalents et ne les composez jamais par une
fonction.

Sivous souhaitez avoir I’équivalent d'une somme, passez plutot en notation o et utilisez
les regles de calcul avec ceux-ci. Par exemple :
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n+l=n+o(n) et —-n=2-n+o(n)

donc 1=2+0(n)

ce qui est vrai (et peu intéressant) mais n'implique certainement pas que 1 ~ 2.

De méme pour la composition : si vous souhaitez montrer que In(n + 1) ~ Inn, vous ne
pouvez vous contenter de composer la relation 7 + 1 ~ n, ce qui constitue une justification
fausse. Ecrivez plutot

In(n+1) :ln(n(1+%)) :lnn+ln(1+%) :lnn+%+o(%) =lnn+o(nn)

donc In(n+1)~Inn
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Chapitre 12

Fonctions et régularité

12.1 Notions de topologie

Au début de ce chapitre, nous allons formaliser la notion de limite d'une fonction, qui a pour
I'instant toujours été considérée comme intuitive. Une fois ceci fait, il nous faudra présenter les
regles de calcul avec les limites : addition, soustraction, multiplication, division, composition. Sa-
chant que chacune de ces limites peut étre finie ou infinie, et prise en un point ou en 'infini, cela
conduirait a trop de cas particuliers a considérer.

Et il nous faut donc présenter quelques notions de topologie, fort utiles pour considérer d'un
seul coup toutes les possibilités de limites.

Commencons avec la droite réelle achevée

Définition 12.1.1
On appelle droite réelle achevée I'ensemble R constitué de R auquel on ajoute deux éléments qui ne
sont pas réels. On les note respectivement +oo et —oo.

L'addition et la multiplication prolongent celles sur R. Et on ajoute en plus les opérations sui-
vantes :

+00 + 00 = +00 —00—00 = —00
(+00) x (+00) = +00 (+00) x (—00) = —co (—00) x (—00) = +00
Vx>0 X x (+00) = 4+00 X X (—00) = —00
Vx<0 X x (+00) = —00 X X (—00) = +00

L'ordre entre les nombres réels reste le méme; on ajoute les conventions suivantes :

VxeR —oco<x< +00

Vient ensuite la notion de voisinage :

Définition 12.1.2
Soit a€R. On appelle voisinage de a tout ensemble contenant un intervalle ouvert contenant a.

Ainsi, si a appartient a R, un voisinage est un ensemble qui contient un intervalle du type Ic; d|
avecc<a<d.
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Si a = +00, un voisinage de a est n'importe quel ensemble qui contient un intervalle du type
lc; +ool. Et si a = —oo, un voisinage de a est n'importe quel ensemble qui contient un intervalle du
type ] — oo, cl.

Grosso-modo, tout ce qu'on réclame de la part d'un voisinage de a, c’est qu'il y ait, dedans,
de la place (un intervalle ouvert) autour de a. De maniere a ce qu’on puisse approcher a des deux
cOtés, sans trou.

Voici les propriétés fondamentales des voisinages :

Proposition 12.1.3

SoitaeR.
1. Tout intervalle ouvert contenant a est un voisinage de a.
2. Une intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.
3. Une union quelconque de voisinages de a est un voisinage de a.

Preuve : Evidemment, la premiere proposition est vraie par définition méme d’un voisinage :
un intervalle contenant a contient un intervalle contenant a (lui-méme).
Donnons-nous n v01smages Vl, .,V,, de a. Pour tout i € [[1; n]], V; contient un intervalle J;

contenant a. Donc ﬂ V; contient ﬂ Ji;. Comme on I'a vu en exercice au cours du chapitre sur les
i=1 i=1
fondements de I’analyse, une intersection ﬁnie d’intervalles ouverts est un intervalle ouvert ; donc

ﬂ J; est un intervalle ouvert contenant a. Et ﬂ V; est un voisinage de a.
i=1 i=1
Enfin, donnons-nous (V;) je; une famille quelconque de voisinages de a. Chacun d’entre eux

contient un intervalle ouvert contenant a ; c’est donc en particulier le cas de U V;. U
Jjel

Définition 12.1.4

Soit T un intervalle. On appelle adhérence de 1, notée I, I'ensemble T auquel on ajoute ses bornes.
On appelle intérieur de 1, noté 1, I'ensemble T auquel on retire ses bornes.

Définition 12.1.5

Soient f une fonction définie sur un intervalle T et a € I. On dit que f vérifie une propriété au

voisinage de a si, et seulement si, il existe un voisinage V de a tel que cette propriété soit vérifiée
dans VN1

Par exemple, la fonction cos est décroissante au voisinage de m/2 ; bien qu’elle ne soit pas dé-
croissante (tout court).

12.2 Limites

12.2.1 Limite en un point

Définition 12.2.1
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Soient a€l et £ €R. On dit que f admet £ comme
limite en a si et seulement si pour tout voisinage V de £, il existe un voisinage U de a tel que

VxeUnI fx)eVv
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Cette définition est un poil plus abstraite que celle de la limite d'une suite. Mais elle peut étre
comprise d'une maniere similaire : pour tout voisinage V de ¢, aussi petit soit-il, il existe un voisi-
nage U de a suffisamment petit (mais pas si petit quand méme, puisqu’il contient tout un inter-
valle) tel que, dés que x appartienta InU, f(x) se retrouve coincé dans V.

Les dessins faits en cours aideront, je 'espére, a comprendre concretement ce que signifie cette
notion.

Comme pour les suites, le premier théoreme sur les limites est celui d'unicité :

Théoréme 12.2.2
Soient f une fonction définie sur un intervalle1 et £,¢' € R. On suppose que f admet( et €' comme
limitesen a. Alors € =0’

Deplus, sia€l, alors € = f(a).

Preuve : Supposons que f admet £ et £/ comme limites en a et que € # £'. On choisit alors des
intervalles disjoints Vy et Vy, contenant respectivement £ et ¢’

Alos Vy est un voisinage de £ et Vi est un voisinage de €. Puisque f admet £ comme limite en a,
il existe un voisinage U de a tel que

VxeUnI fx)eVy
De méme, il existe un voisinage U’ de a tel que
VxeU'NnI f(x)eVy
Or, d’apres la proposition 1.3, A= (UNI) N (U’ NI) est un voisinage de a. Et on a
VxeA f(x) eV et f(x)eVy

c’est-a-dire VxeA f(x)eVinVy

ce qui contredit le fait que V; et Vy sont disjoints. Donc € = ¢'.

Maintenant, supposons qu’en plus, a appartienne a I. Commencons par montrer que ¢ € R.
On suppose que ¢ = +oo. Alors | f(a) ; +ool est un voisinage de ¢ ; d’apres la définition de la limite,
il existe U voisinage de a tel que

VxeU fx) €lf(a); +ool
Or, a € U donc f(a) €] f(a); +ool : contradiction. De méme, on montre qu'il est exclu que ¢ = —co
en considérant le voisinage ] —oo; f(a)[ de —oo.

Bref, £ est donc un nombre réel. On se donne € > 0 et on pose V =]¢—¢; £ +¢€[. C’est un voisinage

de ¢ et f admet ¢ comme limite en a donc il existe un voisinage U de a tel que

VxeU fx)eVv

c'est-a-dire que VxeU If(x) -0l <e

En particulier, | f(a) — £| < €. Cette inégalité est valable pour tout € > 0. Donc f(a) = ¢. |
Définition 12.2.3

Soient f une fonction définie sur un intervalle I, a€1 et € € R tels que f admette £ comme limite

en a. Dans la mesure ot € est la seule et unique limite possible, on dira que € est la limite de f
en a et on notera :

)lclircllf(x)zﬁ ll{lnf:B ou f(x)ﬁﬁ
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Notre définition d'une limite, pour abstraite qu’elle puisse paraitre, présente I’avantage de trai-
ter tous les cas de limites d'un coup : limites en un point, en —oo ou en +oo; limites finies ou
infinies. Mais dans chacun de ces cas particulier, elle peut étre formulée de maniere plus concréte.

Proposition 12.2.4

Soient f un fonction définie sur un intervallel, ac1 et € R. { est la limite de f en a si et seulement
Si:
e SiacRetleR:

Ve>0 In>0 Vxel (lx—al<n = |[f(x)-0] <¥)
o SiacRetl=+00:
YVM>0 dn>0 Vxel (lx—al<n= f(x) >M)

Notons que dans ce cas la, a n'est pas dans1, comme on a pu le voir dans la preuve du théoreme
2.2,
e SiacRetl=—-0c0:

VM<0 In>0 Vxel (x-al<n= f(x)<M)

Meéme remarque que précédemment : a n'appartient pas al.
e Sia=+o0etl =+o0

VM>0 Ja>0 Vxel xZa= f(x)>M)
e Sia=+oc0etl =—-oc0

VM<0 Ja>0 Vxel xZa= f(x)<M)
e Sia=+cetleR

Ve>0 Ja>0 Vxel xZa = |f(x)-l<¢)
e Sia=-ccetl =+0c0

VM>0 da<0 Vxel x<a = f(x)>M)
e Sia=-ccetl =—-oc0

VM<0 Ja<0 Vxel x<a= f(x)<M)
e Sia=+ccetleR

Ve>0 Ja<0 Vxel x<a = |f(x)—0<¢)
Bien évidemment, il serait idiot d’apprendre ces relations par coeur. Ce sont de simples tra-

ductions de la définition 2.1 dans chacun des neuf contextes ci-dessus; et il est important de
comprendre pourquoi.

Théoreme 12.2.5 B _
Soient f une fonction définie sur un intervallel, acletl € R.
e SileR, 1i£11f:€(=>1161111(f—€):0
e Siach, liglnfzﬁﬁ}lin})f(a+h):€
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Preuve : Supposons d’abord que ¢ € R, de sorte que la fonction f — ¢ soit bien définie. On suppose
que licrln f =£.Soit V un voisinage de 0. Alors V; = {x+ £ | x € V} est un voisinage de ¢ et il existe un

voisinage U de a tel que

VxeU fx) eV

c’est-a-dire VxeU 3JyeV  f(x)=y+¢
ou encore VxeU 3JyeV  f(x)-l=y
donc VxeU (fx)—0 eV

Ce qui montre que lim(f —¢) = 0. La réciproque se montre de la méme maniere.
a
Maintenant, supposons que a € R, c’est-a-dire que a n’est pas +oo ou —oo. Ainsi, on peut parler
sans probleme de f(a+ h) pour tout réel h tel que a+ h € 1. Soit V un voisinage de ¢. Puisque
lim f = ¢, il existe un voisinage U de a tel que
a
VxeU fx) eV

Posons alors Up = {x — a | x € U} : c’est un voisinage de 0. On a alors

VheUg fla+h)eV
ey
ce qui montre que li(r)nf(a +h)=¢. U

Théoréeme 12.2.6 B
Soient f une fonction définie sur un intervallel, a €1 et { € R. On suppose que licrlnf ={. Alors f est

bornée au voisinage de a.

En Francais : une fonction qui admet une limite finie en a est bornée tant qu’on ne s’éloigne
pastrop de a. Ce n'est pas étonnant : par intuition de ce que signifie I’existence d'une limite,
si x est proche de a, f(x) est proche de €. Donc f(x) ne peut pas étre trop grand. La preuve
est trés simple.

Preuve: Lintervalle V=]¢—1; £+ 1[ est un voisinage de ¢. Donc il existe un voisinage U de a tel que

VxeU fx)eV

c’est-a-dire que VxeU -1<fx)<e+1

f est bien bornée dans un voisinage de a. U

12.2.2 Limites a gauche et a droite

Définition 12.2.7
Soient f une fonction définie sur un intervalle I, a€T et £€R.

Si f est définie au voisinage de a, & gauche. On dit que f admet € pour limite a gauche en a si
et seulement si la restriction de f a In] —oo; al admet pour limite €. On écrira

0= xlirgff(x) 0= lbrpf ou f(x) = ¢
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Si f est définie au voisinage de a, a droite, on dit que f admet € pour limite a droite en a si et
seulement si la restriction de f a In]a; +oo[ admet pour limite £. On écrira

€= lim f(x) €=lim f ou fx) )

x—at

Comme précédemment, la définition est formulée de maniere abstraite, dans un but unifica-
teur. Voici sa traduction dans les différents cas :

Proposition 12.2.8

Soient f une fonction définie sur un intervalle1, a €1 et £ € R. On suppose f définie dans un voisi-
nage a gauche de a. Alors lim_f(x) = ¢ si et seulement si
X—a

e Sil=-00:

VM<0 dn>0 Vxel (a—m<x<a = f(x)<M)
e Sil=+o00:

YVM>0 3dn>0 Vxel (a-m<x<a = f(x)>2M)
e SileR:

Ve>0 In>0 Vxel (a—nm<x<a= |fx) - <¢

Je vous fais le cadeau des limites a droite. Une des utilités de ces notions est de caractériser
'existence d'une limite pour une fonction. Comme on s’y attend,

Théoreme 12.2.9

Soient f une fonction définie sur un intervallel, ac1 et € € R. Alors f tend vers{ en a si et seulement
si les trois propriétés suivantes sont satisfaites :

1. fla)=¢;
2. xlirg_f(x)zﬁ;
3. lim f(x)==¢.

x—a*

Preuve : Supposons que f admet ¢ comme limite en a. Comme a est un point intérieur a I,
il appartient a I et le théoreme 2.2 affirme que f(a) = ¢. Cela implique automatiquement que ¢
n’est pas infini. On a donc

Ve>0 In>0 Vxel (lx—al<n = |f(x)— 0] <¢g)
En jetant un ceil a la proposition 2.8, on voit que f tend vers £ a gauche en a. Et si on exprimait en

quantificateurs la propriété f(x) — ¢, on verrait que f tend vers ¢ en a a droite.
X—a

Réciproquement, supposons que les trois propriétés 1, 2 et 3 sont satisfaites. Alors ¢ n’est pas
infini et on doit donc montrer que

Ve>0 In>0 Vxel (lx—al<n = |f(x)—-0] <¢g)
Soit € > 0. Comme on sait que f tend vers ¢ a gauche, il existe n; > 0 tel que

Vxel (a-n<x<a = |f(x)-0 <¢g)
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De méme, comme f tend vers ¢ a droite, il existe ny > 0 tel que
Vxel (a<x<a+mn = |f(x)-€<¢)
Posons alors 1) = Min (11, 12). De sorte que

a-nza-n; et at+tn<a+n

Du coup, VxelI\{a} (a-n<x<a+n = |f(x)—0]<¢g)
Enfin,six=a,ona|f(x)—-¥¢|=|f(a) — f(a)| =0 donc au final,
Vxel (a—m<x<a+n = |f(x)-{|<¢)

Ce qui établit que f tend vers ¢ en a. 0

12.2.3 Limites et inégalités

Théoréme 12.2.10
Soient f une fonction définie sur un intervalle 1, a € 1 et £ € R. On suppose que [ est positive au
voisinage de a et qu’elle tend vers € en a. Alors € > 0.

3. ¢

Preuve : On suppose que £ < 0. Alors I'intervalle |5 ; 5

voisinage U de a tel que

[ est un voisinage de ¢ et il existe donc un

3¢
VieU  <f@<;

Or, on sait aussi qu'il existe un voisinage U’ de a sur lequel f est positive. Par conséquent,
sur UnU’, f est strictement négative et positive a la fois. C’est une contradiction. Du coup, £ > 0.
0

Le corollaire suivant peut étre résumé ainsi : les inégalités larges sont conservées par passage
ala limite, pour peu qu’on ait vérifié avant que les limites existent.

Corollaire 12.2.11
Soient f, g deux fonctions définies sur un intervallel, a € 1. On suppose que f < g au voisinage de a
et que f et g admettent chacune une limite finie en a. Alors

lim f(x) < lim g(x)
En particulier :

e si f est majorée par un nombre réel M au voisinage de a, alors lim f(x) <M;
X—a
=m

e si g est minorée par un nombre réel m au voisinage de a, alors lim g(x)
X—a

12.2.4 Opérations sur les limites

Prenez les tableaux résumant les régles d’addition, multiplication et division de limites de
suites; ce sont les mémes pour les limites de fonctions.

Faisons maintenant des choses nouvelles. Tout d’abord, comme promis, le théoreme de com-
position d'une fonction par une suite.
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Théoreme 12.2.12
Soient f une fonction définie sur un intervallel et u une suite a valeurs dans 1. Soientac€letl € R.
On suppose que

limf=¢ et limu=a
a o0
Alors lim f(u,)=a

Preuve: Dire que u converge vers a, c’est dire que pour tout voisinage V de g, il existe un entier N
tel que

Vn>N u, eV
Soit V un voisinage de ; comme f tend vers £ en g, il existe un voisinage U de a tel que
VxeU fx)eV
Et comme u tend vers g, il existe un entier N tel que

VYn>=N u,eU

Par suite, Vn>N fluy) ev

ce qui démontre que f(u;) — 0. U

Théoreme 12.2.13
Soient f et g deux fonctions, définies respectivement sur des intervalles1 et ], telles que f (1) c ] de
sorte que g o f soit bien définie. Soient

acl be] leR

On suppose que lim f(x)=b lim g(x) =¢
X—a x—b
Alors }Cgrglgo flx)=¢

Preuve: Soit V un voisinage de ¢. On sait qu'il existe un voisinage U de b tel que
VxeU gx)eVv
Et comme U est un voisinage de b, qui est la limite de f en g, il existe un voisinage W de a tel que

VxeW  f(x)eU

Alors VxeW gof(x)=g(f(x) eV
——
ey
ce qui établit que )lcl_r}}l gof(x)=¢. U

12.2.5 Théoremes d’existence

Théoréme 12.2.14 (Théoreme des gendarmes)
Soient f, g et h trois fonctions définies dans un voisinagel de a € R et telles que

VxeV  f(x)<glx) <hx)

On suppose que f et h admettent chacune la méme limite £ € R en a. Alors lim g(x) existe et vaut £.
X—a
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Preuve : Supposons dans un premier temps que ¢ est fini. Soit V un voisinage de ¢ ; par définition,
V contient un intervalle contenant . Donc il existe € > 0 tel que | —¢; £ +¢€[c V.
Comme f et h admettent { comme limite en g, il existe voisinages U; et U, de a, tels que

VxeU;nlI fx)eVv

et VxeU,nlI h(x)eV
En particulier, VxeU;nNnUynl l—e<f)<gx)<hx)<hx)+¢
donc VxeU;nUsnI gx)ell—g; L+e[cV

Comme U; N U, NI est un voisinage de a, on a bien montré que g admet une limite en a et que
cette limite est £.
Supposons maintenant que £ = +oo. On sait alors qu'il existe un voisinage I’ de a tel que

Vxel!  f(x)>0

1 1
donc vxell! 0<—<—
g ~ f(

La fonction 1/ f tend vers 0 en a, puisque f tendent vers +oo. D’apres ce qui précede, 1/g tend
aussi vers 0, par valeurs supérieures, en a. Donc g tend vers +oo.
De méme si £ = —oo. O

Corollaire 12.2.15
Soient f une fonction bornée au voisinage de a € R et g une fonction de limite nulle en a. Alors

fg—0.

X—a
Théoréeme 12.2.16 (Théoréme de la limite monotone)
Soient f une application définie sur un intervallel, croissante, et a € 1.
e Siacl:alors f admet des limites en a a gauche et a droite et on a

lim f < f(a) <lim f

e Sia=Supl :alors f admet une limite en a. Cette limite est finie si f est majorée, et vaut +oo
sinon.

e Sia=Infl :alors f admet une limite en a. Cette limite est finie si f est minorée, et vaut —oo
sinon.

Preuve : Commencons avec le premier cas. Posons
m=Sup{f(x) | x< a} et M=Inf{f(x) | x> a}
Observons d’abord que, comme f est croissante,
Vx<a  fx) < f(a)
et Vx>a fx) = f(a)

Donc m< f(a) <M

Ensuite, donnons-nous € > 0. D’aprés la caractérisation des bornes supérieure et inférieure,
il existe xp < a et x; > a tels que
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m-e< f(xg) <m et M f(x))<M+e

Posons m=a-x9>0 et m=x1—a>0

Comme f est croissante, on a

Vxela-ny;al  m—-e< flx) < f(x)<m
~——
:xo
et Vxe€la; a+nal ML f(x) < flx) <M+e
——

=X1

Ceci montre exactement que

xlirg_ fx)=m et lim f(x)=M

x—a*
et acheéve la preuve de la premiére assertion.
Pour les deux autres, ca marche de la méme maniere. ]

12.3 Relations de comparaison

Dela méme maniére que pour les suites, nous allons définir des relations de comparaison entre
fonctions, dans le but d’étudier plus finement le comportement local de celles-ci.

12.3.1 Négligeabilité

Définition 12.3.1

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I, soit @ € I. On dit que f est négligeable
devant g au voisinage de a si, et seulement si, il existe une fonction €, définie sur I et tendant vers
0 en a telle que f =€eg au voisinage de a. On note alors

f(x) = o(g) ou bien f = o(g)

—

Les résultats suivants sont triviaux :

Théoréme 12.3.2 B
1. Soient f et g deux fonctions définies sur un intervallel. Soient a€ 1 et A € R*. On suppose que
f = o(g). Alors

Af=o0(g et f=o0Ag) =o0(g)
2. Soient f, g et h trois fonctions telles que
f = o(h) et g= o(h)
Alors f+g = o(g)
3. Soient f, g et h trois fonctions telles que

f = o(g) et §= o(h)

Alors f = o(h)
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4. Soient f, g, h, k quatre fonctions, telles que
f = o(g) et h = o(k)

Alors fh = o(gk)

5. Soient f et g deux fonctions telles que f = o(g). Soit ¢ une application définie au voisinage de

b, telle que linlz @(x) = b. Alors
x—>
fop=o(goq)

Les remarques accompagnant ce théoreme sont les mémes que pour les suites :

1. On peut multiplier une relation de négligeabilité par un nombre réel non nul, cela ne change
rien.

2. Sideux fonctions sont négligeables devant une méme troisieme, leur somme est négligeable
devant celle-ci.

3. Lanégligeabilité se transmet transitivement.

4. Multiplier une relation de négligeabilité membre a membre ne pose aucun probleme.

5. On peut composer a droite une relation de négligeabilité par une fonction.

Enrevanche, on ne peut pas ajouter membre a membre des relations négligeabilité. Par exemple,

x+1 = o(x*+4) et -x = o(-x?
X—+00 X—+00

Si on ajoute membre a membre ces relations, on obtient
1 o(4)

x—+00
ce qui est clairement faux.

Les théoremes de croissances comparées que nous avons vus au début de I’'année se récrivent
en termes de « petito»:

Ya<p B = ox® et X = oP)
x—0 X—+00

VpeR Va>0 InPx = oY et x* = o(/lnx/P)
X—+00 x—0

VpeR VYa>0 = o™ et e Pr = o(x|%
X—+00 X— —00

Enfin, le fait qu'une fonction f admette une limite £ € R en a s’écrit f(x) = €+ o(1).
X—a

—

12.4 Continuité

12.4.1 Les théorémes généraux

Définition 12.4.1
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, soit a € I. On dit que f est continue en a si et
seulement si f admet une limite en a.

On dit que f est continue sur 1 si et seulement si f est continue en tout point de I.

On dit que f est continue a gauche en a si et seulement si xlirgl_f(x) = f(a).

On dit que f est continue a droite en a si et seulement si lim+f(x) = f(a).
X—a
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De maniere équivalente, f est continue en a si et seulementsi f(x) = f(a)+o(1).
X—a

Proposition 12.4.2

€O est une algébre, c'est-a-dire que
1. la somme de deux fonctions continues est continue;
2. le produit de deux fonctions continues est continue;

3. le produit d'une fonction continue par un scalaire est continu.

Preuve : Tous ces résultats sont des conséquences débiles des résultats de manipulations de li-
mites.
Ainsi, supposons par exemple que f et g sont continues sur I. Soit a € I. Alors lim f et lim g
a a

existent et sont finies et on sait alors que lim(f + g) existe et vaut lim f +lim g.
a a a

De méme pour les autres points. U
Ajoutons le théoreme de composition :

Théoreme 12.4.3
Soient f € €°(0) et g € €°(J), avec g(J) 1. Alors f o g € €°().

Preuve : Application directe du théoréme de composition des limites. U

Définition 12.4.4

Soient I un intervalle et a€1. Soit fe €I\ {a}). On dit que f est prolongeable par continuité en a

si et seulement si lim f(x) et lim f(x) existent, sont finies et sont égales a un nombre réel £.
x—a x—a

Dans ce cas, la fonction 7 définie par

fx) six#a

¢ six=a

Vxel ?(x):{

est appelée le prolongement par continuité de f en a.

12.4.2 Les grands théoremes

Théoreme 12.4.5 (Théoréme de bornitude)
Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

Preuve: Soient I = [a; b] un segment (c’est-a-dire un intervalle fermé) et f € € (D).
On suppose | f| non majoré. En d’autres termes,

VM >0 dxel If(x)>M

En particulier, pour chaque entier n, on peut trouver un x, € I tel que | f(x,)| > n. La suite (x,) sen
est bornée puisque

VneN a<x,<b

D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, elle admet une sous-suite (X (1)) zen, convergente
vers une limite £. On a

VneN as Xom <b
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donc a<l<b
en passant a la limite dans 'inégalité. Donc ¢ appartient a I. On a aussi

VneN |f(x<p(n))|>ﬂp(n)
donc ’}Elololf(x(p(n))l = +00

D’un autre coté, | f| est continue en ¢ donc, d’apres le théoreme de composition des suites par des
fonctions,

’}Elolo|f(x¢(n))| = |f(e)|

C’est une contradiction. Donc | f| est majorée. Et f est bornée.
Montrons qu’elle atteint ses bornes. Posons M = Sup f. Par définition,

Ve>0 3dxel M-e< f(x) <M

1
En particulier, VneN* 3x,€l M-—< f(xp) <M
n
Alaide de Bolzano-Weierstrass, on extrait une sous-suite (xp(n)) nen qui converge vers une limite £.
Comme au-dessus, on a ¢ € [ puisque
VneN*  a<xgm<b

1
Enfin VneN* M- ——< f(xom) <M
(p(n) f ®(n)

D’apres le théoreme des gendarmes,
lim f(x =M
n—»oof ( (p(n))

Or, f est continue en £ donc

%i_r)lc;lof(x(p(n)) = f(e)

Par suite, f0)=M=Supf
Le supremum de f est atteint.

De la méme maniére, on montre que I'infimum est atteint. 0

Théoreme 12.4.6 (Théoreme des valeurs intermédiaires 1)
Soit f continue sur un segment [a; b]. On suppose que f(a) et f(b) sont de signes opposés. Alors f
s‘annule au moins une fois sur [a; b).

Preuve : Supposons par exemple que f(a) <0 et f(b) > 0; si ce n'est pas le cas, il suffit de changer
f en —f. Considérons I'’ensemble

A={x€la;Db]| f(x) <0}

Alors A n’est pas vide (il contient a) et il est majoré par b. Il admet donc une borne supérieure
qu’on note y. Par définition de la borne supérieure, pour tout entier n non nul, il existe x,, dans A
tel que

1
y—g<xn<y
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D’apreés le théoreme des gendarmes, x, —— y; en outre,
n—oo

VYneN* a<x,<b
donc aly<b
Comme f est continue sur I, elle admet une limite en y donc nlim fxn) =f(.O0Or,
—00
VYneN* flxn) <0

donc f <o

Dans la mesure ou f(b) > 0, y ne peut étre égal a b donc y < b. Il existe donc un entier N tel que
y+ % <b.Pourtoutn >N, y+ % majore y qui majore A, donc ne se trouve pas dans A. Par suite,

Vn>N f(y+%)>0

) 1
or Jim [+ ) =7
donc f(y)= lim f(y+ l)>O
n—oo n -
Ce qui achéve la démonstration, puisque f(y) =0 U

Voila voila... Ce théoreme fondamental confirme ce que notre intuition nous dit : le graphe
d’'une fonction continue ne peut pas passer des y négatifs aux y positifs sans passer au moins une
fois par 0.

Théoreme 12.4.7 (Théoreme des valeurs intermédiaires 2)
Si f est continue sur [a; b], elle atteint toutes les valeurs entre f (a) et f(b).

Preuve : Soit y € [f(a); f(b)]. La fonction g: x — f(x) — y est continue sur [a; b] comme somme
de fonctions continues sur [a; b] et vérifie

g@=fa-y<0 gb)=fb)-y=0
D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires 1, il existe c € [a; b] tel que g(c) =0, c’est-a-dire

que f(c) =y. 0

Théoréme 12.4.8 (Théoreme des valeurs intermédiaires 3)
Limage continue d'un intervalle est un intervalle.

Preuve: Soient I un intervalle et f continue sur I. On pose ] = f(I) et on se donne y; < y» dans J.
Par définition, ces nombres peuvent s’écrire

1= f(x1) et  y2=f(x2) avec  xj,x €l

Pour montrer que J est un intervalle, il suffit de montrer que J contient n'importe quelle valeur
comprise entre y; et y». C’est exactement ce que dit le théoreme des valeurs intermédiaires 2. [

Corollaire 12.4.9
Soient a < b des nombres réels et f une fonction.
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o Si f est strictement croissante et continue sur [a; b, alors f([a; b)) = [f(a); f(b)].
o Si f est strictement croissante et continue sur [a; b, alors f([a; b)) = [f(a); l}gr_nf[.

o Si f est strictement croissante et continue surla; b, alors f(1a; b]) =]lim f; f(b)].
a+

o Si f est strictement croissante et continue surla; b, alors f(la; b[) =]lim f; I}me[.
a* -

o Si f est strictement décroissante et continue sur [a; b, alors f([a; b]) = [f(b); f(a)].
 Si f est strictement décroissante et continue sur [a; b, alors f([a; b) :]I}Q{nf; f(a)l.

o Si f est strictement décroissante et continue surla; b, alors f(la; b]) = [f(b); lim f].
a+

 Si f est strictement décroissante et continue surla; b, alors f(1a; bl) :]I}Qm f; lilp fL
- a

Remarquons que 'existence de ces limites (finies ou infinies) est garantie par le théoréme
de la limite monotone. Nous allons nous abstenir de prouver ce théoréme caril ya 8 cas a
considérer et c’est reloud; il s’agit simplement de combiner le théoréme de la limite mo-
notone et le théoreme des valeurs intermédiaires 3.

Théoreme 12.4.10 (Théoreme de la bijection)

Soit f une fonction continue sur un intervallel. f réalise une injection surl si et seulement si elle est
strictement monotone. Dans ce cas, [ réalise une bijection del sur f(I) ; sa réciproque est continue
et du méme sens de variation que f.

Preuve : Supposons d’abord f strictement monotone sur I. Alors si x # y sont dans I, on peut
comparer f(x) et f(y) avec une inégalité stricte et ils sont donc distincts.

Réciproquement, supposons que f est injective, mais que’elle n’est ni strictement croissante,
ni strictement décroissante. Cela signifie qu'il existe x; < y; et xz < y» tels que

Fx)=fn) et flx) < f(y2)
On peut méme assurer que ces inégalités sont strictes car f est injective.
On pose alors VA€ [0;1] gAN=fAx1+A-Nx2)—fAy1 + (1 =N y»)
Comme somme de composées de fonctions continues, g est continue sur I. De plus,
gO)=flx2)—f(y2)<0 et g)=flx1)-f(y)>0

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires 1, il existe Ay € [0; 1] tel que g(Ao) soit nul. C’est-
a-dire que

FQox1+ (1 =Ag)x2) = f(Aoy1 + (1= Ag)y2)
Comme f est injective,

Aox1+ (1 —=Ag)x2=Aoy1+(1—=Ap)y2

d’ou Ao(x1 = y1) = (1= Ag) (2 — x2)

En outre, Ay ne peut étre 0 ou 1 puisque g(0) <0 et g(1) > 0. Donc le membre de gauche est stric-
tement négatif et le membre de droite est strictement positif. C’est impossible. Donc f est soit
strictement croissante, soit strictement décroissante.
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Supposons maintenant que f est strictement monotone, donc injective sur I. Alors elle atteint
toutes les valeurs dans ] = f(I) et réalise donc une bijection de I sur J. Notons f~! sa bijection
réciproque et montrons qu’elle est continue, de méme sens de variation que f.

Pour fixer les idées, supposons f strictement croissante et donnons-nous y; < y» dans J.
On suppose que f~1(y1) = f~1(y»). Comme f est croissante, appliquer f ne change pas le sens
de I'inégalité donc y; > y». C’est une contradiction, donc f~1(y;) < f~1(y2) et £~ est strictement
croissante sur J.

Finalement, supposons que f~! n’est pas continue sur J. Il existe alors y € J tel que f~! ne soit
pas continue en y. Du coup, y ne peut étre la borne droite ou la borne gauche de ] puisqu'une
fonction monotone sur un intervalle admet une limite aux bornes de celui-ci, d’apres le théoréme
de lalimite monotone. Autrement dit, y est a I'intérieur de J.

Dire que f~! n’est pas continue en y signifie qu'il existe un € > 0 tel que

vn>0 3y ely-n;y+nin)  If') -t >e

En particulier, si n est un entier non nul fixé, il existe y, €] tel que

1 1
Y- SyaSy+o et =l >e

D’apreés le théoreme des gendarmes (pour les suites), la suite (y,) ,en cOnverge vers y.
Comme y estal'intérieur de], il existe a > 0 tel que | y—a; y+a[<J. Et comme (y},) neny cONvVerge
vers y, il existe N e N tel que

VYne=N Yn€ly—o; y+alc]
Comme f ~1 est croissante,
vn=N  fly-0< o)<+

Donc la suite (f71(3,)) nen+ €st bornée et d’apres le théoréeme de Bolzano-Weierstrass, il existe
¢ :N— N, strictement croissante, telle que (f ! (Jp(n)) nen+ converge vers une limite qu’'on note
x. Or, f est continue en x donc d’apres le théoréme de composition des limites,

lim f(f ' Gem)) = f(x)
n—»oo%,_/
=Yo(n)

etil s'ensuit que f(x) = y. Autrement dit, x = f~!(y). Or, on avait

VneN |f_1(y(p(n))_f_l(y)|>€

ce qui assure Ix—f_l(y)l >e>0

par passage a la limite dans I'inégalité. C’est une contradiction. Donc f~! est continue surJ. [

C’est ce théoréme qui garantit la continuité des fonctions réciproques que nous avons
étudiées I'année derniere.

Par exemple, cos est continue et strictement décroissante sur [0; it]. Elle réalise donc
une bijection continue de [0; m] sur [-1; 1] ; sa bijection réciproque, qu’on appelle arccos,
est continue sur [—1; 1].
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12.5 Dérivation

12.5.1 Résultats généraux

Définition 12.5.1
Soit f une fonction définie sur un intervalle 1. Soit a € I. On dit que f est dérivable en a si, et

fx)—f(a)

seulement si, la fonction 1, : x— —————— définie sur I\{a}, peut étre prolongée par continuité
xX—a
en a.

Cette définition admet plusieurs formulations équivalentes :

e D’apres la définition du prolongement par continuité, f est dérivable en a si et seulement si
T, admet en a une limite a gauche et une limite a droite et celles-ci sont égales.
Leur valeur commune est appelée nombre dérivé de f en a et on le note f'(a), %(a) ou
encore D f(a).
Dans le cas ou1 T, admet une limite en a a gauche, on dit que f est dérivable a gauche en a;
cette limite est notée fg’(a) et appelée nombre dérivé a gauche de f en a.
Si T, admet une limite en a a droite, on dit que f est dérivable a droite en a; cette limite est
notée [ (a) et appelée nombre dérivé a droite de f en a.
Ainsi, f est dérivable en a si et seulement si elle est dérivable a gauche et a droite en a,
et les dérivées a gauche et a droite sont égales. C’est cette valeur commune qui est le nombre
dérivé de f en a.

¢ On a successivement

f dérivable en a <= lim M =
x—a x-—a

— M — f’(a) +o(1)
X—a X—a

f dérivable en a <= f(x) a fla)+(x—-a)f'(a)+o(x—a)

f'(a)

A ce stade, on voit (intuitivement) que f est dérivable en a si, et seulement si, la droite
d’équation « y = f(a) + (x — a) f'(a) » approche, au voisinage de a, la courbe représentative
de f avec une précision négaligeable devant (x — a). La dérivabilité nous permet donc de
trouver la meilleure approximation de f par une fonction linéaire, au voisinage de a.

e Puisque le point a, en lequel on étudie la dérivabilité de f, se trouve dans I, on peut aussi
dire que

f dérivable en a < }li_{% flat h})l —Jta) = f'(a)

< fla+h) h:Of(a)+hf'(a)+0(h)

C’est cette formulation de la dérivabilité en a que nos manipulerons le plus, car elle se ra-
mene a une étude en 0, toujours plus agréable a faire qu’en un autre point; et elle al’avantage
d’utiliser la notation « petit o » qui est trés souple.
Ainsi, si on arrive a montrer qu’il existe un nombre réel ¢ tel que f(a+ h) h:0 fla)+hl+o(h),
alors f sera dérivable en a et £ est le nombre dérivé de f en a.

On constate que
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Théoreme 12.5.2
Si f estdérivable en a, alors | est continue en a.

Preuve : On sait que fla+h) = f(a)+hf'(a)+o(h)
donc en particulier fla+h) = f(a)+0(1)
ce qui signifie précisément que f admet une limite en a. Donc f est continue en a. U

N’allez surtout pas imaginer une réciproque a ce théoreme : une fonction continue en un
point n’a aucune raison d’étre dérivable. Par exemple, la fonction x — | x| est continue en 0, mais
pas dérivable en ce point, puisque les dérivées gauche et droite valent respectivement —1 et 1.
Ou encore x — /x est continue en 0, mais le taux d’accroissement a une limite infinie en 0.

Voici maintenant les théorémes généraux sur la dérivabilité :

Théoreme 12.5.3
Soient f et g deux fonctions dérivables en a.
o Leur somme est dérivableen a et (f + g)'(a) = f'(a) + g'(a).
e Leur produit est dérivable en a et (fg)'(a) = f' (a)g(a) + f(a)g'(a).
o Si g nes'annule pas dans un voisinage de a, leur rapport est dérivable en a et

(i)’(a) _[la)g(a) —];(a)g (@
g gla)

Preuve: Supposons f et g dérivables en a. Cela signifie que

fla+h) =f@+hf'(@+o(h) et gla+h) =g(a)+hg'(a)+o(h)

Alors (f+g)a+h)=fla+h) +gla+h) = f(a)+gla)+h(f (a)+ g (@) +o(h)
ce qui établit la premiere proposition. Ensuite,
(fg)a+h)=fla+h)gla+h) = f(a)g(a) +h(f'(a)g(a)+g(a) f'(a)) +o(h) + termes en h?
Les termes en h? sont négligeables devant i donc f g est dérivable en a et son nombre dérivé en a

est f'(a)g(a)+ f(a)g'(a).
Enfin, pour le rapport, on a, en supposant g(a) #0:

f(a+h):f(a)+hf’(a)+o(h): 1  fl@+hf'(a)+o(h)
gla+h) gla)+hg'(a)+o(h) g(a) 1+hg'(a)/g(a)+o(h)

On connait 'approximation ﬁ = 1-x+o0(x) donc
fla+h) _ ) 8
a7 (f(@) +hf'(@) +o(h))(1 h @ +o(h))
= ﬁ(f(a) + h(f’(a) - %) +0(h) + termes en hz)

Les termes en h? sont négligeables devant i donc
flath) _f(@ oh fllayga) - flag (@ .
gla+h gla gla)?

ce qui acheve la démonstration. U

o(h)
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Théoreme 12.5.4 (Dérivation d'une composée)
Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur1 et], telles que f (1) cJ. On suppose f déri-
vableen ac€l et g dérivableen f(a) €]. Alors go f est dérivable en a et on a

(gef)a)=f(ag (f(a)

Preuve: On sait que

fla+h) =f@+hf'(a+o(h) et g(f(a)+h) =g(f(a)+hg' (f(a)+o(h)

donc (gofila+h)=g(fla+h) =g(f(a)+hf'(a)+o(h)
=g(f(@)+hg'(f(@)(hf'(a)+0o(h)+o(hf'(a)+o0(h)
=g(f@)+hf'(ag' (f(a)+o(h)

Ici, comme d’habitude, on a négligé les termes en h? devant h. U

Théoreme 12.5.5 (Dérivée de I'inverse d’'une bijection)
Soit f continue, bijective de 1 sur f (1), dérivable en a € 1. Alors f ~1 est dérivable en f(a) si et seule-
mentsi f'(a) #0 eton a

1

—1y/ _
' (f@) @)

Preuve : Supposons d’abord que f~! est dérivable en a. On sait que f~!o f est'identité sur I donc
sa dérivée vaut 1 en a. Mais aussi, d’apres le théoreme de dérivée d'une composée,

1=(ftoN(@=faf V) (fl@)

donc f’(a) n’est pas nul.

Réciproquement, supposons que f'(a) # 0. Comme f est continue, ] = f(I) est un intervalle
contenant f(a) d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires. Il existe donc m > 0 tel que I'inter-
valle [f(a) — m; f(a) + m] soit inclus dans J.

Si h est un nombre réel tel que |h| < m, f(a) + h appartient a J; f étant bijective de I sur J,
il existe un unique nombre H(h) tel que f(a) + h = f(a+ H(h)). D’ailleurs, on peut exprimer H(h)
al’aide de f~! puisque:

fla)+h=fla+H) < Hh) = (f@+h-a

D’apres le théoreme de composition des limites et parce que f~! est continue en f(a) (théoréme
de la bijection), H admet une limite en 0 et

i =1 -1 h — = — =
]l’ll—I%H(h) }ll_r%(f (fl@+h)-a)=a-a=0
Maintenant qu’on sait que liénH =0, on peut écrire, a I'aide de la dérivabilité de f en a,
fl@+h=fla+H(0) = f(a)+Hh) f'(a) + o(H(h))

d’ou h= H(h)f'(a) +o(H(h)
soit encore, puisque f'(a) #0, H(h) f'(a) ~ h. Du coup, H(h) ~ h/ f'(a) ce qui permet d’écrire

H(h) = +o(h)

f(a)
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1l s’ensuit que f Y f@+h=a+HMh) =a+ +0(h)

f'(a)
ce qui montre que f~! est dérivable en f(a) et donne la dérivée de f~! en ce point. Ul

C’est ce théoreme que nous avons utilisé pour démontrer la dérivabilité de toutes les fonctions
réciproques que nous avons construites. Par exemple, la fonction sin est continue bijective de
[-3; 31sur[~1;1].Sia€]-7; 7[, onasin’a = cosa qui n'est pas nul. Donc arcsin est dérivable en
sin a. C’est-a-dire que arcsin est dérivable sur] —1; 1[.

12.5.2 Les espaces ¢
Reloud.

12.5.3 Le théoreme de Rolle et ses conséquences

Commencons par une observation sur les extrema d'une fonction :

Théoréme 12.5.6
Soient f définie surl et a un point intérieur al. On suppose que f est dérivable en a et qu'elle admet
un extremum local en ce point. Alors f'(a) = 0.

Preuve: Quitte a changer f en —f, on suppose que f admet un maximum local en a. Cela signifie
qu’il existe h >0 tel que [a— h; a+ h] cl et que

Vxela—h;a+h) fx < fla)

fx) - f(a) >0

Alors Vxela-h; al
x—a
et Vxe€la; a+ h] %go

Puisque f admet une dérivée en a, les taux d’accroissements ci-dessus tendent vers f’(a) en a et
on peut appliquer le théoréme de passage a la limite dans les inégalités :

flla=20 et  fl(a)<0
Par suite, f'(a) =0. O

Ce théoreme nous donne donc une condition nécessaire sur les extrema locaux d'une fonction
f derivable sur I : ils doivent étre cherchés parmi les zéros de f”.

Remarquons aussi qu'il n’y a pas de réciproque : ce n’est pas parce que f'(a) = 0 que f admet
un extremum local en a. La fonction x — x® est un bon contre-exemple.

Théoreme 12.5.7 (Théoreme de Rolle)
Soit f continue sur [a; b], dérivable surla; bl, telle que f(a) = f(b). Alors il existe c €]a; bl tel que

f'(c)=0.

Preuve : Comme f est continue sur [a; D], elle est bornée et atteint ses bornes. Donc elle atteint
son minimum m et son maximum M en des points ¢, et ¢y respectivement.
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Si ¢;,, et cy ne sont tous deux pas intérieurs a [a; b], c’est qu’ils valent soit a, soit b. Et donc que
f(a) = f(b) = m = M. Auquel cas,

Vxe€ la; b] m<fx)<M=m

et f est constante. Sa dérivée s’annule en tout point de ]a; b| et le théoreme est démontré.
Si ¢, ou ¢y est intérieur a ]a; b, le théoreme 5.6 montre que f’ s’annule en ce point. 0J

Corollaire 12.5.8 (Théoréeme des accroissements finis)
Soit f continue sur [a; b], dérivable surla; bl. Il existe c €]a; b| tel que f(b) — f(a) = (b—a) f'(¢).

Preuve : Posons Vxe€la; bl gx)=(fb)- f(a)x—(b-—a)f'(x)

g est continue sur [a; b], dérivable sur ]a; b[ et on constate que
gl@=g)=af(b)-bf(a)

D’apres le théoréeme de Rolle, il existe ¢ €]a; b| tel que g'(c) = 0. La calcul de g’ donne alors

) -fl@-b-af'(c)=0 O

Corollaire 12.5.9 (Inégalité des accroissements finis)
Soit f continue sur [a; b], dérivable surla; bl, telle que f' soit minorée par m et majorée par M sur
la; bl. Alors

mb-a) < f(b) - f(a) <M(b-a)

Preuve : D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe c €]a; bl tel que

fb)-fla)=b-a)f'(c)
Dans lamesure ott b—a > 0 et m < f’(c) <M, on a bien I'inégalité recherchée. O
Corollaire 12.5.10 (Caractérisation des fonctions constantes sur un intervalle)

Soit f continue et dérivable sur [a; D). Elle est constante sur cet intervalle si et seulement sa dérivée
y est identiquement nulle.

Preuve: Si f est constante sur [a; b], sa dérivée y est nulle, on le sait déja.
Réciproquement, supposons que f’' =0 sur [a; b]. Soit x €]a; b]. D’apres le théoréme des ac-
croissements finis, il existe c €]a; x| tel que

f-fl@=x-af'(c)=0
donc fx) = f(a)
et f est bien constante sur [a; b]. L]

Corollaire 12.5.11 (Sens de variation et signe de la dérivée)
Soit f continue sur [a; b], dérivable sur]a; bl. Elle est croissante sur [a; b] si et seulement si f' est
positive surla b|.

Si f' est strictement positive surla; b|, alors f est strictement croissante sur |a; b).
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Preuve : Supposons [’ positive sur ]a; b[. Soient x et y dans [a; b], tels que x < y. D’apres le théo-
reme des accroissements finis, il existe c €]x; y[ tel que

fO-fO=-0f'c)2y-x=>0

donc f=fx

et f est croissante. Si on avait supposé f’ strictement positive sur ]a; bl, les inégalités ci-dessus
auraient été strictes et on aurait obtenu que f’ est strictement croissante.
Réciproquement, supposons f croissante sur [a; b]. Soit xp €]a; b[. On a

J(x) = f(xo) <

X<Xx) = ———>0

X — X0
J(x) = f(xo) >0
X — X

Vxe€la;b]
X>Xg =

Dans le premier cas, numérateur et dénominateur sont négatifs ; dans le second, ils sont positifs.
Dong, en faisant tendre x vers xg, on trouve f'(xg) > 0. O

Corollaire 12.5.12 (Théoreme des accroissements finis généralisé)
Soient f et g deux fonctions continues sur [a; b], dérivables sur]a; b[. On suppose que g' ne s‘annule
pas surla; b[. Alors il existe c €]a; b| tel que

fb) - f(a) _ f'(c)

gb)-gla) g'c)

Observons que la seule hypotheése « g’ ne s'annule pas sur ]a; b[ » suffit a assurer que

f(b) - f(a)

g(b)—g(a) # 0 et autorise donc a former le rapport W : C’est simplement la contre-
gWw)—gla
apposée du théoreme de Rolle.

Preuve : Il suffit de poser

Vxe€la; b] h(x)=(f(b) - f(a)gx)—(gb)—gla) f(x)

h est continue sur [a; b], dérivable sur ]a; b[ et prend la méme valeur en a et b. Il suffit d’appliquer
le théoreme de Rolle. O

Corollaire 12.5.13 (Théoréme de Taylor)
Soit f une fonction de classe ¢ sur [a; b], n+ 1 fois dérivable surla; bl. Il existe c €]a; bl tel que

n f(k)(a) k+f(n+1)(c)

. . _ n+1
fh)= % = b-af+ T E (=)
Preuve : Posons
. U L1 (x—a)™!
Vxela;b] Fx)=f(x) kgo a0 (x—a) et G(x)= NS

Les fonctions F et G sont n fois dérivables sur [a; b] et un simple calcul donne leurs dérivées suc-
cessives :
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n-p flk+p)
FP) () = fP(x)— ¥ %(x—a)k
Vpell0o;n]l Vxela;b] k=0 !
(x—a)"t1-p
GP ()= ——
(n+1-p)!
En particulier, Vpelo;nl {G(p)EZ; - 0f (a) - fP(a)

Ces calculs étant faits, commencons la preuve proprement dite. F et G sont continues sur [a; D],
dérivables sur ]a; b[ et G’ ne s’annule pas sur ]a; b[. D’apres le théoréme des accroissements finis
généralisé, il existe c) €]a; b[ tel que

F(b)-F(a) F'(c1)
G -Gl@ Glc)
Comme F, G, F/, G’ s’annulent en a, on peut aussi écrire :
E(b)  F'(c))-F'(a)
G  Gle)-Gla
Les fonctions F’ et G’ sont continues sur [a; b], dérivables sur ]a; b[ et G” ne s’annule pas sur
la; b[. D’apres le théoréme des accroissements finis généralisé, il existe ¢, €]a; ;[ tel que
E(b) Fl(c)-F(a) F'(c)
G Gle)-Gl@ G'(c)
Mais comme F’(a) = G"(a) =0, on a aussi
E(b)  F'(c)-F'(a)
G(b)  G'(c)-G"(a)
Et on continue. On trouve de proche-en-proche des réels ¢y > ¢} >... > c,41 > a tels que

E(b) _F(e) _ _F"n) _ F"V(cyi)
Gb) Glc) Gy GWD(cyp)
Or, Vxela;bl F" D) =0 D(x) et G U(x)=1
F(b)
donc G - F"* D (cpir)
. n f®(a) v O (cpen) Ll
so1t f(b) —kEOT(.X—LZ) = W (X—Ll) ]

Corollaire 12.5.14 (Théoréme de Taylor-Young)

Soit f une fonction de classe ¢"* sur un voisinage de a. Alors
n f®O(a)
fx) = % I @

el TE (x—a)*+o((x—a)")

Preuve: Si n =0, le résultat est clair. Si n > 0, f est a fortiori de classe &1 sur un voisinage V de
a, et dérivable n fois dans V. D’apres le théoreme de Taylor, si x €V, il existe c(x) compris entre a
et x tel que
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n—1 (k) (n)
fx)= X I~ @ (x—a)k+m(x—a)"
k=0 k! n!
n f(k) (a) f
o f(x) kgo o k- ) - fP @)
(x—a)™ B n!
Or, la—c(x)| <la— x|
donc c(x) —— a. Comme £ est continue en a,
- f(k) (@) ok
(x—a)” B n! x—a
n (k)
Autrement dit, fx) = X % x—a)*+o((x-a)™ U
1= k=0 :

Corollaire 12.5.15 (Inégalité de Taylor-Lagrange)
Soit f une fonction de classe €"* et n+ 1 fois dérivable sur un voisinageV de a. On suppose f"+V
bornée surV, par un réel M > 0. Alors

n f(k) (a)

vxeV  |feo- P

Mlx— a|n+l
(n+1)!

(x—a)k‘é

Preuve: C’est une simple application du théoréeme de Taylor : si x € V, il existe c entre a et x tel que

n f(k)(a) ) f(n+1) (c) M |x— a|n+1
_ — = | {—
fo0- ¥ @-at|= | < O

_ nn+l
Z K (x~a) n+ 1)

12.5.4 Laméthode de Newton

La méthode de Newton propose un algorithme pour trouver numériquement les zéros d'une
fonction. Elle est décrite et étudiée dans un DM.

12.6 Fonctions usuelles

Il s’agit dans ce paragraphe de définir proprement toutes les fonctions élémentaires utilisées en
mathématiques. On admet seulement, pour 'instant, le théoreme d’existence de primitives pour
les fonctions continues sur un intervalle :

Théoreme 12.6.1
Soit f une fonction continue sur un intervallel. Alors f admet des primitives sur1. Deux primitives
de f ont une différence constante.

Preuve : La preuve de I'existence sera faite dans le chapitre d’intégration. Si F et G sont deux pri-
mitives de f sur I, alors

Vxel F(x)=f(x)=G'(x)
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donc Vxel F-G)(x)=0

Comme I est un intervalle, on sait que F — G est constante sur I. O

12.6.1 Lafonction inverse

La fonction inverse est la fonction f: x — % Elle est définie et continue sur R*, d’apres les
théoremes généraux d’existence de limites. Mais elle est aussi dérivable sur cet intervalle d’apres
le théoreme de dérivation d'un inverse et'on a

1
VxeR* f’(x):—?

Comme la fonction x — x? ne s’annule pas sur R* et est dérivable, on voit que f’ est dérivable et
—2x 2
VJCEIR* "(JC):——:—
U x* X8
On voit alors qu’on peut montrer, par une récurrence immédiate, que f est de classe € sur R* et
(-1)"*n!

xn+1

VneN VxeR*  f0(x)=

Ceci permet de calculer en particulier le développement de Taylor de f au voisinage de 1, pour
tout entier n :

1 B 3 n f(k)(l) P ;
ﬁ—f(l—x)lekgoT(—X) +o(x™)
d’ou L — f xk+0(x")
1—Xx h=0p=9

Il est évidemment naturel de se demander si, pour un x fixé, ce développement converge vers
f(x). Laréponse est positive si, et seulement si, |x| < 1 : montrons-le. On se donne un réel x. On a

n l—xn+1 1 xn+1
VneN Y xF= - _
k=0 1-x 1-x 1—-x
1 n xl’H—l
donc VxeN — -y xF _
1-x x> [1— x|

La suite (|x|™*1),,en tend vers 0 si, et seulement si, |x| < 1. D’ol1

1
Vxe]l-1;1] —— = lim Zxk

12.6.2 Le Logarithme Népérien

On a maintenant tous les outils pour définir 'une des fonctions usuelles fondamentales :
le logarithme népérien. A 'aide du Théoréme 11.6.1, on sait que

Définition 12.6.2
Il existe une unique primitive de la fonction x — 1/x sur R} s'annulant en 1. Cette fonction est
appelée logarithme népérien (ou tout simplement logarithme) et on la note In.

269



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 12 : FONCTIONS ET REGULARITE

Cette définition est suffisante pour déduire toutes les propriétés connues du logarithme :

Théoreme 12.6.3

1.

NS Ok W

VxeRY Inf'x=— et Inl1=0
x

VxeRy VyeR} In(xy)=Inx+Iny e In=—=Inx-Iny

VxeRY VneN In(x™) = nlnx
In est une fonction strictement croissante sur R}

lim Inx=+oc0 et lim Inx = -0
X—+00 x—0t

In réalise une bijection de R} surR.

Soit f une fonction dérivable, strictement positive, sur un intervalle 1. La fonction Inof est
dérivable surl et
J'(x)
Vxel  (Inof)/(x)=——
! fx)

Preuve : On démontre chacune de ces propriétés.

1.

Il s’agit simplement de la définition du logarithme : c’est une primitive de x — 1/x sur R}
donc sa dérivée est x — 1/x et elle s’annule en 1.

On fixe un nombre strictement positif y et on définit la fonction
Vxe Ry gx) =In(xy)—Iny

Alors g est dérivable sur I, comme composée de deux fonctions dérivables. Et on a, d’apres
le théoreme de dérivation d'une composée :

. , 1 1
VxeRZ g(x):ny:;

En outre, g)=Iny-Iny=0
Comme In est 'unique fonction satisfaisant ces deux propriétés,

VxeR} Inx=g(x) =In(xy)—Iny

d’ ol VxeR} In(xy) =Inx+Iny

Puisque y a été choisi arbitrairement, la premiére partie de la proposition est vérifiée.
On s’attaque a présent au calcul de In(x/y). Pour cela, il suffit de constater que

VxeRy VyeR} 1nx:1n(£><y):1nf+lny
y y

d’out VxeR} VyeR} lnlenx—lny
y

. La propriété 2 nous dit que le logarithme d'un produit est la somme des logarithmes de

chacun des termes de ce produit. Puisque x" est le produit de n termes égaux a x, on a

VxeRy VneN In(x")=lnx+---+Inx=nlnx
—_—

n fois
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4. D’apres la premiere propriété, la dérivée de In est la fonction x — 1/x, qui est strictement
positive sur R}. Donc In est strictement croissante sur cet intervalle.

5. Puisque In est une fonction strictement croissante, on sait qu’elle admet une limite, finie ou
infinie, en +oco d’aprés le théoréme de la limite monotone. On constate alors que le loga-
rithme n’est pas une fonction bornée puisque

VneN In2" = nln2

qui peut étre rendu aussi grand que 1'on veut en choisissant n de plus en plus grand.
Par suite,

lim Inx=+oc0
X—+00

Intéressons-nous maintenant a la limite en 0. On a
1

Vx>0 Inx=In—=-In—
1/x X

Or, lim — =+oco et lim —Inx=-o00
x—0t X X—+00
donc d’apres le théoréme de composition des limites,
. . 1 .
lim Inx= lim (-In=)= lim (-Ilnx)=-o0
x—0% x—0% X X—+00

6. D’apres la propriété de croissance stricte du logarithme, et les valeurs de ses limites en 0* et
en +oo, elle réalise bien une bijection de R} sur R.

7. Soit f une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I. D’apres le théoreme
de dérivation d'une composée, la fonction Ino f est dérivable sur I et

_ f'x)
fx)

Comme pour la fonction inverse, il est toujours bon de s’intéresser a la régularité du loga-
rithme:

Vxel (Inof)' (x) = f'(x) In' (f ()

Théoreme 12.6.4
La fonction In est de classe € sur R} . De plus, pour tout entier n,

Inl-x) = - Y —+o0o(x"
x—1 =1 k
et Vxe[-1;1] Inl-x)=-1lim Y —
n—oorZy k

Preuve : Comme la dérivée de In sur R} est de classe €, le logarithme est aussi infiniment déri-
vable. De plus, les calculs du pargraphe précédent montrent que

_ =DM m- D)

= T

Pour tout entier n, on peut utiliser le théoréeme de Taylor-Young au voisinage de 1 :

VneN* VxeR* In™x
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-1 k-1 k_]. | k
In(l-x) = f M( 0k +o(x™) =— z X o™
x—1 =1 k! -1 k
Enfin, on fixe x €] — 1; 1] et un entier n non nul. On pose
Vyel-Ixl;|xll  f()=Ind-y+ X m
k=1
f est dérivable sur [—|x]|; |x|]] et'on a
vyel-lxl; ldl fl) = —L+ b R S S
y ; y =y y -y k:oy 1—y
n X n
donc Vyel-Ixl;1xll  1f'Ol= |y| < 1|_||x|

On peut alors appliquer I'inégalité des accroissements finis sur I'intervalle [0; x] ou [x; 0], suivant
que x est positif ou négatif :

00— FO) < x 2 2
X)— X| X =
= 1-|x] 1-|x|
k |x|n+l
On a montré VneN* In(1 - x)+Z 1 B
—|X

Mais comme | x| < 1, la suite (]x|™) ,en tend vers 0. D’ou

n xk
Vxe]l-1;1] In(1-x)=- lim Z?

=0 k=1
Mais ceci ne suffit par a établir la convergence lorsque x = —1. Pour ce faire, on a besoin de
I'inégalité de Taylor-Lagrange. On note g: x — In(1—x), définie sur [-1; 0] et infiniment dérivable.
Si k € N* est donné, on sait que

(n—1)!
Vxe[-1;0 ® (x) = -
[ ] g+ (x) 1 oF
donc vxel[-1;01  |g® @) < (k-1
D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée sur [-1; 0],
VneN* In 2+2( 1 ‘ ‘g(—l)—zg ©
k= k=1 k!
-1-0 1
< g Sup | (n+1) )< —
(n+ 1! xe[-1;0 n+l
Le membre de droite tend vers 0 donc on a gagné. U

12.6.3 LExponentielle Népérienne

On vient de voir que le logarithme est une bijection de R} sur R. Cette fonction admet donc une
réciproque, définie sur R et a valeurs dans R7.

Définition 12.6.5
On appelle exponentielle népérienne (ou tout simplement exponentielle) la réciproque du logarithme
sur R. Il s'agit d'une fonction définie sur R, & valeurs strictement positives, notée exp.
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Théoréme 12.6.6

1.
2.

exp0=1.

La fonction exponentielle est dérivable surR et

VxeR exp'x=expx

3. La fonction exponentielle est strictement croissante sur R et
XEIPOO expx=0 xl—l»IPoo exp x = +oo

exp x

4. VxeR VyeR exp(x+y)=expxxexpy et exp(x—y):e by
X
5. VxeR VneN exp(nx) = (expx)"
Preuve:

1. On sait que In1 = 0, d’apres la définition du logarithme. Or, d’apres la Définition 1.3, exp0

est 'unique solution de 'équation In y = 0. Par suite, exp0 = 1.

Oninvoque le Théoréme 1.5 : puisque In est dérivable sur R} et sa dérivée ne s’annule jamais
sur cet intervalle, exp est derivable sur R. En outre, si x € R,
1 1

I — —
xp x_ln’ (expx) 1ll/expx xp X

. Puisque la fonction exp prend ses valeurs dans RY, elle est strictement positive. Sa dérivée

(qui est elle-méme) est donc strictement positive et exp est strictement croissante.

D’apres le théoreme de la limite monotone, exp admet une limite £ en —oo et une limite L en
+00. D’apres le théoreme de composition des limites,
lim Inx = —oc0
x—0*

) donc (= lim expx= lim exp(Inx) = lim x=0
Jim Jexpx = X e 0" x=0*

De la méme maniére, on montre que L = +oo.

Soient x et y deux nombres réels. Puisque In et exp sont réciproques 'une de I'autre,
en posant

Xo=expx et yp=expy
ona Inxy=x et Inyo=y

Alors exp(x+y) =exp(nxp+1Inyp) = exp(nxyyo) = X0yo =expx x expy

ce qui établit la premiere propriété.
Pour la deuxieme, d’aprés ce qu’on vient de démontrer,

exp(x—y)xexpy=exp(x—y+y)=expx

exp x
expy

d’olt exp(x—y) =
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5. On vient de voir que I'exponentielle d'une somme est le produit des exponentielles de cha-
cun des termes de la somme. En particulier, si x est un réel et n un entier,

n

n
exp(nx) = exp( h x) = Il expx = (expx)” 0
k=1 k=1

Passons aux propriétés de régularité :

Théoréme 12.6.7
exp est de classe € surR. De plus, pour tout entier n,
= —+
exp(x) x—0 kéo k! ol
et VxeR expx = lim ) —
n—a0 .—q k!

Preuve: Le caractére € est évident puisque exp est dérivable et exp’ = exp. Par suite,
VneN exp™ =exp et exp™(0)=1

Donc si n € N est donné, le théoreme de Taylor appliqué au voisinage de 0 donne
n x n
expx = —+o(x
Xpx = kgo k! (x™)

On montre maintenant que le développement de Taylor est convergent. Soient x € R, non nul
etneN.Ona

Vyel-lxl;1xll  lexp™(y)| =expy < explx|

D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée sur I = [0; x] ouI = [x; 0], suivant que x est positif
ou négatif,

k
nox | x| |x| exp (|x])
_ —|I< S (n) < —
P L ]S e Pl OIS T
Le membre de droite tend vers 0 lorsque 7 tend vers l'infini, tout est bel et bon. U

12.6.4 Logarithmes et Exponentielles de Base a

Dans toute cette section, on se donne un nombre réel a > 0 différent de 1.

Définition 12.6.8
La fonction logarithme de base a, notée log,, est définie par
Inx
VxeRY log x=—
* 8a* " 1h4

Cette fonction log,, est proportionnelle au logarithme népérien, donc elle posséde les mémes pro-
priétés a une différence pres:

Théoreme 12.6.9

1
1. VxeR}  log, x=

xlna

et In1=0
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2. VxeR} VyeR} log,(xy) =log,x+log,y et loga§ =log,x—log,y

3. VxeR} VneN log,(x") = nlog, x
4. log, est une fonction strictement croissante sur Ry si a > 1 et strictement décroissante si a < 1.

. +00 sia>1 —00 sia>1
5. lim log,x=

lim 1 =
Jim et 0g, X

—00 si0l<a<1 x—0+ +00 sia<l1

6. log, réalise une bijection de R’y surR.

Preuve : Toutes les propriétés sont des conséquences directes des propriétés correspondantes
pour le logarithme, saufla 4°™° sur le sens de variation de log,,.
Comme le logarithme est strictement croissant et que In1 =0, il vient

{lna>0 sia>1

Ina<0 sia<l1

OJ

. log, croit sia>1
Par conséquent { 8a

log, décroit sia<l1

Nous allons voir que le logarithme de base a d'un nombre x est la puissance a laquelle il faut
élever a pour obtenir x. Mais on ne sait pas encore ce que signifient a" ou av2. Pour définir ces
nouvelles opérations, on étudie les bijections réciproques des fonctions log,,.

Définition 12.6.10
On appelle exponentielle de base a la bijection réciproque de log,. Il s'agit de I'unique fonction,
notée exp,, définie sur R, a valeurs dans R telle que

VxeR log,(exp,x) = x

Théoréme 12.6.11
1. VxeR exp, X =exp(xlna)

2. exp,0=1 et exp,l=a

3. La fonction exp,, est dérivable surR et
VxeR  exp,x=Inaxexp,x

4. Sia>1 (resp. a < 1), la fonction exp,, est strictement croissante (resp. décroissante) sur R.
En outre,

xlir+rl00 exp, x = +oo (resp. 0) etxgrpw exp,x =0 (resp. +o0)

exp, X
€XPa ¥y

5. VxeR VyeR exp,(x+y) =exp,x xexp,y et exp,(x—y) =

6. VxXER VneN exp,(nx) = (exp, x)"
Preuve : Une fois le premier résultat établi, tous les autres en seront des conséquences directes,

avec I'aide du Théoreme 2.4 et des théorémes de manipulations de limites.
Ainsi, soit x € R. D’apres les Définition 2.3 et 2.1,
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Inexp, x
x =log,(exp, x) = Tad
d’ou Inexp,x=xlna
et exp,x =exp(xlna) U

On constate alors, a I'aide des propriétés 2 et 6 que
VneN  exp,n=(exp,1)"=a"
C’est-a-dire que exp,, est définie sur tout R et prend pour valeur aux entiers les puissances entieres
correspondantes de a. Il est donc naturel de définir
Définition 12.6.12
Pour tout réel x, on définit a a la puissance x, noté a*, comme étant le nombre
a* =exp,x =exp(xlna)
Si a=1, on pose a* =1 pour tout réel x. On note e=exp1 de sorte que

VxeR expx =e*

Avec cette nouvelle notation, on garde les propriétés usuelles des puissances entieres et on les
généralise :

Théoréme 12.6.13 X
VxeR VyeR a‘a¥ = a*ty at V= et (ax)y - g

Preuve : Les deux premiéres propositions ne sont que des récritures de la propriété 5 dans le Théo-
reme 2.8, en remplacant exp , z par a“. Pour la troisieme, on prend x et y réels et on a, en déroulant
les diverses définitions vues jusqu’a présent :

(a*)Y = exp,«y =exp(ylna*) = exp(ylnexp, x)
=exp(ylnexp(xIlna)) = exp(xylna) = exp, y

(a®)? = a*V O

A ce stade, en partant uniquement de la fonction x — 1/x dont on a étudié une primitive In,
on a créé déja un bon nombre de fonctions fondamentales en analyse et on a généralisé la notion
de puissance.

Il nous reste a voir comment ces fonctions se comparent entre elles aux bornes de leurs en-
sembles de définition.

12.6.5 Croissances Comparées

Tout commence avec le lemme suivant :

Lemme 12.6.14
Inx

lim — =0
X—+oco X
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Preuve : Evidemment, cette limite ne s’étudie pas directement a 'aide des théorémes de manipu-
lation de limites, puisque

lim Inx=+o0 et lim x=+o00
X—+00 X—+00
On ruse en remarquant que
Vx>1 0< ! < !
x — —
*dt *dt
Par suite Vx> 1 oglnx:f —< | —==[2Vi]]=2vx-2
1t 1Vt
t vx>1 o<Br 2 2
e X — < —=--
S ox T Vxox
Il ne reste plus qu’a utiliser le théoreme des gendarmes pour conclure. U

Les théoremes de croissances comparées découlent alors tous de ce lemme :

Théoréme 12.6.15
Soient a et p deux nombres réels strictement positifs.

In* x

=0

1. lim
x—+oo yP

2. lim P|lnx/*=0
x—0*t

xO(

lim —=
X—+00 exp(ﬁx)

4. xlir_n |x|“exp(Px) =0

Remarquons qu'il n'y a pas lieu de s'inquiéter outre mesure de ces valeurs absolues
dans les formules 2 et 4. Elles sont juste 1a car In® x n’a aucun sens lorsque x < 1, dans la
mesure ou In x est négatif. En effet, par définition,

In* x = exp(alnln x)

En revanche, |In x|* n’a aucun probleme de définition.
De la méme maniere, x* ne veut rien dire lorsque x < 0.
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Preuve:

1. On s’amuse simplement avec les propriétés du logarithme et des puissances :

Vrs 1 ln"‘x_(lnx)a
X B Bla
Or, Vx>1  x=(xPle)¥P
. « /
d’ou Vx>1 Inx = —InxP/«
. Vs 1 In® x ((x lnxﬁl"‘)
=|— X
e X 5 5"

Il ne reste plus qu’a appliquer le théoreme de composition des limites :

lim xP/® = +00

X—+00 1 In xP/« .
= lim ——=0
lim 2%~ o+ Koo bl
X—400 X

ce qui est suffisant pour conclure.

2. Une premiere manipulation s'impose, pour ramener 1'étude en 0" en une étude en +oo :

a In®1/x
(1/x)°

Vxel0;1[  xPllnx|®= (ﬁ)ﬁ(m%

Puis on applique le théoréme de composition des limites :

. 1
lim — = +o00

x—0t X .
o = lim xP|Inx|*=0
. In%x *—0*
lim =0
X—+00 xﬁ

3. Encore le théoreme de composition des limites, avec la propriété 1 :

lim expx = +o0

x—+00 . In%(expx)
In® x = lim —— =
lim =0 x—+oo (expx)
X—+00 xﬁ

On applique alors les propriétés algébriques du log et de ’exponentielle pour conclure.

4. Anouveau le théoréme de composition des limites, avec la propriété 3 :

lim —x=+oco0
x==o0 (~2)°
x(X = lim —— =
im =0 x—-00 exp(—Px)
x—+00 exp Bx

On conclue avec les propriétés algébriques de I'’exponentielle et le fait que lorsque x est

négatif, on a (—x) = |x].
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12.6.6 Lexponentielle Complexe

La fonction exponentielle a parfaitement été définie sur R. On va maintenant tenter de la prolonger
a C. On définit

k
VneN VzeC sp(z) = Z—

k=0 k!
On sait déja (théoréme 6.7) que pour tout réel x, la suite (s, (x)) ,eny CONvVerge vers exp X.

Proposition 12.6.16
Pour tout nombre complexe z, la suite (s,(z)) nen cOnverge.

Preuve: Soit z € C. On montre que (s,(z)) ,en €st de Cauchy. On sait que (s, (|z])) neny €st de Cauchy,
puisqu’elle converge vers exp (|z]). Donc si € > 0 est donné, il existe N € N tel que

Vn=N VpeN*  Isy(lz) = spip(zhl <e

n+p Fk n+p |Z|k
Mais Vn N VPEN* |Sn(z)_sn+p(z)| = Z ‘ X Z _:Sn+p(|zl)_sn(|zl) <€
k=n+1 k! k=n+1 k!
Donc (s,(2)) nen est de Cauchy : elle converge. O

Définition 12.6.17 (Exponentielle complexe)
Si ze C, la limite de la suite (s,,(2))en est appelée exponentielle complexe de z et notée exp z.

Proposition 12.6.18 (Propriétés fondamentales de 'exponentielle complexe)
Lexponentielle complexe possede les propriétés suivantes :

1. Elle ne s'annule pas sur C.
expz
expw

2. Vz,weC exp(z+ w) = expzexpw et exp(z—w) =

3. VzeC expz=expz

4. VxeC exp(ix) = exp(—ix) = et lexp(ix)| =1

exp(ix)

Preuve : Soient z et w deux nombres complexes. Par définition,
expz= lim s,(z) expw = lim s,(w) et exp (z+ w) = lim s,(z+ w)
n—oo n—o00 n—o00
Fixons un entier n non nul et calculons $»,(z + w) :
2n (z+w)k  2n zlwk-t
Sop(z+tw)= Y ———= % Z
k=0 k! k=0¢=0 0! (k—10)!
On commence par inverser les sommes :
2n 2n Ze wk ¢
San(z+w) =3 ¥ ———0n
t=0k=¢ £! (k—10)!
et on effectue le changement d’indice k — k — ¢ dans la somme intérieure :
2n 2n—¢ Ze wk

Senle+ w) = ggo kgo 0'k!
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Puis on fait une séparation astucieuse de sommes, pour faire apparaitre s,(z) s,(w) :

Zﬂ wk n 2n-{ Zﬂ wk 2n 2n—{ Z@ wk

szt w) = ¥ ¥ Y Y >y

i=ok=0 k! =0 k=n+1 O'k"  o=ni1 k=0 £0'k!

n-1 Ze 2n  2n—{ Ze wk
=sn(@sp(w)+ Y —(Sope(W)—sp(w))+ ¥ X
=0 0! t=n+1 k=0 0'Kk!

On termine par un dernier échange de sommes :

n-1 ¢ n-12n-k ¢k
Son(z+w) —sp(2) sp(w) = Y —(Sopp(W) =sp(wW)+ 2 X
(=0 0! k=0¢=n+1 L'k!
n-1 Z@ n-1 wk
=4+ Y —(Sopn—e(W)—sp(wW)) + Y —(S25-k(2) — $1(2))
=0 0! k=0 k!

Voila... Ces calculs sont vrais pour tout n. On fixe un € > 0; comme les suites s(z) et s(w) sont de
Cauchy, il existe N € N tel que

Vn,p 2N [sp(2)—sp()l<e et [sp(w)—sp(w)l<e
On prend alors n > N, quelconque. On remarque alors quesif € [[0; n—1]],alors2n—¢ > n+1 > N.
D’ou
Vee[[0;n—1]] |S2n-0(2) —sp(2)| <€ et [y (W) —sp(w)| <€

_ n-1 |Z|’3 n-1 |w|k

+w)— < — + —_—

D’ou 1520+ W) = $n(2) sn(w)] 8e§0 0! 8kgo k!
< e(exp (|z]) +exp (|w))

Cette majoration est vraie pour tout n > N. Donc on peut passer a la limite (on sait que les suites
de gauche convergent) pour obtenir :

Ye>0 lexp (z+ w) —exp zexp w| < e(exp (|z]) + exp (|wl))

d’ou exp (z+ w) =expzexp w
Ce résultat est vrai pour tous z et w dans C. Donc
VzeC expzexp(—z) =exp0=1

Donc exp ne s’annule pas, et exp (—z) est I'inverse de exp z pour tout z € C.
Maintenant, prenons un nombre complexe z. Pour tout entier n,

_ nZF
sn(2) = X —= = sn(2)
k=0 k!
donc expz =expz
En particulier, si x est un nombre réel,
exp(ix) = exp(—ix) = dott  |exp(ix)|®=1 O

exp(ix)

Corollaire 12.6.19 (Dérivation d’'une exponentielle complexe)
1. La fonction f : x — exp(ix) est dérivable surR et f' = if.
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2. Soit g une fonction définie sur un intervallel, a valeurs complexes, dérivable. Alors exp g est
dérivable surlet (expg)' = g’ expg.

Preuve: Soit h € R*. On a
n (ih)k n (ik
VneN n>2 sn(ih)zzi:1+ih+zu
k=0 k! k=2 k!
sn(ih) -1 ‘ no Bt sp(hD -1
e | = —_
h = |l

Comme les deux membres sont les termes généraux de suites convergentes, on passe a la limite
pour obtenir

donc VneN n>2

VheR ‘eXp(l:)—l _.‘ exp (|h]) -1

RIS
Le membre de droite tend vers 0 lorsque & tend vers 0, car 'exponentielle réelle est dérivable en 0.

Donc la limite de gauche est nulle et

lim exp (ih) -1 _;
h—0 h
Maintenant, on fixe un x € R. On a
exp (i(x+ Z)) expix _ exp (i) exp (1:) 1 -
Ce qui montre que f est dérivable en x et f'(x) =if(x).
La deuxieme partie est un simple calcul : si g est a valeurs complexes, on note g; sa partie réelle
et g» sa partie imaginaire. Alors

YheR*

iexp (ix)

expg =exp (g1 +ig2) =expg) xexp(ig2)
—
=fog2
D’apres les théoréemes généraux, exp g est dérivable sur I et on utilise les formules de dérivation de
produits et de composées. 0

12.6.7 Les fonctions circulaires et le nombre 1t
Définition 12.6.20 (Fonctions cosinus et sinus)
On appelle fonctions cosinus et sinus les fonctions définies par

VzeC cosx= P (iz) +2exr> (—iz) ot sing = &P (iz) —;Xp(—iz)
|

Théoreme 12.6.21
Les fonctions sinus et cosinus satisfont les propriétés suivantes :

1. VxeR cos x = Re(exp(ix)) sinx = Im(exp(ix))
2. YzeC  cos’z+sin?z=1

3. cos est impaire et sin est paire.

4. sin et cos sont infiniment dérivables surR et

sin’ x = cos x
VxeR , .
cos' x = —sinx
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cos(a+b) =cosacosb—sinasinb
5. Ya,beC ) . .
sin(a+ b) =sina cosb+cosasinb

Lo L 22
= i -1
o8z nl—I*IOlOkgo( )(Zk)!

6. VzeR . 2k+1
sinz= lim Y (-k—=——
n—00 .— k+1)!
2k
n X
cosx = Y (-DF +o(x*"H)
x—0 k=0 2k)!
7. VneN
n x2k+1
sinx = ¥ (-DF———+o(x*"*?)

x—0 =0 2k+1)!

Preuve : L'essentiel du travail a été fait dans le corollaire 6.19.

1. La premiere proposition est une conséquence du fait que exp (ix) = exp(—ix) pour tout x € R,

et que
zZ+z zZ—z
VzeC Rez:T Imz=
2. SizeC,ona
exp(—iz) +exp(iz
cos(—2z) = p(-iz) Pl ):cosz
2
exp (—iz) —exp(iz
et sin(—z) = p( ), Pl ):—sinz
21
3. VzeC  cos?z+sin?z=(cosz+isinz)(cosz—isinz) = exp(iz) exp(-iz) = 1

4. Comme x — exp (ix) est infiniment dérivable sur R, on sait que cos et sin le sont aussi
d’apres les théoremes généraux. Aussi, d’apres les formules de dérivation d’'une composée,

1exp(ix) —21 exp(—ix) — sinx

VxeR cos’' x =

et de la méme maniére, sin’ = cos.

5. Les formules d’addition sont également triviales : si a et b sont des complexes,

exp (i(a+ b)) = exp (ia) exp(ib) = (cosa +isina)(cos b +isin b)
= (cosa cosb—sinasinb) +i(sinacosb + cos a sin b)

etde méme exp(—i(a+ b)) = (cosacosb—sinasinb)—i(sina cos b+ cos a sin b)

exp(i(a+ b)) + exp(i(a— b))
2

D’ou cos(a+b) = =cosacosb-sinasinb

exp(i(a+ b)) —exp(i(a+ b))
2

et sin(a+ b) = =sinacosb+cosasinb
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6. Si z € C, on sait que (5,(12)) nen et (s,(—12)) ey cOnvergent vers exp(iz) et exp(—iz) respecti-
vement. Toute suite extraite d'une suite convergente converge vers la limite de la suite donc
S2n(12) + $25,(—i2) . . Son+1(12) — Sop41(—12)

cosz = lim sinz = lim -
n—oo 2 n—oo 21

Mais pour tout entier n, en séparant les termes de rangs pair et impair dans s, (z), on trouve

2n ikzk 0 2Pz2p  n-1 2+l

sonli2) = kZoT:pzo e R ep e
2p n—1 Z2p+1
pZO( 1)”(2 )'szo(_ )”(2 Y
2p Z2p+1
et Son(—iz) = ZO( 1)”(2 ),—1p§0(— )”(2 o
i —j n Z2P
Donc S2n(12) +282n( iz) :pzo(_ )p(zp)'

ce qui donne la premiere formule en passant a la limite. La deuxieme formule s’obtient de la
méme maniere.
7. On commence par observer que
exp0+exp0

exp0—exp0
cosQ=—— =1 sinO:p—,p:
2 21

Soit n un entier. On sait que cos est 2n + 1 fois dérivable au voisinage de 0. Le calcul des
dérivées de cos et sin permet de montrer, par une récurrence immeédiate, que

VpeN  cos®P0=(-1)?  cos@®PVo=0

Le théoréme de Taylor-Young donne alors a 'ordre 2n + 1

2n+1 cos® ( n x2k
cosx = xk+o2mthy = ¥ (=1)k +o0 (x?h
x—0 r=p k! k=0 (Zk)!
Pour le sinus, c’est la méme chose. O
Lemme 12.6.22
Le sinus est strictement positif sur [0; 2].
Preuve: Soit x € [0; 2]. On sait que
2k+1
n X
sinx= lim } (—l)k—
n—o0 r._ 2k+1)!
x2k+1
On pose VkeN Up=——
p KT 2k+ 1)
x2k+1 x2k+3 x2k+1 5
etlona VkeN Up— U = - = 2k+3)2k+2)—x
ET M S T ke ) @kad) I )=
x2k+1 )
> —(6-x°)2=20
- (2k+3)!( )=
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2n+1 k n n n
Alors VneN Y (D% = X upp— X uopi1 = X (Uok — Uges1)

k=0 k=0 k=0 k=0~——"—

>0
= Uy — Uy

En passant a la limite, Vxe€[0;2] sinx > ug—u; >0 ]
Lemme 12.6.23
La fonction cosinus s‘annule une et une seule fois sur [0; 2].
Preuve : D’apres le lemme 6.22 et parce que cos’ = —sin, la fonction cosinus est strictement dé-

croissante sur [0; 2]. De plus, cos0 = 1; comme cos est continue, il suffit de montrer que cos2 < 0.
On sait que

2k

n
1 1k
cosZ—r}lm k§:0( 1) o

22k
On pose VkeN Up =
p k= 2h)!
22](? 22k+2 22k
Alors VkeN U — Ups] = — = 2k+2)2k+1)-4
KU = e T ke ) @kt ) =4
donc VkeN k>1 U — Up+1 >0
2n n n
Par suite, Vn=>3 Y (—l)kuk =Ug— U+ Up+ Y Upje— Y Upk—q
k=0 k=2 k=3
. 4+16+ i( )
=1-—+— Upi — Unje—
2 24 o,k 2kl
<0
2n 1
Y (-DFup < -2
k=0 3
En passant a la limite, il vient cos2 < —% <0. ]

Définition 12.6.24 (Le nombre 1)
Soit a l'unique élement de [0; 2] tel que cosa=0. Le réel 2a€ [0; 4] est noté .

Ainsi, par définition, cos 5 = 0 et cos est strictement positive sur [0; 5 [. On peut alors en déduire
de nombreuses valeurs des fonctions sinus et cosinus. Commencons par

20 o]t . T
cos“— +sin“— =1 donc sin—=+1
2 2 2
Mais on a montré que le sinus est strictement positif sur [0; 2] donc sing = 1. Ensuite, a I'aide des
formules d’addition,

. ¢ bl
sinmt=2sin—cos— =0
2 2

2 oW
et COS Tl = COS E—sm E:_l
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Par suite, VzeC sin(z+ ) =sinzcosm+ coszsinm = —sinz
sin(m—z) = sinmcosz—sinzcosm =sinz
cos(z+ 1) = coSzZCOST —Sinzsinm = —cosz

coS(lT— z) = COSZCOSTM +Sinzsinm = —cosz

. (T . T L
sln(——z) =sin— cosz—cos— sinz =cosz
2 2 2

. (T . T o
sm(—+z):sm—cosz+cos—smz:cosz
2 2 2
(5-4)=sin(3-(5-7)) =+
cos|——z|=sin|——-|——2z||=sinz
2 2 2
T . (T T . .
cos(—+z):sm(—+—+z):sm(n+z):—smz
2 2 2
sin(2m+ z) =sin(m+m+ z) = —sin(m+ z) =sinz
cos(2m+z) =cos(m+m+2z) =—cos(nm+2) =cosz
sin(2m— z) = sin(—z) = —sinz
cos(2m— z) = cos(—z) =cosz

Théoreme 12.6.25 (Irrationnalité de 7)
1T est irrationnel.

Preuve : Fait en DM. O]

On s'intéresse maintenant a la périodicité de ces fonctions. On aura besoin d'un

Lemme 12.6.26
Soit f € € (R), périodique, non constante. Alors il existe T € R} tel que I'ensemble des périodes de f
soitTZ.

Preuve: Notons & I'ensemble des périodes de f. Si p et g sont des périodes de f,
VxeR  f(x+p)=f(x) et flx+qg) =f(x

et VxeR fx+p+qg)=flx+p)=f(x)
Donc p + g est une période. En outre,
VxeR  fx—-p)=fx—-p+p) =[x

et —p est une période. & est donc un sous-groupe de R.
Supposons que & est dense dans R, c’est-a-dire que

VxeR VYn>0 Fpe x—pl<n
On fixe un € > 0. La fonction f est continue en 0 donc il existe n > 0 tel que
Vxel-m;nl  If0)-fO)I<e
Soit x € R; par densité de &7, il existe une période p de f, telle que |x — p| < 1. Donc
f)-fOI=1fx-p) - fO)I<e

Ceci est vrai pour tout € > 0 donc f(x) = f(0) et f est constante : c’est une contradiction. On a alors
vu en DM qu'’il existe T > 0, tel que & = TZ. U

285



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 12 : FONCTIONS ET REGULARITE

Théoreme 12.6.27 (Périodicité et variations)
1. Pour tout k € Z, le cosinus est une bijection de [kmn; (k + 1)n] sur [-1; 1]. Elle est strictement
croissante sur cet intervalle si, et seulement si, k est pair.

2. Pour tout k € Z, le sinus est une bijection de [ — % + kt; % + kmt] sur[—1; 1]. Elle est strictement
croissante sur cet intervalle si, et seulement si, k est pair.

3. SoientaetbdansR. Ona

cosa=cosb < (a=b[2n] ou a=-b[27])

et sina=sinb < (a=b[2n] ou a=7n->b[2n])

4. Les fonctions sinus et cosinus sont 2n-périodiques.Toute période de sinus ou cosinus est un
multiple entier relatif de 2.

Preuve : La 2nt-périodicité vient d'une des formules prouvées précédemment.
On sait que sin est strictement positive sur ]0; 2 [ d’apres le lemme 6.22 et parce que 0 < % <2
De plus,

‘v’xe[g;n[ sinx=sin(m—x) >0 car n—xe]o;g]
Par suite, cos est strictement décroissante sur [0; 1t]. Comme elle est continue, le corollaire 4.9 dit
cos([0; it]) = [cosm; cos0] =[—1; 1]
cos est donc une bijection strictement décroissante de [0; rt] sur [-1; 1]. Alors si k € Z, la formule
Vxe [km; (k+1)m] cos x = cos(x — km + k) = (-1)* cos(x — kn)

montre que cos est une bijection de [km; (k+ 1)n] sur [-1; 1], décroissante si et seulement si k est
pair.
On sait alors que cos est strictement croissante sur [—7; 0]. Donc
B i
‘v’xe]——;O] cosx>cos—=0
2 2

Et on sait déja que cos est strictement positive sur [0; [, par définition de 7. Ainsi, cos est stricte-
ment positive sur | — % ; % [ et sin est strictement croissante sur cet intervalle. Puisqu’elle est conti-
nue, le corollaire 4.9 donne

. T T e S |

sm([——; — ) = [sm—;sm— =[-1;1]
2 2 2

Par suite, sin est une bijection strictement croissante de [—g ; g] sur [—1; 1]. Si k € Z est donné, la
formule

Vxe|—- g + kmt; —g + (k+ 1)7[] sinx = sin(x — k7 + k) = (=1)¥sin(x — kn)

prouve que sin est une bijection de [—g +kTt; g + k7] sur [—1; 1], strictement croissante si et seule-
ment si k est pair.

Donnons-nous deux réels a et b, tels que cosa = cos b, avec par exemple a < b. On note k la
partie entiere de 5=, de sorte que

a
k<2—<k+1 ou encore ac [2km;2(k+ 1Dm|
T

b
On pose aussi 0= [2—] etl'ona be [20m;2(0+ 1)1
i
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Supposons d’abord que k = £ = 0. Si a et b sont dans [0; n[, par injectivité de cos sur cet intervalle,
on a a = b. S'ils sont dans [m; 21|, c’est la méme chose. Et si a € [0; [ et b € [; 27|, on obtient
2n—be[0;n[donca=2n-b.

Si kou £ n’est pasnul, ona

cos(a—2km) =cosa=cosb =cos(b—2¢n)
donc a-2kn=b-20n ou a-2kn=2n-b+2¢0n

Dans tous les cas, a=D>b[2n] ou a=-b[2n]

Supposons maintenant que sin a = sin b. Alors

T T
cos(——a) :sina:sinb:cos(——b)
2 2

i ¢ i i
et ——a=—-Db 27| ou ——a=b-—[27n]
2 2 2 2

Finalement, a=D>b 27| ou a=n->b[2n]

On termine en étudiant les périodes de ces fonctions. On commence par remarquer qu'un réel
T > 0 est une période du cosinus si, et seulement si, il est une période du sinus. En effet, d’apres
les formules de dérivation, si T est une période du cosinus, alors

VxeR cos'(x+T) = cos’' (x)

donc VxeR —sin(x+T) = —sinx

et T est une période du sinus. La réciproque fonctionne de la méme maniere. Il suffit donc de
trouver les périodes de cos.

Comme cos n’est pas nulle, le lemme 6.26 montre qu'’il existe T > 0 et n € N tel que 2rn = nT.
Remarquons que cosT = 1; mais les seules solutions de cette équation dans [0; 27t] sont 0 et 2,
d’apres ce qui précede. Donc T = 2. 0

Corollaire 12.6.28
Soient a et b deux nombres réels tels que a® + b?> = 1. Il existe un unique 0, € [0; 27 [ tel gue a = cos 0y
et b =sin0.

Preuve : On suppose, par exemple, que a, b > 0. On sait que a® + b*> = 1 donc a, b € [-1; 1]. Il existe
0o € [0; 5] tel que b = sinB. On a alors

a’>=1-b*=1-sin?0y = cos?0y

donc cosOy=+a

Comme 0 € [0; g], on sait que cosBy > 0 donc cosBy = a.

Montrons l'unicité. Soit 0 € [0; 27t] tel que cosO = a et sin® = b. Puisque b = sin0 > 0, on doit
avoir 0 € [0; mt]. De ce fait, 0 = 05 ou 8 = m—0y. Mais dans le deuxiéme cas, on a cos = —cos0y = —a,
ce qui est absurde.

Dans le cas ol a > 0 et b < 0. Alors —b > 0 donc il existe un unique 0 € [0; 27| tel que

a=coso et —b=sin6
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d’ou a=cos2n—-0) et b=—sinO =sin(2n—0)

En prenant 6y = 2n—0, on a montré 'existence. Pour I'unicité, on voit que si 0; est tel que cos0; = a
etsinO; = b, alors

a=cos0; =cos2mn—06;) et —b=-sinB; =sin(2n—064)
Mais 0 est 'unique élément de [0; 27| avec cette propriété donc
2n—-0; =06 et 0;=2n-0=0,
Les deux autres cas se traitent de la méme maniére. U

On termine en calculant les dernieres valeurs remarquables de cos et sin, pour pouvoir tracer
leurs graphes. On sait que cos % = 0 car cos est positive sur [0; g] ;etl'ona

T V2

i ) T R
0=cos—=2cos“— -1 d’ou cosS— = —
2 4 4 2

Ensuite, sin—=cos|———|=cos— =—
4 2 4 4 2
. b b B 51O | |
Puis Ozcos—:cos(—+—):cos—cos——sm—sm—
2 3 6
B T T i 5 A | S |
et cos—:cos(———):cos—cos—+sm—sm—
6 3 6 3 6 3
N T B B
d’ou cos—:Zcos§cosE

Mais % €]0; Z[ et cos ne s’annule pas dans cet intervalle. D’ol1

n 1
COoS— = —
3 2
o1 m 3 m 3
Ensuite, sinf==1-cos?===  donc sin—= £
3 3 4 2
car le sinus est positif sur [0; g]. Enfin,
i . (T[ T[) T V3
cCOS—=Ssmm|{———|=simn—=—
6 2 6 3 2
L T o1
et sm—:cos(———):cos—:—
6 2 6 3 2
1 sin
1 T
cos
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12.6.8 Fonctions circulaires réciproques
La Fonction Arcsinus

La fonction sinus n’est clairement pas une bijection sur [-1; 1] : en effet, elle est 2n-périodique
donc toute valeur entre —1 et 1 a une infinité d’antécédents par la fonction sinus.

Mais on peut essayer de se restreindre a un intervalle le plus gros et le plus simple possible, sur
lequel le sinus est bijectif. Ainsi, on constate que sin est strictement croissante sur [—%; %], donc
bijective sur [-1; 1]. Au-dela de g, certaines valeurs sont atteintes une deuxieme fois. De méme
avant —3. On définit donc:

Définition 12.6.29
La fonction Arcsinus, notée arcsin, est la bijection réciproque de la fonction sin restreinte a [-Z; g].

Théoréme 12.6.30
arcsin est une fonction impaire, définie sur [—1; 1] a valeurs dans -7 ; 1. Elle est caractérisée par
la propriété fondamentale

Vxe[-1;1] sinarcsinx = x

T T ..
De plus Vxe [_E; E] arcsinsinx = x

Preuve: Seul le fait que arcsin est impaire est a établir : les autres propriétés découlent de la défi-
nition d'une bijection. Soit x € [-1; 1] ; arcsin(—x) est 'unique solution dans [—g ; g] de I’équation
d’inconnue y :

siny=-x (E)
Or sin(—arcsin x) = —sinarcsinx = —x

car la fonction sinus est impaire. Donc — arcsin x est solution de I'équation (E) et est compris entre
—g et g Il vient — arcsin x = arcsin(—x). O

Intéressons-nous maintenant aux propriétés de dérivabilité de cette nouvelle fonction.

Théoréme 12'?{'3%1
1. ‘v’xe[—g;g] cosarcsinx = vV 1 — x2

2. La fonction arcsin est dérivable sur]—1; 1| et

Vxel-1;1] arcsin’ x =
1—x2

3. La fonction arcsin est strictement croissante sur [—1; 1].
Preuve:
1. Soitxe[-Z; g]. On sait que

cos? arcsin x + sin®arcsin x = 1
—_——

=x2

d’ ou cosarcsinx = V1 — x2 ou —V1-x2
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Pour déterminer s’il s’agit de v'1 — x? ou —V'1 — x?, on réfléchit une minute : arcsin x est com-
pris entre —7 et 5. Par conséquent, cosarcsin x est positif. D’ott

Vxe[-1;1] cosarcsinx = V1 — x?

2. D’apresle théoreme de dérivabilité d'une réciproque, comme la dérivée de sin est cos, qui ne
s’annule pas sur | — g ; % [ et comme sin est bijective de cet intervalle sur]—1; 1[, sa reciproque
arcsin est dérivable sur | —1; 1[. La valeur de sa dérivée est donnée par ce méme théoreme :

1 1 1
Vxe]-1;1[  arcsin'x=— — = — =
sin'arcsinx cosarcsinx 1= x2
3. Ce point est clair puisque arcsin’ est strictement positive sur | —1; 1]. U

On termine en donnant quelques valeurs de arcsin et en tracant son graphe :

V3| V2 1| vV2|v3
X 1 |-—|-— =0z —=—|—= |1
2 2 2 2| 2 2
) T T TC TC T[0T T[T
arcsinx | —— | —— | —— |—=|0|=<| = | = | =
2 3 4 6 6| 4 3 |2
T[k
2 arcsin
1 sin
1 T
2

Il est important de se rappeler 'énoncé exact de la propriété
T ]

Vxe [_E;E arcsinsinx = x

établie au Théoréme 3.2. Elle dit bien que x doit se trouver compris entre —3 et 5 pour que

290



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 12 : FONCTIONS ET REGULARITE

la formule arcsinsin x = x soit valable. Et pas autre part!!!

. T m . _.2m V3 om
Par exemple, arcsin Slng = g mais arcsmsm? = arcsm7 = —

La Fonction Arccosinus

On se permet d’aller beaucoup plus vite dans cette section, dans la mesure ou le travail est tres
similaire a celui effectué dans la précédente.

Définition 12.6.32
La fonction Arccosinus, notée arccos, est la bijection réciproque de la fonction cos restreinte a
[0; m].

Théoreme 12.6.33
arccos est une fonction définie sur [—1; 1] a valeurs dans [0; nt]. Elle est caractérisée par la propriété
fondamentale

Vxe[-1;1] cOSarccosx = x
En outre Vxe€|[0;m] arccoscosx = x
Enfin, Vxe[-1;1] arccos(—x) = ;m—arccos x

Preuve : Seule la derniere assertion n’est pas une conséquence directe des Définition 1.3 et Théo-
reme 1.4. On rappelle que arccos(—x) est I'unique solution y € [0; ] de 'équation

CoOSy=—-Xx
Or, n—x€[0;mn] et cos(m—x) =—x
Par conséquent, arccos(—x)=m—Xx U

Remarquons que cette derniere propriété nous assure que le graphe de la fonction
2 . ] _ T
arccos est symeétrique par rapport au point A = (0, 7).
En effet, notons M = (x, arccos x) et N = (—x,arccos(—x)) pour un x € [-1; 1]. D’apres le
Théoreme 3.5, on a en fait N = (—x, m — arccos x). On constate alors que

— B b
AM = (x,arccos x) — (0, E) = (x, arccos x — E)
— bl bl
et NA = (0’5) — (—x,m—arccos x) = (x, arccos x — 5)
d’ou m = ﬁ

Cette relation vectorielle exprime bien que les points M et N sont symétriques par rapport
a A. On constatera cette symétrie lorsqu’on donnera le graphe de arccos.

Comme pour la fonction arcsin, on s'intéresse a la dérivabilité de arccos.
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Théoréeme 12.6.34
1. Vxe[-1;1] sinarccos x = V' 1 — x2
2. La fonction arccos est dérivable sur]—1; 1| et

1

Vxe]l-1;1] arccos’ x = —
1—x?

3. La fonction arccos est strictement décroissante sur[—1; 1].

m
4. Vxe[-1,1] arccos x + arcsin x = E

Preuve:
1. Onfixe x dans [—1; 1]. On sait que
cos? arccos x + sinZarccos x = 1
—_——

=x2

d’ou sinarccosx=Vv1-x2  ou -V1-x?
Or, arccos x est compris entre 0 et m donc sinarccos x est positif et la conclusion s’ensuit.

2. Lafonction cos est dérivable sur ]0; n[, réalise une bijection de cet intervallesur]—1; 1[ et sa
dérivée —sin ne s’y annule pas. D’aprés le Théoréme 1.5, arccos est dérivable sur]—1; 1 et
1 1 1

Vxel-1;1] arccos’ x = = — =-
' cos’arccosx —sinarccosx NS

3. La décroissance de arccos est immédiate, compte tenu du fait que la dérivée est strictement
négative sur| —1; 1[.

4. On constate, a lalumiére des calculs de arccos’ et arcsin’, que

Vxel—1;1] arccos’ x = —arcsin’ x

Autrement dit Vxe]-1;1] (arccos +arcsin)’'(x) =0

Etla fonction arccos + arcsin est constante sur | — 1; 1[. Cette constante peut étre obtenue en
évaluant en n'importe quel point de I'intervalle | — 1; 1[. Par exemple :

. b bl
arccosO+arcsin0=—+0=—
2 2

. b1

donc Vxel-1;1] arccos x + arcsinx = 5

On vérifie enfin que
. m . m T
arccos(—1) +arcsin(—-1) =m— 5 =— et arccosl+arcsinl =0+ E = E

ce qui acheve la demonstration. U

D’aprés le théoréme précédent, la courbe de la fonction arccos peut étre aisément déduite
de celle de arcsin : il suffit de retourner cette derniere autour de I’axe des abscisses, puis de la
remonter de 3 :
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arccos L

COoS

La Fonction Arctangente

Il s’agit de la derniere fonction circulaire réciproque, qui inverse la fonction tangente.

Définition 12.6.35

La fonction Arctangente, notée arctan, est la bijection réciproque de la fonction tan restreinte a

_I.I
2?

5 L

Théoréme 12.6.36
arctan est la fonction définie sur R a valeurs dans] - % ; 5[ caractérisée par

VxeR tanarctanx = x

p LA
De plus, Vxe ] — E; E [ arctantanx = x

B
Enfin, Vxe ] - E; E [ arctan(—x) = —arctan x

293



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 12 : FONCTIONS ET REGULARITE

Preuve : Tout marche comme avec 'arcsinus. La seule différence se trouve étre les intervalles
considérés : cela est di au fait que tan est une bijection de ] — 7; 7[ sur R. Sa bijection réciproque
est donc une fonction de Rsur ] -3 ; 7. O

Le graphe d’arctan ressemble a :
A tan

1 arctan

AR

Parlons maintenant des propriétés de dérivabilité et des limites de arctan.

Théoréeme 12.6.37
1. La fonction arctan est dérivable surR et
1
VxeR arctanx =
1+ x2
2. La fonction arctan est strictement croissante sur R.
1 =
3. Vx>0 arctan x + arctan — = E
X
. L . L
4. lim arctanx=-—— et lim arctanx = —
X——00 2 X—+00 2
5. arctan est de classe €*° surR. De plus,
n 2k+1
VneN arctanx = Y (-D* + o(x?"+2)
k=0 2k+1
n 2k+1
et Vxel[-1;1] arctanx = lim ) (—l)k
n—00 (. —q 2k+1
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Preuve:

1.

Encore et toujours le théoréme de dérivabilité d'une réciproque : la dérivée de la fonction
tan vaut 1 + tan? et ne s’annule donc jamais sur | — g ; g[. Sa réciproque est donc dérivable
sur R et

1 1 1

tan/(arctanx) 1+tan2arctanx 1+ x2

VxeR arctan’ x =

Il en découle que la fonction tan est strictement croissante : sa dérivée est en effet stricte-
ment positive.

1
On définit Vx>0  g(x)=arctanx +arctan —
X

g est dérivable d’apres le théoréme de dérivation des fonctions composées, et
) L1 11 1
Vx>0 g(x):arctanx——zarctan—: 5= 3 5 =0
X x l4+x x“(1+1/x°)
La fonction g est donc constante. La valeur de cette constante peut étre lue en tout point.
En particulier:

51 G | R 1
g(l)=arctanl +arctanl = —+—=—
4 4 2

. 1 =
Conclusion : Vx>0 arctan x + arctan — = >
X

D’apres le théoreme de la limite monotone, arctan admet une limite £ en +oo. Aussi, comme
arctan est dérivable en 0, on sait que

1in}) arctanx = arctan0=0
x—>

On peut donc appliquer le théoreme de composition des limites et la relation montrée au
point 3 pour obtenir :

n . ) 1
— = lim arctanx+ lim arctan— =0+/¢

x—0* x—0t X
) ) Bl
d’ou lim arctanx = —
X—+00 2
. . . p1s
Comme arctan est impaire, lim arctanx=—— ]
X——00

La dérivée d’arctan est de classe ¥ donc arctan est infiniment dérivable. On a

1 1 1 1
VxeR arctan’(x) = —— = —( — + - )
1+x2 2\ —-ix 1+ix

n—DH"1 (=1l 1
donc VxeR VneN* arctan™ (x) = ( ) ( ( ), + : )
2 (1-ix)" (1 +ix)"
(n— 11
donc VneN* arctan? (0) = T((—1)”—1 +1)
_ 0 sinestpair
T l(m=-DI(=1)"V2 sjpestimpair
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D’apres le théoreme de Taylor-Young,

n x2k+l

VneN  arctanx = Dk 4 o(x?kt2
x—»OkEO( )(2k+1) ( )

A présent, soient x € [0; 1] et n € N. On commence par estimer arctan®"+? :

@n+DI=D", -1 1

_ (2n+2) (1) —

Vyel-x;x]  arctan®"?(y) = 5 ((1 —iy)2n+2 - (1 +iy)2”+2)
@n+1)! 1 1

_ 2n+2)

donc  Vye[-x;x] |arctan'“"*¥ (y)| < 5 (|1 “iy2nz AT +iy|2n+2)

2n+1)!
<—————— <2+ 1!

(1+y2)n

Comme arctan est de classe €%"*! et 2n + 2 fois dérivable sur [-x; x], I'inégalité de Taylor-
Lagrange fournit

K2k op+1)! 1
< <

n
arctanx— Y, (-1

X
k=0 2k+11 - @2n+2)!" T 2n+2
n x2k+1
d’ou Vxe[0;1] arctanx = lim Y (-D*
n—0o0 2k+1
Comme arctan est impaire, cette formule est aussi vraie pour x € [-1; 0]. O

12.6.9 Fonctions Hyperboliques

Fonctions Hyperboliques Directes

Définition 12.6.38
Les fonctions cosinus et sinus hyperboliques, notées ch et sh, sont définies sur C par les relations

e“+e % e —e7%

= cos(iz) et shz= 5 = —isin(iz)

VzeC chz=

La fonction ch s'annule sur {i +kn | k€ Z} et I'on peut définir la fonction tangente hyperbolique,

notée th par la relation

shz e?—e7%

chz e?+e %

VZEC\{ig+kT[ | kez} thz

Les propriétés suivantes ne demandent rien d’autre qu’'un petit calcul.

Théoreme 12.6.39 no g2k no o g2k+l
1. VzeC chz = cos(iz) = lim shz=—isin(iz) = lim —_—
(12) ”—*OOIEO (2k)! (i2) nﬁookgo 2k+1)!
2.VzeC ch’z-sh’z=1

3. ch, sh etth sont infiniment dérivables surR et l'on a

1

ch? x

VxeR ch’x=shx sh’x=chx et th' x = =1-th’x
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4. ch est paire; sh et th sont impaires.

5. Ces fonctions, restreintes a R, admettent les limite suivantes :

lim chx= lim chx=+c0

X—+00 X——00
lim shx=-o0 et lim shx=+o0
X——00 X—+00
lim thx=-1 et lim thx=1
X——00 X—+00

6. th et sh sont strictement croissantes sur R.

ch est strictement décroissante (resp. croissante) surR_ (resp. R.).

Ces fonctions sont surtout étudiées du fait de leur analogie avec les fonctions de trigo-
nométrie circulaire, comme nous allons le voir. Mais aussi parce que leurs réciproques ont
des derivées intéressantes.

Il est également notable que la fonction ch a une interprétation physique simple. Si
I'on prend une chaine et qu’on la pend par ses deux bouts, la courbe qu’elle forme est de la
forme x — Ach(ax +p). Cette courbe est appelée « chainette ».

Théoreme 12.6.40
Les fonctions ch, sh et th satisfont les formules d’addition suivantes :
Va,peC ch(a+p) =chachf+shashp
sh(a+p) =shachp +shpcha
tha+thp
th =
B = T ahp
+ -
cha+chf :20ha ﬁsha b
2 2
sha+shp = Zsh(x;FB chO(T_B

12.7 Développements limités

12.7.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 12.7.1
Soit f une fonction définie dans un voisinage de a € R. Soit n € N. On dit que f admet un dévelop-
pement limité en a a l'ordre n si, et seulement si, il existe (ay,...,a,) € R" tel que

f(x) =y ap+a(x—a)+---+a,(x—-a)"+o((x—a)")

—

n
Y. ar(X—a)k est appelée une partie réguliére d’'un développement limité de f a I'ordre n.
k=0
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Commencgons par une observation qui nous simplifiera la vie : dans la mesure o1 'on peut
composer a droite dans les expressions faisant intervenir les « petits o », une fonction f admet un
développement limité a 'ordre n en a € R si et seulement si

flx) = f ak(x—a)k+o((x—a)") — f(a+h) = f akhk+o(h")
X=a - h—0 k=0

Cette équivalence est obtenue en composant a droite par h — a + h 'expression de gauche et
par x — x — a 'expression de droite. Ainsi, f admet un développement limité a 'ordre n en a
si et seulement si h — f(a+ h) en admet un a l'ordre n en 0. Conclusion : il suffit d’étudier les
développements limités en 0, tous les autres peuvent s’y ramener. Nous ferons donc cela.

Remarquons aussi que si f admet un développement limité a ’ordre n en 0, alors il en admet
un a tout ordre m < n. En effet, sil’on a

n
fx) = Y arx*+ox™
*=0 k=0

m
il est également vrai que fx) =, Y aprx*+o(x™
=0 k=0
dans la mesure ol toute puissance de x supérieure a m + 1 est négligeable devant x"”.

Enfin, si on note p 'indice (s'il existe) du premier coefficient non nul dans un développement
limité de f al'ordre n en 0, on a alors

fx o apxP +o(xP)

Autrement dit, fx) ~ apxP
x—0

Donc les développements limités ont comme application immédiate la recherche d’équivalents,
et donc de limites.

Théoreme 12.7.2 (Unicité des coefficients d’'un DL)
Soit f une fonction admettant au voisinage de 0 un développement limité a l'ordre n. Alors ce dernier
est unique.

Preuve : Supposons que f admette en 0 les deux développements limités suivants a 'ordre 7 :

n
f) = ¥ apxF+o(x™
=0 k=0
n
et fx) = X bkxk+o(x”)
=0 k=0
Notons A={ke[0;nll| ar# by}

et supposons A non vide. Il admet donc un plus petit élément, noté p. Ce qui signifie que
Vk<p ay = by
D’apres la derniere remarque formulée plus haut,

f(x) o apxP +o(xP) et  f(x) o by xP +o(xP)

Par suite, ap— by o o(1)
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ce qui implique que a,, — b, = 0. C’est une contradiction. Donc A est vide et

Vke[[0;n]l  ap= Dby O

Théoréme 12.7.3 (Développements limités et régularité)
e Une fonction admet un développement limité a l'ordre 0 en 0 si, et seulement si, elle est conti-
nueen Q.
e Une fonction admet un développement limité a l'ordre 1 en 0 si, et seulement si, elle est déri-
vable en 0.
 Toute fonction de classe ¢ au voisinage de 0 admet un développement limité a l'ordre n en 0.

Preuve : Tout a déja été fait dans les paragraphes sur la continuité et la dérivabilité. Le dernier
point, en particulier, résulte du théoreme de Taylor-Young. 0J

Notons que I'existence d'un développement limité a 'ordre n et d’'une dérivée n-éme
sont des notions équivalentes uniquement pour n=0oun=1!

Il existe ainsi des fonctions admettant un développement limité a 'ordre 2 en 0, mais
qui ne sont pas 2 fois dérivables. Prenons par exemple

1
x3sin—2 Six#0
VxeR flx) = X

0 six=0

1
Alors flx) = x2% x xsin—2 =o0(x?)
X

et f admet bien un développement limité al'ordre2 en 0. Ona

1 1
VxeR*  f'(x)=3x*sin— —2cos—
X X
qui n"admet pas de limite en 0. Donc f’ n'a aucune chance d’étre continue en 0; elle en a
encore moins d’étre dérivable deux fois en 0.
On peut faire encore mieux (ou pire, suivant les points de vue) : il existe des fonctions
qui admettent des développements limités a tout ordre en 0, sans pour autant étre ne serait-
. - . 1R 2
ce que ¢! au voisinage de 0. Vérifiez qu'une telle fonction est x — e~ /* sine!/*".

12.7.2 Opérations sur les développements limités

On pourrait se dire que grace a la formule de Taylor, on est capable de trouver tous les dévelop-
pements limités qu’on souhaite pourvu que la fonction considérée soit suffisamment réguliere.
Théoriquement, c’est vrai. Pratiquement, les calculs de dérivées n-émes sont inhumains pour la
plupart des fonctions. Heureusement, il y a plus simple.

Théoreme 12.7.4 (Addition des développements limités)

Soient f et g deux fonctions qui ont, au voisinage de 0, un développement limité a l'ordre n. Alors
f + g admet un développement limité a l'ordre n en 0, dont la partie réguliére est la somme des
parties régulieresde f et g.

Preuve: Il s’agit simplement des regles d’addition entre relations avec « petits o ». Si on sait que
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flx) = f arx® +o(x™)

=0 k=0
et glx) = f brx® +o(x™)
=0 =0
alors (f+8)x)=f(x)+gkx) x:0 kz (a + bk)x’C +o0(x") ]
=0 k=0

Théoréme 12.7.5 (Multiplication des développements limités)

Soient f et g deux fonctions qui ont, au voisinage de 0, un développement limité a l'ordre n. Alors
f g admet un développement limité a l'ordre n en 0, dont la partie réguliere est le produit des parties
régulieres de f et g, tronqué a l'ordre n (c'est-a-dire qu'on se débarasse des termes d’ordre n+ 1 ou
supérieur).

n
= Z akxk +o(x™)

Preuve : Notons f(x)
x—0 =0
——
=A(x)
et g0 = Y bexF+o(x™
x—0 =0
—_—
=B(x)
Alors fx)gx) =, A(X)B(x) + (A(x) + B(x))o (x") + 0(x*")
X—
Or, (A(x) +B(x) o(x™) =o(x™) et o(x*™) = o(x™)
donc fxgx) =, A(x)B(x) +o(x™)

Et tous les termes du polyndme AB dont le degré est supérieur a n + 1 sont négligeables devant x"
et on peut les intégrer dans le o(x"). On obtient alors le produit AB, tronqué a 'ordre n. U

Théoréme 12.7.6 (Composition des développements limités, admis)
Soient f et g deux fonctions qui ont, au voisinage de 0, un développement limité a l'ordre n.
On suppose de plus que g(0) = 0. Posons

—0

—

f(x) = Ax)+o(x™ g(x) =, B(x) +o(x™) avec A BeR,[X]

Alors f o g admet un développement limité a l'ordre n en 0, dont la partie réguliere est le polynome
composé Ao B, tronqué a l'ordre n.

Preuve : Dans la mesure ou g(0) = B(0) = 0, 0 est racine de B. Notons p son ordre; il existe

B1 € Ry, [X] tel que B = XPB; et B1(0) # 0. On sait qu’'on peut composer a droite dans une rela-
tion faisant intervenir un « petit o» donc

flgx) o A(g(x))+o(g)™)

Or, gx)"=x"B;1(x)" donc o(g(x)™ =0 o(x")
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d’ol1 f(g(x) o AB(x) +o(x™) +o0(x")
n
Posons A=Y Aka
k=0
de sorte que A(B(x) +o(x™) =, i Ar(B(x) +o(x™)k
X=U k=0
k . .

Ensuite, B +o(x" )k = Bnk+ X (];)B(x)k‘fo(x”]) =B0F +0(x™)

X— j:]
d’ou flgx) = f ArB(®)* +0(x™) = AB(x)) + 0(x")

X=U k=0

Mais dans le polyndme Ao B, les termes de degré supérieur a n + 1 peuvent étre négligés devant
x"". Donc on obtient bien que f o g admet un développement limité a I'ordre n en 0, dont la partie
réguliere est Ao B tronqué a l'ordre n. 0J

Exemple 12.7.7

Imaginons qu’on ait a développer cos(sin x) a I'ordre 3 en 0. Le théoréme de composition des développe-
ments limités nous dit qu’on aura besoin du développement a I'ordre 3 du sinus et du cosinus. On com-
mence par les écrire :

2 3

X 3 . X 3
cosx:1—7+o(x) et smx:x—E+o(x)

Les parties régulieres sont, en respectant les notations de I'énoncé :
X2 x3
A=1-— et B=X-—
2 6
On calcule le polyndme Ao B, en prenant bien soin de ne pas calculer les termes de degré 4 ou plus, car on va
de toute maniére les négliger. On voit qu’'on aura juste besoin du calcul de B?, qu’on fait immédiatement :

X3\2
B? = (X— E) = X2 + termes de degré 4 ou plus

2
d’ou AoB=1- > + termes de degré 4 ou plus

2

) X
et cossinx = 1——+o(x%
x—0 2

Une remarque au passage : le x3/6 du sinus n’a servi a rien. Pouvait-on le prévoir 2 Oui, avec de 'habi-
tude et en connaissant nos développements de fonctions usuelles sur le bout des doigts. En effet, on pouvait
se dire que le cosinus n’a pas de terme d’ordre 1 donc ferait immédiatement intervenir le carré du dévelop-
pement du sinus; et ce dernier (toujours dans notre téte) n'a clairement pas de terme d’ordre 3. Faire cette
gymnastique avant de se lancer dans le calcul d'un développement limité est fondamental pour éviter de
longs calculs et diminuer les risques d’erreurs.

Exemple 12.7.8
On peut désormais calculer les développements limités d’inverses, a I'aide de la formule
1 n
— =Y DFxF+o(™
1+x k=0

301



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 12 : FONCTIONS ET REGULARITE

En effet, si f est une fonction telle que f(0) =a#0,ona

1 1 1
fx) a+(fx)—a) a 1+f(xT)l—a

flx) -

a

La fonction h : x — ~——— s’annule en 0 donc si f admet un développement limité en 0, le théoréme de
a

composition nous dit comment obtenir celui de 1/ f.

Exemple 12.7.9
Mettons cela en ceuvre pour calculer le développement a 'ordre 4 de 1/ cosx en 0. On a

- 1
cosx 1+ (cosx—1)

On aura besoin du développement a 'ordre 4 de 1/(1 + x) et de cos x — 1 en 0. On les écrit :

— =1-x+x2-xP+x*+o(xH
1+x
2 4
X 4
et cosx—1=——+—+o0(x")
2 24

Pour conserver les notations du théoréme de composition, on prend

x2 x4
A=1-X+X2-X34+X* et B=—-—+—
2 24
et on doit calculer AoB = 1-B+B? —B3 +B*. Il nous faut donc les puissances de B ; on n’oublie pas que seuls
les termes de degré inférieur a 4 nous intéressent, donc on ne perd pas de temps a calculer les autres. On a
x2 x4
B=-"+_—
2 24
X4
B2 = = + termes de degré 5 ou plus

B3 = termes de degré 6 ou plus

B* = termes de degré 8 ou plus

x2 xt xt
donc AoB=14+——-—+— +termes de degré 5 ou plus
2 24 4
X2 4

=1+ — 4+ — +termes de degré 5 ou plus
2 24

x2 4

X
+—+—+o(x
24

et =1
CcOS X x—0 2

B

En fait, on peut méme pousser ce développement plus loin d'un ordre, sans travail supplémentaire :
le cosinus est une fonction paire, donc il n'y aura pas de termes de degré impair. D’ou
2 4

X 5
= 1+—+—+o0(x’)
COS X x—0 2 24

Profitons-en pour illustrer le théoreme de multiplication des développements limités, dans le but d’ob-
tenir tan a 'ordre 5 en 0. On a
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. © X 5
et sinx = x——+—+o0(x’)
x—0 6 120
Il suffit de multiplier ce développement avec celui qu’on vient d’obtenir, en négligeant les termes de degré
6 ou plus. On trouve :

X 5x% 1., x°) x° 5
tanx = (x+—+—)——(x +—)+—+o(x )
x— 2 24 6 2 120
3 0
. 5
Tous calculs faits, tanx = x+—+— +o0(x°)

x—0 3 15

La derniere opération qui nous intéresse est la dérivation. Avant d’aborder un théoreme de
dérivation des développements limités, nous aurons besoin d'un lemme :

Lemme 12.7.10
Soit f une fonction dérivable au voisinage de 0, telle que

[0 = o(x")
x—0
Alors f(x) =0 f(0)+ o(x"*1)
X—
Preuve: C’est une conséquence de la regle de I'Hospital. On a

_ /
lim LSOy, SOI

x—0 xl’H—l x—0 xn

0 U

Théoreme 12.7.11 (Dérivation des développements limités)
Soit f une fonction derivable, telle que ' admet un développement limité a l'ordre n en 0. Alors f
admet un développement limité a l'ordre n+ 1 en 0, dont la dérivée est le développement de f'.

Preuve : On sait que f’ admet un développement limité a ’ordre n en 0, qu’on écrit sous la forme :

0 = ¥ au+o(™
x—=0 =0

On considere la fonction auxiliaire définie par |'expression

_ . s
sio= 10 2

Alors g est dérivable au voisinage de 0 et

n
g =f(x- kZ apx =o(x™
=0

D’apres le Lemme 6.10,

g(x) = g(0) +o(x"*1) = £(0) + o(x"™*1h)

d'oit F@) = fO)+ 3 -2 gkl g oty O
k=0 k+1
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12.8 Convexité

Ce dernier paragraphe est consacré al’étude d’'une propriété particuliere a certaines fonctions:
la convexité. C’est un outil trés utile pour obtenir des inégalités intéressantes, tres difficiles (voire
impossible) a avoir autrement.

Une fonction convexe f est une fonction, définie sur un intervalle, dont le graphe se trouve au-
dessous de toutes ses cordes : si x et y sont dans le domaine de définition de f, on demande que
pour tout z € [x; y], le point (z, f(z)) se trouve au-dessous de la droite qui relie les points (x, f(x))

et (y,f(y):

fx)
f@)|---F--—==

X z y
La droite qui relie les points (x, f(x)) et (y, f(y)) est dirigée par le vecteur

_ y—X
“Clro-rfw
etl'ona (X, f(x)=(f(x)+0xu =& f)+1xu

Le segment qui relie (x, f(x)) a (y, f(¥)) est donc 'ensemble des points
{6, f(xX)+0u|Be[0;1]} ={0x+(1-6)y,0f()+(1-06)f(»)0€[0;1]}
Tout ceci motive la définition suivante :

Définition 12.8.1 (Fonctions convexes et concaves)
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est convexe si, et seulement si,

Vx,yel VBel[0;1] FOx+(1-0)y) <0f(x)+(1-6)f(y)

On dit qu'elle est strictement convexe si |'inégalité est stricte pour 0 €]0; 1[.
Enfin, on dit qu'elle est (strictement) concave si, et seulement si, — f est (strictement) convexe.

Montrer qu'une fonction est convexe est, a partir de la seule définition, une chose assez dif-
ficile. Le but de cette section est de trouver des conditions simples qui impliquent la convexité,
de maniere a pouvoir exploiter ces inégalités. Commencons par observer que :

Proposition 12.8.2
Soit f une fonction définie sur un intervallel. Elle est convexe si, et seulement si,

f@—-f(x) <f(J/)—f(x)

~
z—X y—x

Vx,z,y€el xX<z<y =

1)

Dans ce cas, on peut ajouter que

f(z)—f(x)<f(y)—f(x)<f(y)—f(z)

z—X y—x y-z

Vx,y,z€l xX<z<y =

(2)
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f est strictement convexe si, et seulement si, on a la proposition (1) avec des inégalités sont strictes.
Dans ce cas, la proposition (2) est vraie, avec des inégalités strictes.

Preuve : Montrons la partie sur la convexité stricte ; la preuve pour la convexité large est identique,
a ceci pres qu’on a des inégalités larges tout du long. Donnons-nous x < y < zdans I; on a alors
-z z—Xx

u 1-0=

y—Xx y—Xx

z=0x+(1-0)y avec 0=

Supposons que f est strictement convexe. Alors

f@<0f)+A-0)f(=0-0)(F) - f)+f(x)

d'ot fR-f)<A-0)(f() - f(x)
et f(Z)—f(x)<f(y)—f(z)
Z—X y—Xx

Mais on peut aussi écrire que
0f(X)+A-0)f(y)=0(f(x)—fY)+ [

donc f@) =y <0(f(x)-f)
et f(Z)—f(y)<f(x)—f(y)
y—z y—Xx
ou encore W —f) - f-f(2
y—x y—z
On a bien Vx,y,ZEI X<y<z = f(z)_f(x)<f(y)—f(X)<f(y)—f(z)
Z=X y—x y-z

Réciproquement, supposons la condition (1), avec des inégalités strictes. On se donne x, y € I
et0€]0; 1[ eton pose z=0x+(1—-0)y. On aalors

9:y—z (1—9):Z_x
y—X y—X
et notre inégalité s’écrit, en fonction de 6 :
(2) - f(x) W -f(2)

En utilisant 'inégalité de gauche, il vient

f@) - f)<Q-0)(f) - f(x)
d’out fOx+(1-0y)=f(2)<0f(x)+1-0)f(y) O

Corollaire 12.8.3
Soit f une fonction convexe sur un intervalle 1. Alors elle est dérivable a gauche et a droite en tout
point intérieur al. De plus,

vxel [ <[l

et Vx,yecl) x<y = fi(0< fe()

Si f est strictement convexe, cette inégalité est stricte.
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Preuve : On suppose f convexe et on pose, pour tout z €1,
I;=Inl-o0;z[ I} =1In]z; +ool

Le fait que z est intérieur a [ assure que ces intervalles ne sont pas vides et cela rend possible toute
la suite de la démonstration. On définit aussi deux fonctions g_ et g, :

Vxel; g_(x)_M
Z—X
et Vyel g, (= LN=TB ﬁ(z)

La proposition 8.2 montre que g_ est majorée et g, est minorée puisque
Vxel, Vyel} g-(x)<g+(y)
Ceci montre aussi que Supg-(x) < Inf g, (y)
xel; yelf
De plus, si x < x’ sontdans1_, ona x < x’ < zdonc

f(Z) fx f(Z) f)

-X z—x

g-(x) = =g_(x)

g- est croissante, majorée. D’apres 1e théoréme de la limite monotone, lim g_(x) existe et est
X—zZ
finie: f est dérivable a gauche en z et

fg’(z) =Supg-_(x)

xel
De la méme maniere, on montre que g, est croissante, minorée, donc lim g, (y) existe et est
y—zt

finie : f est dérivable a droite en z. Ceci montre que f est dérivable a gauche et a droite en tout
point et

[;(@=Inf g.(y)
yel;

On a donc fg(Z) [i(2)
On fixe maintenant x et y dans I. On sait que

fl2)—f(x) . f—-fx

Vze]lx; yl xS Tx
T - fx)
) < ———2
donc fi0 < —
De méme, Vzelx; yl f-fx) <f(J/)—f(Z)
y—x y—z
fO-fw _
—— K
donc S 1)
ce qui fournit fé x) < fg/ )
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Enfin, on suppose que f est strictement convexe et on se donne x < y dans I. Pour avoir l'in-
égalité stricte, on va avoir besoin de deux points intermédiaire zy < z; dans ]x; y[. D’apres ce qu'on
a vu plus haut,

[0 < A AC) (car x < zp)
20— X

et % < fé’,(y) (car z; < y)

De plus, (@) = [ () < f@) -~ f(z0) (car x < zp < z1)
zZ0— X Z1 — X0

et enfin fa) - f(z0) < - (carzp < z1 <)
21 — 20 y—2

. , flz)-fx)  flz2)-f(z0) f-flz1)
Par suite, fd(x) < P < p—— < =z < fg(y) ]

Corollaire 12.8.4
Toute fonction convexe sur un intervalle ouvert est continue.

Corollaire 12.8.5
Soit f une fonction dérivable surl. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est convexe (resp. strictement convexe) ;
2. f' est croissante (resp. strictement croissante) ;

3. legraphe de f est au-dessus de toutes ses tangentes (resp. strictement), c’est-a-dire

Vxpel Vxel\{xg} 1 (x0) (x = x0) + f(x0) < f(x) (resp. <)

Preuve: Supposons que f est convexe (resp. strictement). Comme elle est dérivable sur I, le corol-
laire 8.3 montre que [’ est croissante (resp. strictement).

Supposons f’ croissante (resp. strictement). Soient xy € I et x # Xy ; par exemple, supposons
x < x9. D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]x; xo[ tel que

)~ flxo) _ £(0
X — X0

Mais ¢ < xg et f' est croissante (resp. strictement) donc f'(c) < f’(xp) (resp. f'(c) < f'(xp)). Par

suite,

f(x0) = f(x) ,
—xo - < f'(x0) (resp. <)

On ferait de méme si xp < x.

Enfin, supposons que le graphe de f est au-dessus (resp. strictement) de toutes ses tangentes.
Onsedonne x < ydansIetA€]0; 1[. Onnote z = Ax+(1—-A)y; comme le graphe de f est au-dessus
de sa tangente en z, on a

A +A=-Nf)ZAf@+ f(x-2)+1-N(f(2)+ f'(2)(y-=2) (resp. >)
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Mais un calcul montre que le membre de droite se simplifie en f(z) : f est convexe (resp. stricte-
ment). ]

Ce théoréme est trés utile, puisqu’on a des outils pour étudier la croissance d'une fonction; et
il fournit alors des conséquences géométriques intéressantes.

Par exemple, 'exponentielle est strictement convexe d’apreés ce théoreme. Si ¢ € R, on peut dire
que

VxeR\{c} e*>e‘(x—c)+e‘=e‘(x+1-0)
On retrouve en particulier, sans le moindre calcul, 'inégalité classique
VxeR\ {0} e*>1+x
De la méme maniere, le logarithme est immédiatement concave et 'on en déduit

VxeR,\ {1} Inx<x-1
Les deux corollaires suivants sont triviaux d’apres ce qui précede :

Corollaire 12.8.6
Soit f une fonction deux fois dérivable sur1. Elle est convexe si, et seulement si, f" est positive surl.

Définition 12.8.7 (Point d’inflexion)

Soit f une fonction définie sur I. Soit a un point intérieur a 1. On dit que a est un point d'inflexion
de f si, et seulement si f est convexe dans un voisinage a gauche de a, et concave dans un voisinage
a droite de a. Ou le contraire.

Corollaire 12.8.8
Soit f une fonction de classe ¢* surl. Soit a un point intérieur a1. C'est un point d’inflexion de f si,
et seulement i, " (a) =0 et f" change de signe en a.

Enfin, 'inégalité de convexité peut étre généralisée a plusieurs points intermédiaires :
Théoreme 12.8.9 (Convexité généralisée)
Soit f une fonction convexe sur un intervallel. Pour tout entier n > 2, pour tous xu, ..., X, € L et pour

n
tous \y,...,A, €]0; 1, telsque Y Ay =1,0na
k=1

n n
f( )3 Mxk) < X Apf(xe)
k=1 k=1
Si f est strictement convexe, l'inégalité est stricte.

Preuve : On procede par récurrence. Le cas n = 2 est simplement la définition d’'une fonction
convexe.
Soit n > 2 un entier ; on suppose savoir que pour tous Xy, ..., X, € L et pour tous Ay, ..., A, €]0; 1[

n
telsque Y Ax=1,0na
k=1

f( f )\kxk) < f Arf (xx)
k= k=1

1
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n+l1
Soient x1,...,X,4+1 €l et Ay,...,Au41 €]0; 1], tels que Z Ak =1.0n pose
=1

noA
A=1-Apy >0 x=Y =X
k=1 A
n ox 1-A\ n+l )\
de sorte que Z i g et Ax+(1-=NXp1 = X —kxk
k=1 A A k=1 A
noA
On sait que [l = f( )> _kxk) —f(xk)
k=1 A k=1 A
n+l1
donc f(kz )\kxk) = fAx+ 1T =Nxp1) KAL)+ (1= A) f(xp41)
=1
n
kZ AIcf(xlc) +)\n+1f(xn+1)
Ceci démontre la propriété au rang n + 1. On a gagné. 0J
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Chapitre 13

Intégration

Dans ce chapitre, nous souhaitons construire un outil, I'intégrale, dont 'application premiere
sera la mesure de 'aire algébrique se trouvant entre la courbe représentative d'une fonction et
'axe des abscisses.

Pour comprendre la démarche qui va suivre, il convient de s’interroger sur ce que signifie
« 'aire » d'une partie du plan. Il est clair pour tous que l'aire d’'un rectangle doit étre le produit
de salongueur et de sa largeur. Mais au-dela de ¢a, on bidouille pour calculer d’autres aires.

Ainsi, on se dit qu'une partie sans épaisseur doit avoir une aire nulle et que la réunion de deux
parties du plan séparées uniquement par une frontiere sans épaisseur doit étre la somme des aires
de chacun des parties.

C’est ainsi qu'on est capable d’accéder a I'aire d'un triangle : on le sépare en deux triangles
rectangles al’aide d'une hauteur. Et on observe que chacun de ces triangles est un demi-rectangle ;
ce qui permet de calculer 'aire de chacun de ces triangles; et en ajoutant les deux, d’obtenir |'aire
du triangle initial.

Et de maniere plus générale, on imagine bien qu’on serait capable de calculer I'aire de n'importe
quel polygone, en le découpant en suffisamment de triangles et de rectangles. On obtient ainsi
une valeur exacte de laire.

En revanche, comment calculer I'aire de parties du plan délimitées par des courbes non rec-
tilignes ? On essaie simplement de se ramener aux aires qu’on s’ait déja calculer : celles de rec-
tangles. Si la courbe est suffisamment réguliere (notion a définir proprement), elle devrait loca-
lement, en zoomant tres fort, paraitre rectiligne. Notre premier probléme a considérer est donc
le suivant : dans quelle mesure peut-on approcher une courbe par une réunion de segments de
droites ?
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13.1 Intégrale des fonctions en escalier

13.1.1 Fonctions en escalier

Définition 13.1.1 (Subdivision d’un intervalle)
Soit A c [a; b]. On dit qu'il s'agit d'une subdivision de [a; b] si et seulement si A est fini et contient
les extrémités a et b.

Etant donnée une subdivision A de [a; b], on sait, puisqu’il s’agit d'un ensemble fini, que ses
éléments peuvent étre ordonnés de maniére strictement croissante. De plus, le plus petit élément
de A est a et le plus grand élément de A est b. On notera :

A={a=ap<a1<---<au_1<a,=D>b}

Une subdivision a essentiellement une utilité : fournir un découpage de [a; b] en intervalles ou-
verts disjoints, a un nombre fini de points pres.

[a; b] = AU]ag; ar[Ulay; az[U---Ulay—1; anl
Si on a deux subdivision A et B de [a; b] telles que A c B, cela signifie que B découpe [a; b] en

plus de sous-intervalles que A. On pose donc

Définition 13.1.2 (Finesse d’une subdivision)
Soient A et B deux subdivisions de [a; b]. On dit que B est plus fine que A si et seulement si A< B.

Définition 13.1.3 (Fonctions en escalier)

Soit f une fonction définie sur [a; b]. On dit que f est en escalier si, et seulement si, il existe

une subdivision A={ay=a<a; <---< a, = b} de [a; D] telle que f est constante sur chacun des

intervalles ]a;; a;+1[ pour tout i € [[0; n—1]]. Une telle subdivision sera dite adaptée a f.
L'ensemble des fonctions en escalier sur [a; b] est noté & ([a; b)).

Lemme 13.1.4
Soient f une fonction en escalier sur [a; b] et A une subdivision adaptée a f. Toute subdivision plus
fine que A est également adaptéea f .

Preuve: On montre d’abord qu’en ajoutant un point a A, on obtient aussi une subdivision adaptée
a f. Notons

A={agy=a<a;<---<a; =D>b}
notre subdivision de [a; b] adaptée a f. Donc il existe des réels yy, ..., y,-1 tels que
Vie[[0;n-1] Vxe€la;;aial  f(x)=y;
Donnons-nous un point c € [a; b]. Rappelons-nous que
la; D] = AU]ag; ar[U---Ulan-1; anl

et ces ensembles sont deux-a-deux disjoints. Donc on est dans I'un des deux cas suivants :
e Soit c € A, auquel cas AU {c} = A est une subdivision adaptée a f.
» Soitc ¢ A, auquel cas existe un unique ip € [[0; n—1]] tel que c €]a;, ; a;,+1[. Notons B = Au{c}
la subdivision de [a; b] ainsi obtenue :

B={ap=a<---<aj,<c<aj1<---<a,=Db}
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et montrons qu’elle est adaptée a f. Pour tout i € [[0; n—1]]\{ip}, on sait que f est constante
égalea y; surla;; aj41|.
Surla;,; cl et]c; aj +1[, qui sontinclus dans |a;,; a;,+1[, f est constante égale a y;, .
Donc B est bien adaptée a f.
Le lemme n’est alors que le résultat d'une récurrence immeédiate. Soit B une subdivision plus
fine que A ; par définition, A c B. Comme A et B sont finis, B\ A est fini et on peut’énumérer :

B\A={cy,...,cin}

de sorte que B=AuB\A) =Au{clu---Uf{cy}

D’apres notre résultat préliminaire, AU {c,} est adaptée a f. Donc AU {c} U {c2} aussi. Donc
AuU{c1}U{c} U{cs} aussi. Et de proche-en-proche, B est adaptée a f. 0

Théoreme 13.1.5
& ([a; b]) est un R-espace vectoriel.

Preuve : Soient A et p deux nombres réels. Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a; b]. Soient
A et B des subdivisions adaptées a f et g respectivement. Alors AUB est une subdivision de [a; b] :
en effet, AUB est fini car A et B le sont, et contient a et b puisque A et B contiennent ces points.

AU B est donc une subdivision de [a; b], plus fine que A et plus fine que B. Elle est, d’apres le
lemme 1.4, adaptée a f et g ala fois. Enumérons ses éléments :

AuB={gy=a<a;1<---<ay_1 <a,=D>b}

On sait que f et g sont constantes sur chacun des intervalles ]a;; a;+1[. Donc A f + pg est aussi
constante sur chacun de ces intervalles. Ce qui montre que A f + pug est en escalier et que AUB est
une subdivision adaptée a cette fonction. U

13.1.2 Intégrale des fonctions en escalier

Définition 13.1.6
Soit f une fonction en escalier sur [a; b]. Soit A une subdivision de [a; b] adaptée a f, qu'on
énumeére :

A={ay=a<a;<---<a,_1<a,=Db}

Pour tout i € [[0; n—1]], on note y; la valeur constante prise par f sur la;; ai+1[. On appelle
intégrale de f sur [a; b] adaptée a la subdivision A le nombre réel

A n-1
f=> yilai —ap)
la; b] i=0
A
Il suffit de faire un dessin pour voir que f f nest autre que la somme algébrique des aires
la; D]

comprises entre les « marches d’escalier » constituant f et I’axe des abscisses. Tout simplement
car l'aire d'un rectangle, c’est le produit de sa longueur par sa largeur.

Notre définition semble faire intervenir la subdivision de [a; b] adaptée a f choisie. Montrons
qu’il n’en est rien.
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Lemme 13.1.7
Soit f une fonction en escalier sur [a; b]. Si A et B sont deux subdivisions de [a; b] adaptéesa f,

A B
[
la;b] la; ]

Lintégrale d’'une fonction en escalier sur [a; b] ne dépend donc pas de la subdivision adaptée a
f choisie. Cette valeur commune a toutes les subdivisions sera appelée intégrale de f sur [a; b].

Preuve: Le principe est le méme que pour le lemme 1.4 : on montre d’abord que I'intégrale de f
par rapport a une subdivision ne change pas si on ajoute un point a celle-ci.
Soit A une subdivision adaptée a f, qu'on énumere

A={agy=a<a <---<a_1<a,=hb}

On note y; la valeur prise par f sur l'intervalle |a;; a;+1[, pour tout i € [[0; n—1]]. Soit ¢ € [a; b].
Comme tout a I'heure, il y a deux possibilités :
e Soit c€ A, auquel cas AU {c} = A et on aimmédiatement

A Au{c}
Jon?= o
la; b] la; b]

» Soit ¢ ¢ A, auquel cas il existe un unique ip € [[0; n—1]] tel que ¢ €]a;,; a;,+1[. Et f prend la
valeur y;, surla;,; cl et]c; ajy+1[. Donc

Au{c} io—1 n—1
f =X yilaix1—a) +yi,(c—a;) +yiy(aip+1 — )+ X yilaiv1—ai)
[a; b] i=0 b ~ “ i=ip+1

zyio (ai0+1 _aio)
n—1 A

= Y yilain—a) = f
i=0 la;b]

A Au{c}
[ or=[ s
la; b] la;b]

Nous pouvons achever de démontrer le lemme. Une récurrence immeédiate montre que

A B
[ r=] s
la; b] la; bl

si B est une subdivision plus fine que A (on rappelle que B est automatiquement adaptée a f
d’apres le lemme 1.4), puisque B est obtenue en ajoutant a A un nombre fini de points.

Enfin, si B est n'importe quelle subdivision adaptée a f (pas forcément plus fine que A), alors
AUB est une subdivision de [a; b], plus fine que A ou B, donc adaptée a f. Et d’apreés ce qu'on vient

de voir :
A AUB B AUB
[ A IS
la; b] la; b] la; b] la; b]

A B
Par suite, f f= f f U
la; D] la; b]
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13.1.3 Propriétés

Théoréme 13.1.8 (Propriétés de I'intégrale des fonctions en escalier)
e Relation de Chasles : Soit  une fonction en escalier sur [a; b]. Pour tout ¢ dans la; bl, f est

en escalier sur[a; c] et[c; b] et
L[ ! ]T ! jj
[Cl;b] [61;(,‘] [C;b]

o Linéarité: l'application &([a; b)) — R est linéaire.
f —_—
la; D]
e Positivité: si f € &([a; b)) est positive, sauf en un nombre fini de points, alors f=o.

la; D]

Preuve : Commencons par la relation de Chasles. Soient f en escalier sur [a; b] et c €]a; bl.

Soit A une subdvision de [a; b] adaptée a f. Alors AU {c} est une subdivision de [a; b], plus fine
que A, donc adaptée a f. Du coup, (AU {c}) Nn[a; c] est une subdivision de [a; c], adaptée a f ce qui
montre que [ est en escalier sur [a; c]. De méme, f est en escalier sur [c; b].

Posons A_=Au{chnla;cl={ap=a<---<a,=c}
et Ay =Auf{chulc; bl={a,=c<---<a,,=b}
Remarquons que A_UA; =AU{c}

Pour i € [[0; m—1]], notons y; la valeur prise par f sur]la;; a;+[. D’apres le lemme 1.7

A_ n-1

f f= f=> yilai —ap)
la;c] la;c] i=0
A m—1

et f f= =Y viain-a)
[c; D] [c; D] i=n

m—1 Au{c}
Par suite, f [+ =) vilain-a) :f f:f f
la;c] [c; D] i=0 la; b] la; b]

Passons a la linéarité. Soient f et g en escalier sur [a; b], soient A et pu des nombres réels. On se
donner A et B des subdivisions de [a; b] adaptées respectivement a f et g. De sorte que AUB est
une subdivision adaptée a la foisa f, g et Af + pg. On énumere cette subdivision

AuB={gy=a<---<a, = b}

et on note y; (resp. z;) la valeur prise par f sur l'intervalle ]a;; a;+1[ pour chaque i € [[0; n—1]].
D’apres le lemme 1.7,

f (Af+pg) =
la; D]

AUB n-1

f= Z Ay +pzi)(ais1 — a;)

el =0 n-1 AUB AUB

=)\.Zoyi(ai+1—ai)+u.2 zi(air1—aj) = A : f+u g
1=

i=0 a; bl [a;b)
f ()\f+ug):?\f f+uf g
la; D] la;b] la; D]

Enfin, la positivité est vraiment triviale. O

[a; b]
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13.2 Fonctions continues par morceaux

13.2.1 Définition
Définition 13.2.1 (Fonctions continues par morceaux)
Soit f une fonction définie sur [a; b]. On dit qu'elle est continue par morceaux sur [a; b] si,
et seulement si, il existe une subdivision A={ay=a<--- < a, = b} de [a; b] telle que, pour tout
1€[[0;n—1]],

e f est continue sur la;; aj+11;

e f est prolongeable par continuité a [a;; a;+1].
Une subdivision pour laquelle f vérifie ces propriétés est dite adaptée a f.

L'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a; b] est noté Gpm([a; b).

Autrement, une fonction continue par morceaux sur [a; b] est une fonction telle qu'on puisse
partitionner [a; b] en sous-intervalles, a 'intérieur desquels f est continue et aux bornes desquels
f admet une limite a gauche et a droite. Bref, elle peut étre découpée en morceaux continus. D’ol1
le nom.

Lemme 13.2.2
Soit f continue par morceaux sur [a; b]. Soit A une subdivision adaptée a f. Toute subdivision plus
fine queA est adaptée a f.

Preuve : Adapter la preuve pour les fonctions en escalier. U

Théoreme 13.2.3
L'ensemble 6, ([a; b)) est un R-espace vectoriel qui contient & ([a; b]).

Preuve : Adapter la preuve pour les fonctions en escalier. 0

13.2.2 Approximation par des fonctions en escalier

Nous allons montrer un résultat d’approximation fondamental : toute fonction f, continue par
morceaux sur [a; b], peut étre approchée uniformément, a la précision souhaitée, par des fonc-
tions en escalier. Le mot importantici est uniformément: cela signifie qu’étant donnée une préci-
sion € > 0 donnée, il existe une fonction en escalier ¢ telle que 'erreur | f (x) — @ (x)| n’est nulle part
supérieure a .

Nous aurons d’abord besoin d'un lemme technique :

Lemme 13.2.4 (Lemme de Heine)
Soit f une fonction continue sur [a; b]. Pour tout€ > 0, il existen > 0 tel que

Y(x,y)ela; b>  (x-yI<n = If(0)-fWI<e

Preuve : Supposons la conclusion fausse : il existe € > 0 tel que,
vn>0 3w,y ela;b®  Ix-yl<n et |f)-fl=e

Prenons pour 1 des valeurs particulieres : pour tout entier n, il existe x,, et y,, dans [a; b], tels que

1
[Xn — ynl < - et |f(xn) = fyn)l =€
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D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, (x,) ,en admet une sous-suite convergente qu'on
note (Xg(m)nen de limite x. Et la suite (yo(m)nen admet a son tour une sous-suite convergente

(Yow () nen, de limite y.
Or, (Xpay(n)) nen €st une suite extraite de (X¢(n)) nen, donc converge également vers x. De plus,

VreN  [Xpam) — Yo < et |f(xpaymn) = fFWowm))l =€

1
¢ (n)
En passant a la limite, il vient
x—-yI<0 et [f)-fWI=e

Ces deux résultat se contredisent puisqu'’ils impliquent respectivement que x = y et f(x) # f(y)..

Théoréme 13.2.5 (Approximation des fonctions continues)
Soit f une fonction continue sur[a; b]. Soite > 0 fixé. Il existe des fonctions en escalier ¢, et @, telles
que

Vx€la; bl @1(x) < f(x) <P2(x) et @P2x)—@1(x) <e

Preuve: On se donne € > 0. D’aprés le lemme de Heine, il existe n > 0 tel que
Vx,yela;b]  |x-ylsn = |fx)-fI<e

On se donne alors une subdivision A de [a; b], de pas 1. Par exemple, en posant n = [%],
on prend

Vkel[[0;n—-1] ar =a+kn et a,=b

La fonction f est continue sur chacun des intervalles [aj; a+1] et atteint donc sur celui-ci son
minimum et son maximum : il existe cg, dy € [ay; ar+1], tels que

VXE€E[ay; Ars1) flew) < f(x) < fdy)
De plus, dans la mesure ou deux éléments de cet intervalle sont distants de moins de n, on a
forallx € lag; ags1] 0<fX)—fler)<e et 0L f(dp)—f(x)

On définit alors deux fonctions en escalier ¢; et ¢, de la maniere suivante : sur chaque inter-
valle [ay; ar+1], 1 est constante égale a f(cy) et @2 est constante égale a f(dy). En b, elles valent
toutes deux f(b). On a alors

Vx€la; bl P1(x) < f(x) <P2(x)

et Vxela;bl  0<f)—-¢1(x)<e et  O0<@ax)—f(x)<e
d’ou Vxe€la; b] P2(x) —1(x) < 2¢
Ce qui acheve la démonstration. U

Corollaire 13.2.6 (Approximation des fonctions continues par morceaux)
Soit f une fonction continue par morceaux sur[a; b]. Soite > 0 fixé. Il existe des fonctions en escalier
P ety telles que

Vxela; bl @1(x) < f(x) <@2(x) et @P2x)—1(x)<e

Preuve : Immédiat, il suffit d’utiliser le théoréme sur chacun des intervalles déterminés par une
subdivision adaptée a f. U
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13.3 Fonction intégrables

13.3.1 Définition

Définition 13.3.1
Soit f une fonction définie sur [a; b]. On appelle intégrale supérieure de f le nombre

*

f:lnf{f ¢ |l peé(la; b)) tp>f}
[a;b] la;b]

On appelle intégrale inférieure de f sur [a; b] le nombre
la; D]
f f:Sup{f ¢loeslab) ¢<f}
* la;b]

Intuitivement, I'intégrale supérieure de f estla meilleure approximation de l'aire algébrique se
trouvant entre la courbe représentative de f et1’axe des abscisses, a ’aide de fonctions en escalier
qui majorent f.

Tandis que l'intégrale inférieure de f est la meilleure approximation de l'aire algébrique se
trouvant entre la courbe représentative de f et1’axe des abscisses, a ’aide de fonctions en escalier
qui minorent f.

Naturellement, on dira que cette aire existe si 'intégrale supérieure et 'intégrale inférieure
coincident.

Définition 13.3.2 (Fonctions intégrables)
Soit f une fonction définie sur [a; b]. Elle sera dite intégrable sur [a; b] si, et seulement si,

* la;Db]
Jon?=] 7
la;b] *

b
Cette valeur commune sera alors appelée intégrale de f sur [a; b] et notée f ou f f(ndt.
[a;b] a

Evidemment, une premiere chose a vérifier est la cohérence de nos définitions : une fonction
en escalier est-elle intégrable ? Et si oui, son intégrale au sens de la définition 3.2 correspond-elle
bien a celle au sens du lemme 1.7 2

Proposition 13.3.3
Toute fonction f en escalier sur[a; b] est intégrable et les deux définitions de f coincident.
la; D]

Preuve: Si ¢ est une fonction en escalier qui majore f, on a, d’apres le théoréme 1.8,

f < ¢
[a; b] [a; b]
*
donc f < f f
la; D] la;b]
De plus, f est une fonction en escalier qui majore f donc on a en fait
*
r=[
la; bl la;b]

De la méme maniere, on montre que
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Jowt =L

f estbien intégrable; ses intégrales supérieure et inférieure coincident en outre avec son intégrale
au sens de la définition 1.8, ce qui acheve la démonstration. O

13.3.2 Propriétés élémentaires

On commence par établir les propriétés usuelles de linéarité de 'intégrale. Mais il faut faire les
choses petit a petit pour rendre la démonstration plus digeste.

Lemme 13.3.4
Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a; b]. Soient A et | deux nombres réels positifs. Alors
Af +ug estintégrable sur|a; b) et

| oreug=r[ geuf g
la; b] la; b] la; b]

Preuve: Soient ¢ et  des fonctions en escalier, majorant respectivement f et g :
Vxela;bl  f)<ekx) et g <yx)
Puisque A et p sont positifs, on a
Vxe€la; bl Af(x)+ pgx) <AQ(x) + pw(x)
*
donc f ()\f+pg)<f ()\(p+ptp):)\f @+ U]
b] la; b] la; b] la; b]

la;
La derniere égalité provient du fait que ¢ et @ sont en escalier, et on sait que la linéarité de I'inté-
grale est valable pour ces fonctions d’apres le théoreme 1.8.
Cette inégalité est valable pour toutes fonctions ¢ et W majorant f et g respectivement.
Par définition de I'infimum, on en déduit que

* * *
[ orewp<n|  feuf g=n[ peuf g
la; b] la; b] la; b] la; b] la; b]

La dernieére égalité provient du fait que f et g sont intégrables.
De la méme maniére, on établit que

la; D]
Af f+uf g<f (Af+pg)
la; b] la;b] *

la; D] *
De sorte que f ()\f+pg):f ()\f+pg):)\f f+u g
* la; D] la; D] la; D]

Ainsi, Af + pg est intégrable et son intégrale vaut A f+u g. U
la; D] la; b]

Lemme 13.3.5
Soit f une fonction intégrable sur [a; b]. Alors — f est intégrable sur [a; b] et

[ en=-[ 7
la; D] la; b]
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Preuve: On se rappelle des relations
Sup (-A) = —InfA et Inf(—-A) = =SupA

si A est un ensemble borné, non vide. On constate que

*
f (—f):Inf{f ¢ l@eé(la; bl) —fétp}
la; b] [a;b]
:Inf{—f @) [pe&asb) f>-o}
la; D]
:Inf{—f @lpe&(a; bl f}(p}
la; D]

:—Sup{f ¢lped(la;b) f>q>}
la; b]

* la; D]
| en==[""r==] r
[a;b] * [a;b]

la;b]
De méme, f (=f)=- f
* la; D]

Les intégrales inférieure et supérieure de — f sont bien égales : — f est intégrable. Et son inté-

grale n’est autre que — f. 0
la; D]

Théoréme 13.3.6 (Linéarité de I'intégrale)
Lensemble .7 ([a; b)) est un R-espace vectoriel et l'intégrale en est une forme linéaire.

Preuve: Soient f et g intégrables, soient A et p des réels.
 S’ils sont tous deux positifs, le lemme 3.4 montre que A f + pg est intégrable et que

f (Af+ug)=)\f f+u g
la; D] la; D] la;b]

» S’ils sont tous deux négatifs, alors —A et —p sont positifs donc (lemme 3.4) —Af — g est
intégrable et

f (—Af—ug):—)\f f-u 4
la; b] la; D] la;b]

Le lemme 3.5 établit alors que A f + pg est intégrable et que

[ oreun=-[ car-ppr[ feuf g
la; D] la;b] la;b] la; D]

e SiA>0etpu<0:lelemme 3.5 montre que —g est intégrable et que

| o=~ s
la;b] la; D]

Le lemme 3.4 montre, quant a lui, que A f + pg = Af — n(—g) est intégrable et que

| areug=r| reuf co=a[ feu[ g
la; b] la; b] la; b] la; b] la; b]

e SiA<O0etp >0, onéchangelesroles de f et g et on utilise le resultat précédent. U
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Théoréme 13.3.7 (Relation de Chasles)
Soit f une fonction définie sur [a; b], bornée. Soit c €]a; b|. Alors [ est intégrable sur [a; D] si, et
seulement si, elle est intégrable sur [a; c] et [c; b], auquel cas

f[a;b] f - f[a;d f+f[c;b] f

Preuve : On suppose simplement f bornée pour I'instant. On se donne ¢ € &([a; b]) qui majore f
et on note @ et ¢, les restrictions de ¢ a [a; c] et [c; b] respectivement. Alors

Vx€la;-cl ) <g@i1(x) et Vxe€|c; b] fx) <@a(x)

* *
Du coup f f <f O et f f <f P2
la;c] c] [c; b] [c; bl
c]

la;
Par suite, f f P1+ f P2
la; [c; b la;c] [c;
[a c] f[c b] j[‘a b

On a utilisé a la fin la relation de Chasles dont on sait qu’elle est valable pour les fonctions en
escalier. Ce qui précede est valable, rappelons-le, pour toute fonction en escalier ¢p majorant f.

Donc
* * *
| sef r<|r
la;c] [c; b] la; b]

Montrons qu’il y a en fait égalité. Pour ce faire, on se donne deux fonctions en escalier ¢; et ¢,
majorant f respectivement sur [a; c] et sur [c; b]. On définit alors

P1(x) sixela;c]
Y /) =
xela; b] P () {(pg(x) si x €]c; b]

De sorte que ¢ majore f sur [a; b]. Ona

*
f f<f tp=f cp1+f @2
la; b] la;b] la;c] la; D]

Et, ceci étant valable pour tout choix de ¢; et ¢, on en déduit que

* * *
[ o< g+ 1
la; D] la;c] [c; ]
* * *
Comme annoncé, f f= f f+ f f
la; ] la;c] [c; D]

la; b] la;c] [c; D]
De la méme manieére, f f= f f+ f f
* * *

Maintenant, supposons [ intégrable a la fois sur [a; c] et [c; b]. Par définition, cela signifie que

f[a;c]f:f*[c,b]f f[c b] fcb

* [a; b]
Du coup, f[ ) f:f* f
a;
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et f est bien intégrable. En outre, on voit que la relation de Chasles est bien satisfaite.

Réciproquement, supposons f intégrable sur [a; b]. Ses intégrales supérieure et inférieure sur
cet intervalle coincident donc

* * la;c] [c; D]
[l
la;c] [c; b] * *

la;c] * [c; D] [c; D]
Mais f f< f et f f< f
* ] * *

la;c
Si I'une de ces inégalités est stricte, la relation (1) ne peut se produire. Donc ces deux inégalités
sont, en fait, des égalités. f est bien intégrable a la fois sur [a; c] et [c; b]. [l

Théoreme 13.3.8 (Positivité de I'intégrale)
Soit f une fonction intégrable sur [a; b, positive sauf peut-étre en un nombre fini de points. Alors

f>o0.
la; b]

Preuve: L'intégrale de f est égale a son intégrale supérieure, qui est clairement positive par défi-
nition et d’apres la positivité de I'intégrale des fonctions en escalier (Théoreme 1.8). U

Corollaire 13.3.9 (Croissance de I'intégrale)
Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a; b] telles que f < g. Alors < f g
la; b] la; b]

Preuve: Trivial : on utilise le théoreme précédent avec g — f. U

Définition 13.3.10 (Parties positive et négative d'une fonction)
Soit f une fonction définie sur un ensemble A. On pose

flx) si f(x) >0

VxeA f+(x):|\/|ax(f(x),0)={ 0 sif(x)<0

—-fx) si f(x)<0

et f-(x):"\’“”(f(x)’o):{ 0 si f(x)>0

Ces fonctions sont appelées respectivement partie positive et partie négative de f.

Proposition 13.3.11
Soit f unefonction.Ona f = f,— f_et|f|= fr + f-.

Preuve: C’est une simple vérification. U

Proposition 13.3.12
Si f esten escalier, f.., - et|f| sont en escalier.

Preuve : Simple vérification également. U

Théoréme 13.3.13 (Inégalité triangulaire généralisée)
Soit f intégrable sur [a; b]. Les fonctions fy, f- et|f| sont aussi intégrables sur [a; b]. De plus,
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[ rl<] s
la; D] la; bl

Preuve: Soit € > 0. Il existe des fonctions en escalier ¢ et v telles que

e[ r<f w<[ 1
la; b] la; b] la; b]

| <[ wees| g
la; b] la; b] la; b]

En particulier, 0< f (y—g) <2
la;b]

p<fsy et

Les fonctions ¢, et W, sont en escalier d’aprés la proposition 3.11. On commence par les
comparer a f;. Soit x € [a; b].
- Si f(x) <0 : par définition, f;(x) = 0. En outre, puisque ¢ < f, on a aussi ¢(x) < 0 donc
@+(x)=0.Dou

@+ (x) < f(xX) Sy (x)

— Si f(x) > 0: par définition, f;(x) = f(x). En outre, puisque f < w, on a aussi w(x) > 0. Donc
@) <P < f(x) = fr(x) <yx) =wi(x)

En résumé, O+ < fr <y
la;b] *
Par suite, f (O <f I+ <f I+ <f [
la;b] * la;b] la;b]
* la;b]
D’olu 0< f+_f f+<f Wy —@y)
la; b] * la; b]
Mais Yi—@pr<Y-¢@  donc f (w+—tp+)<f (W—¢) <2
la; b] la; b]
* la;b]
Ainsi, Ye>0 0<f f+—f fr <2¢
[a; b] *
* [a; b]
Ce qui établit que f fe= f f+
la;Db] *

et f; est intégrable. Dans la mesure ou f_ = f, — f, il s’ensuit que f_ est également intégrable.
Enfin, [f| = f; + f- 'est aussi. On termine par I'inégalité proposée :

TS 1[ r 1[ /) [ den -

—|f|
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13.4 Intégrale des fonctions continues par morceaux

On démontre dans ce paragraphe que les fonctions continues par morceaux sont intégrables.
Cela permettra de leur appliquer tout ce qui a été fait dans la partie précédente. Ensuite, on dé-
montre le théoreme fondamental du chapitre, qui relie intégration et dérivation. Finalement,
on présente les deux principales techniques de calcul intégral : 'intégration par parties et le chan-
gement de variable.

13.4.1 Intégrabilité des fonctions continues par morceaux

Théoréme 13.4.1
Toute fonction continue par morceaux sur [a; b] est intégrable.

Preuve : On sort le théoreme 2.5 de derriere les fagots. Soit f continue par morceaux sur [a; b].
On sait, évidemment, que
la; D] *
| <[y
*

la; b]

C’est I'inégalité reciproque qu'’il nous reste a établir. Si € > 0 est donné, on sait qu'il existe deux
fonctions en escalier ¢, et ¢, telles que

pI<f<p2 et @P2-@r1<e

*
f P1 <f f
la; D] la;b]
*
De méme, f f<f P2
la; b] la; b]

* [a; b]
Par suite, O<f f—f f<f (p2—¢1) <eb—a)
[a; b] * la;b]

Ceci étant vrai pour tout € > 0, il s’ensuit que

* la; b]
Jon=l 7
la; b] *

f est bien intégrable. U

Puisque ¢; < f, on sait que

Théoréme 13.4.2 (Inégalité de la moyenne généralisée)
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a; b]. Alors

| f Jg|< supipor | gl

x€la; bl la; b]

En particulier, ‘f[ ) f‘ (b—a) Sup |f(x)
a;

x€la;b)
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Preuve : Les fonctions f et g étant continues par morceaux, il en est de méme de f g. Celle-ci est
donc intégrable et le Théoreme 3.13 assure que

(f fgkf /gl
[a;b] la;b]

Or, Vy€la; b] lfWI< Sup [f(x)]
x€la;b]
donc ‘f fg‘ < Sup [f(X)] 18|
[a;b] xela; bl [a; bl
Pour obtenir la deuxieme inégalité, il suffit de prendre g = 1. O

13.4.2 Sommes de Riemann

Définition 13.4.3
Soient f une fonction définie sur [a; b] et A={ap=a<a; <--- < a, = b} une subdivision de [a; b].
On appelle somme de Riemann de f associée a A le réel

n—1
Sa(f) = kZ fla)(ags1 — ag)
-0

Théoréeme 13.4.4
Soient f une fonction continue sur [a; b] et (A,) nen Une suite de subdivisions, telle que

7}1—I>n p(An) =0

Alors la suite des sommes de Riemann (Sa,,(f)) nen est convergente et sa limite est f.
la;b]

Preuve : C’est a nouveau une conséquence presqu'immeédiate du lemme de Heine. On fixe € > 0
et on utilise ce lemme pour obtenir un n > 0 tel que

Vx,yela; bl  [x-yl<n = |fX)-fI<e
Comme le pas des subdivisions (A,) ,en tend vers 0, il existe un entier N tel que
VnzN  pAn) <
On fixe n > N et on considére la partition A,, qu'on note
Ap=lap=a<a;<---<a,=Db}

On définit alors une fonction en escalier ¢p de la maniére suivante : si x € [a; b], il existe un unique
ke [[0; p—11] tel que x € [ay; ar+1[; on pose alors @(x) = f(ag). Et si x = b, on pose @(x) = f(x).
De cette maniere, A, est une subdivision adaptée a ¢ et 'on a

-1

p
¢© =) flap) (@1 — ax) = Sa, (f)
k

la; b] =0

De plus,si ke [[0; p—1]] etsix € [a; ar+1[, ona|x—ail < p(A,) <ndonc
lf(xX) =) =1f(x)- flap) <€

Autrement dit, Vxe€la; b] lf(x)—px)| <€
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D’apres I'inégalité de la moyenne et parce que f et ¢ sont intégrables,

[ r=sal=|[ v-o)<[ ir-ei<en-a 0
la; b] la; b] la; b]

Corollaire 13.4.5 (Théorémeldg llkiemann)?

Soit f € € (la; b)). Alors hm - f( +k
TN k=0

) existe et vaut f.
la; b]

13.5 Intégration et dérivation

C’est bien beau d’avoir défini I'intégrale... Mais encore faut-il savoir calculer I'intégrale d'une
fonction.

Définition 13.5.1
Soit f une fonction intégrable sur [a; b]. Si x,y € [a; b], on pose

y f six<y
f fde=< 7Y

- f six>y
[y;x]

y X
Ainsi, par définition, f fydet=- f f(t)dtsixet ysontquelconques. Linégalité de la moyenne
x y

devient donc

[ roar| <ix- 1 sup ifeo)

tela; b]

On va déduire de ceci le théoreme fondamental du calcul intégral :

Théoreme 13.5.2 (Théoréme fondamental du calcul intégral)
Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b]. On pose

Vxe€la; bl F(x):fxf(t)dt
AlorsF est dérivable a gauche et a droite en tout point deé]la; bl. De plus,
Vxela;bl  Fgn)=lim f(y) et Fyx)= Jim, f ()
Elle est aussi dérivable en a et b et
F(a) = ;gr; fy»  Fm= }13117 f

En particulier, F est continue.

Preuve : Soit x €]a; b[. Notons £ = lim_f(y). Onse donne & > 0; il existe doncn >0 tel que
y—»x

Vyelx; x+nl [f(x)-0l <e

Soit h €]0; n[. On cherche a évaluer w Pour cela, I'astuce réside dans le fait que
x+h x+h
f ¢de=2¢ f dt=2¢h
X X
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X+h x x+h X+h
et F(x+h):f f(t)dt:f f(t)dt+f f(t)dt:F(x)+f f(nde
x+h x+h x+h
Du coup, F(x+h)—F(x)—€h:f f(t)dt—f edt:f (f(n-0dt
X X X
x+h
et |F(x+ h) —F(x) — Ch| <f |f () —¢|

Or, la fonction | f—¢| est majorée par € sur [x; x+h] puisque [x; x+h] c [x; x+n[. D’apres 'inégalité
de la moyenne,

|F(x+ h) —F(x) - Ch| <eh

F - —

|F(x+h)—F(x) - €h| ce
h

Ceci étant valable pour tout /2 €]0; 1[, on a bien

F(x+h)-F(x) _

et

lim ¢
h—0* h
F est dérivable a droite en x et F:i(x) =/,
On procederait de méme pour la dérivabilité a gauche, ou pour la derivabilité en a et b. 0J

Définition 13.5.3 (Primitives d'une fonction)
Soit f une fonction définie sur [a; b]. On appelle primitive de f toute fonction F, dérivable, telle

que F'=f.

On observe que deux primitives F; et F, d'une méme fonction f, si elles existent évidemment,
different d’'une constante : en effet,

Vxela;b)  (F1-F)'(x)=F () -F,(x) = f(x) - f(x) =0

donc F; — F» est constante, comme démontré dans le cours sur la dérivation.

Corollaire 13.5.4 .
Toute fonction continue sur un intervallel admet des primitives. Si a € 1, la fonction x — f fde
a

est l'unique primitive de [ surl qui sannuleen a.

X
Preuve : Soit f continue sur I. Soit a € I. La fonction F : x — f f(©)dt est une primitive de f,

d’apres le théoréme 5.2, puisque tout point de I est un point de c%ntinuité de f.

Evidemment, F(a) = 0. Si G est une autre primitive de f, elle differe de F par une constante :
G=F+Kavec KeR. Du coup, si G(a) =0, c’est que K = 0. Par suite G = F : F est 'unique primitive
de f qui s’annule en a. 0

Corollaire 13.5.5
Soit f une fonction continue sur un intervalle . Soit F une primitive de f. Alors

y
Vx,yel f f()dt =F(y)—F(x)

y
On notera alors f fde= [F(f)]%
X
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Preuve : On fixe x € et on considere la fonction G : y — F(y) —F(x). Alors G est une primitive de f,
qui s’annule en y. Par suite,

vxel F(x)—F(y):f f(ode O
y

13.5.1 Intégrales usuelles

Savoir exprimer une primitive d'une fonction a l'aide de fonctions usuelles n’est pas une tache
facile. Elle est méme parfois impossible. Il ya néanmoins des fonctions qui sont faciles a primitiver.
En voici une liste.

*de
. VYa, x>0 f — =Int-Ina
a I

Il s’agit en fait de la définition du logarithme népérien, qui est 'unique primitivede ¢ — 1/t
sur R} s’annulant en 1.
e Soit o > 0. Alors

X
X
Ya,xeR f “dr =
a

e Soita <0, différentde —1.On a

X x1+0(_a1+0(
Va,xeR* f t*dt ="
a

X x1+0(_a1+0(
et VYa,xeR* f *df=———
a 1+«

On est, évidemment, obligé de donner les deux cas, puisque la fonction ¢ — t* n’est pas
définie (et encore moins continue) en 0. On ne peut primitiver que des fonctions continues.

X
. Va, xR fetdt:ex—e‘Z
a
X
. Va,xeR fcostdt:sinx—sina
a
X
o Ya,xeR fsintdt:cosa—cosx
a
*odt
o Va,xeR = arctan x —arctana
a 1+12
A4 el—-1;1] fx de i i
. a,xe]l—1; ——— =arcsinx — arcsin a = arccos a — arccos x
a V1-1¢2
X
o Va,xeR fchtdt:shx—sha
a
X
. Va,xeR fshtdt:chx—cha
a
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. Va,x>1 fx dr =argchx —argcha
a V-1
. Va,x R fx dr =argshx—argsha
a V1+1t?
o VYa,xe]-1;1] fxldtzzargthx—argtha
a4 1—

On n’est évidemment pas limité a ces calculs simples. Il est tout-a-fait possible qu'une pri-
mitive ne saute pas aux yeux, mais qu’elle soit malgré tout calculable. Il faut pour cela bidouiller
un peu, plus ou moins au hasard, en utilisant les propriétés connues des fonctions usuelles. Par
exemple :

X 1 1
Va,xeR f sinztdt:E(x—a)—z(sian—sinZa)
a

Pour voir cela, on doit utiliser la formule de trigonométrie
. 9 N . 2 1 —cos2a
cos(2a) =1-2sin“« d’ ol sin“a = T
qui se primitive aisément.
En revanche, il est plus difficile de voir que

X
Ya, x>0 f Intdt=xInx—x—alna+a
a

2 cost

Il faut pour cela des techniques plus élaborées. Les plus simples a utiliser sont I'intégration par
parties et le changement de variable.

T T *odt 2X+T1 2a+m
ou encore que Va,xe]—g;—[ zlntan( 2 )—lntan( 2 )
a

13.5.2 Intégration par parties

Théoreme 13.5.6 (Intégration par parties)
Soient f et g deux fonctions de classe ¢! sur un intervalle1. Pour tous o et p dans],

p B
f f’(t)g(t)dt:[f(r)g(t)]ﬁ—f F(ng @0 dt
(0 [0

Preuve: Les fonctions f et g étant de classe €}, il en est de méme de fg etl'on a

B B B
[f(t)g(t)]ﬁzf (fg)’(t)dt:f f’(t)g(t)dt+f f(ng'(nde

Remarquons qu’on a pu séparer les intégrales parce que f'g et g’'f sont continues donc inté-
grables. La formule d’intégration par parties s'ensuit immédiatement. U

Exemple 13.5.7
Aussi bizarre que cela puisse paraitre, cette formule évidente permet de calculer de nombreuses primitives.
Lidée étant qu'une fonction &, dont on ne voit pas de primitive a priori fait peut-étre partie du développe-
ment de (fg)’.

Encore faut-il trouver f et g judicieusement, de maniere a ce que h = f'g, et qu'une primitive de fg’
soit facile a calculer. Ces choses-1a viennent avec '’habitude. Par exemple,
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X X X 1

flntdt:f 1 xlntdt:[tlnt]’f—f tx—dt

1 1 T]’: ~ 1 t
=xlnx—-(x-1)

On peut aussi calculer une intégrale en utilisant plusieurs intégrations par parties successives. Posons

1
I, :f t"e tdt
0

On voit bien que si on intégre par parties en dérivant de ¢", on fait baisser la puissance de ¢, de maniere a
trouver une relation de récurrence entre I, et I,,_; :

1
I =[-t"e ]+ nf t"leTtdt=—e " +nl,

0
soit vn>1 I,-nl,.;=-e!

On peut alors trouver I,, par des méthodes d’algeébre linéaire par exemple.

13.5.3 Changement de variable

Théoreme 13.5.8 (Changement de variable)
Soient f € € (), ¢ € €1 (), telles que p(J) <1. Alors pour tous o, €7,

@(b)

B
ff(tp(t))tp'(t)dt= ,, fawadu
o ¢(a

Preuve: Soit F une primitive de f sur I. On sait qu'il en existe, puisque f est continue sur I. Puisque
F est dérivable sur I et ¢ est dérivable sur ], on a

Vie]  (Fo@)(0) =F(@®))¢'(1) = fle)y'(1)

Donc Fo ¢ est une primitive sur I de (f o ¢) ¢'. Mais cette fonction est continue donc

B _
f Flo) @' (1) dt = [F()]/=" = F(o (b)) - F(p(@)

Mais f est continue sur [p(a); @(b)] 1 et F en est une primitive donc

o(b) o)
fdu=[F)], ., =Fle®)-Flpa)
¢(a)
b ©(b)
On a bien f f((p(t))(p’(t)dt:f fw)du O
a 9(a)

Exemple 13.5.9
1. Ce théoreme permet de calculer beaucoup d’intégrales de fonctions continues dont une primitive
n’apparait pas naturellement. En pratique, on est confronté a une intégrale

b
f fwdu
a

Tout se passe comme sil’on « pose» u = @(t), qu'on « remplace » le du par ¢’ () dt, et qu’'on cherche
a et tels que a = @(a) et b= @(P).

Ce raisonnement est faux si 'on ne prend pas de précautions avec les ensembles de définition de
nos fonctions. Mais il peut étre fait au brouillon, lorsqu’on souhaite arriver rapidement a une idée
de réponse; au moment de rédiger un calcul rigoureus, il faudra étre stir que chaque étape du calcul
peut étre justifiée.
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2. Par exemple, soit x € [-1; 1] ; la fonction # — V1 — 2 est continue sur [—1; 1] et on peut considérer

X
I(x):f V1-1r2de
0

nm
On définit : [__;_]_, “1:1
P 275 [ ]
t—sint
Cette fonction est de classe ! sur [-Z 25 2] et son image est [-1; 1]. De plus,

@0)=0 et arcsinx) =

arcsinx

@(arcsin x) arcsin x
d’ou I(x):f V1-t2dt= V'1-sin®f cos tdt=f |cost| costdt
0 0

9(0)
Mais [0; arcsin x] < [_E’ 5] et
Vte[ ] |cost| =cost
2 2
arcsin x 1 [arcsinx sin 2t 7arcsinx
donc I(x) :f cos? tdt:—f (I1+cos2t)dt=— [t ]
0 2 Jo 0
1 . sin2arcsin x 1 .
= E(arcs1nx+ f) = 5(arcsmx+ xV1-x?)

3. Il ne faut, cependant, pas utiliser ce théoreme n'importe comment. Par exemple, soit x > 0 et suppo-

sons qu’on ait a calculer
X l-z
I(x) = f dt
() 11412

Cette intégrale est facile a calculer directement en décomposant la fraction rationnelle :

X 1 B T
I(x) = (1— )dt:[t—arctant]_l=x—arctanx+1——
-1 1+ 12 4

Supposons qu’on a décidé plutdt de (mal) utiliser le théoréme de changement de variable. Lorsqu’on
ne prend pas de précautions, on dit « Je pose u = t> donc t = \/[u] et dt = 2\/_ » pour obtenir

2

* u  du \/—
I(x)=f
1 1+u2y|ul 2 1+u

1l est facile de vérifier qu'une primitive de I'intégrande est u— /u —arctan v/u donc
e I n
I(x) = [yu—arctany/u|; =|x|—arctan|x|—1+ ik arctanx — 1+ "

Lexpression obtenue est fausse. Tout simplement parce que le changement de variables a été fait

n’'importe comment : en particulier, la fonction t— /[¢] n’est pas € sur [—1; +ool.

13.5.4 Laformule de Taylor

Lintégrale permet de donner une nouvelle formule de Taylor, qui al’avantage d’étre une égalité
(et non pas une égalité au voisinage d'un point). C’est la formule de Taylor la plus précise et son
utilisation est a privilégier lorsqu’on souhaite étudier la convergence d'une série de Taylor, par
exemple.
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Théoréme 13.5.10 (Formule de Taylor avec reste intégral)
Soient n un entier, f une fonction de classe ¢! sur un intervallel. Soient a et b dans1. Alors

(k)
fb)= f () —a)k+ f( f("“)(t)dt

k 0

Preuve: Il s’agit d'une simple récurrence, a I’aide d’intégrations par parties successives. On com-
mence avec

b
f(b) :f(a)+f fl(ndr

qui est valable parce que f est une primitive de f’, qui est continue. On suppose alors le théoreme
vrai pour un certain 7 € N et on se donne f de classe 4"*? surl. On a

)
fb) = Zf () —a)k+ f i f("”)(t)dt

k=0

(b_ t) n+1
(n+1)!

et f"*D sont toutes deux de classe ¢’ ; d’apres le théoréme d’inté-

b (b- (n+1) —(b-p™tb bb-n"t (n+2)
L A e v A

ce qui acheve la démonstration. U

Les fonctions ¢t — —
gration par parties,

13.6 Fonctions a valeurs complexes

13.6.1 Intégrabilité

La théorie de I'intégration peut se généraliser assez facilement aux fonctions a valeurs com-
plexes, avec une définition naturelle en séparant parties réelle et imaginaire.

Définition 13.6.1 (Intégrabilité des fonctions a valeurs complexes)
Soit f définie sur I, a valeurs complexes. On dit que f est intégrable si, et seulement si, Re f et
Im f sont intégrables. Dans ce cas, on définit

f f:f Ref+if Im f
la;b] la;b] la;b]

De fait, on voit que, par définition, si f est a valeurs complexes, intégrable, alors

Ref f:f Re f Im f:f Im f
la;b] la;b] la;b] la;b]

D:f[a;m?

Tous les résultats qui relient intégration et dérivation se prolongent naturellement des fonctions
a valeurs réelles aux fonctions a valeurs complexes : on dit merci a la linéarité des opérations sur
les limites (continuité, dérivabilité). Plus précisément, les théorémes 4.1, 4.4, 4.5, 5.2, 5.4, 5.5, 5.6,
5.8 et 5.10 restent vrais avec les fonctions a valeurs complexes.

Il est alors clair que

332



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 13 : INTEGRATION

Il reste une inégalité, vraie pour les fonctions a valeurs réelles ou complexes, mais qui a une
démonstration non triviale dans le cas complexe. Il s’agit de 'inégalité triangulaire :

[ rl<] r
la; b] la; D]

Nous aurons d’abord besoin d'un lemme :

Lemme 13.6.2
Soient f et g deux fonctions a valeurs complexes, définies surl, intégrables. Alors f g est intégrable.

Preuve : Commencons par le cas ol f et g sont a valeurs réelles positives. Si elles sont toutes les
deux nulles, le résultat est trivial donc on suppose f ou g non nulle. Notons

My=Supf et Mg=Supg
Soit € > 0; on sait qu’il existe des fonctions @1, @2, W) et W, en escalier, telles que

¢1 <<y P2 <8<

et f (W1—¢1) <¢e f (W2—@2) <t
[a; ] [a; b]

On peut supposer que ¢; est a valeurs positives; sinon on la remplace par sa partie positive,
qui approche encore mieux l'intégrale (inférieure) de f. De méme, on modifie ¢y, si nécessaire,
pour la rendre positive.

P1P2< fE<S W1V
[a; b] *
de sorte que f tpltpzéf fg<f fg<f Wiy
la; ] * la;b] la; b]
* la;Db]
et f fg—f fg<f (W12 — @192)
[a;b] * [a;b]

On peut également supposer que W1 < My; en effet, si ce n’est pas le cas, on remplace Y par
Min (y1,My), qui approche encore mieux I'intégrale supérieure de f. On a alors

f[_b](‘lfllvz—tpltpz) =f[ " (W1 (w2 —@2) + @2 (w1 — 1))

< My b](WZ_(PZ)"'Mgf[ .b](\lfl_tpl)

la;

f[ " (W1w2 —@192) < Mr+Mge

[0)
Ou encore Y1y <€ +f 201
la;b] la;b]
* la; b]
Finalement, f fg—- f fg<e
la; b] *

Mais € était quelconque donc f g est bien intégrable.

On a donc montré que le produit de deux fonctions intégrables, a valeurs réelles, positives, est
intégrable. Supposons maintenant que f et g sont a valeurs réelles, intégrables. On sait que f, f_,
g+ et g_ sont intégrables ; mais
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fg=rig+—fig-—f-g++f-8-

Chacun de ces produits est intégrable donc f g est intégrable.
Enfin, supposons que f et g sont a valeurs complexes. Alors les parties réelles et imaginaires
de ces fonctions sont intégrables. Mais

fg=RefReg-ImfImg+i(Ref Img+Imf Reg)
D’aprés ce qui précede, fg est intégrable. U

Lemme 13.6.3
Soit f intégrable sur [a; b), & valeurs positives. Alors \/ f est intégrable.

Preuve: On fixe un € > 0. Il existe des fonctions en escalier ¢ et y, telles que

<p<f<y e [ weg<e
la; ]
La fonction racine carrée est croissante donc

VS VISV

*
Par suite, f < f < f < f
la;b] \/6 * \/} la;b] \/} la;b] \/a
. * la;b]
doi | N[ wi-ve

On se donne une subdivision ay = a < a; < --- < a, = b de [a; b], adaptée a ¢ et ¢. Si on fixe
ke [[0; n—1]], ¢ ety sont constantes sur | ax; ai+1[. On note ces constantes @y et Wi :

n—1
f[ NCENOENONEY RSN D
a; k=0

Mais il est facile de vérifierque VO<x<y y-Vx<,/y—X

d’ou f[b](ﬁ—ﬁ) Z(akﬂ—ak)\/\lfk @r=(0b- a)z Deel \/Wk Pk
a,

La fonction racine carrée est concave sur R, donc I'inégalité de Jensen fournit

f VW - v < (b- a)\/Z “’“L(wk ®)

<vVvb- a‘/ (W P) < Velb—a)

* la;Db]
Finalement, f - f <Velb-a)
la; D] \/} * \/}

Comme ¢ était quelconque, on a bien I'intégrabilité de /f. Ul
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Corollaire 13.6.4
Soit f une fonction a valeurs complexes, intégrable sur [a; b]. Alors | f| est intégrable et

[ osl< r
la; D] la;b]

Preuve: Puisque f est intégrable, ses parties réelle et imaginaire sont intégrables. Donc
f1? = (Re /) + (Im f)?
est aussi intégrable. Et enfin, il en est de méme de |f| = /| f %

Notons I = f f; onsait qu'il existe 0 € [0; 2n[ tel que [I| = Ie'. On définit alors
la;b]

g=Re(fe?)

Comme f est intégrable, fe' est intégrable; donc sa partie réelle, g, I'est aussi. De plus,

f g :f Re (fel) = Re( feie) =Re(le?) =11
[a; D] [a; D] la; D]

et lgl = [Re (fel®)| < |f]

Comme |g| et | f| sont intégrable et a valeurs réelles, on peut utiliser I'inégalité triangulaire géné-
ralisée (théoreme 3.13) et la croissance de I'intégrale :

|I|:f g<f |g|<f £l
[a; bl [a; bl [a; bl

Ceci acheéve la démonstration. L]

Corollaire 13.6.5 (Inégalité de la moyenne généralisée)
Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a; bl, a valeurs complexes. Alors

[, fel<swin| g

la; b] la; D]

13.6.2 Le théoreme de relévement

Si f est une fonction, a valeurs complexes, définie sur un intervalle I, pour tout ¢ € |, il existe
des réels r () > 0 et (1) tels que f (1) = r(1) e,

L'étude de la régularité de la fonction r peut étre faite a partir de la connaissance de f, puisque
r =|fl]. Enrevanche, si'on ne prend pas de précaution sur le choix de I'argument 0, on est loin de
pouvoir garantir sa régularité : en effet, il existe pour chaque ¢ une infinité de choix possibles pour
0(1) et cette fonction 0 peut étre trés discontinue.

Par exemple, prenons la fonction toute simple f : t— e'’. On peut tout-a-fait poser

t sitel0;m

vie[o;2m 01 :{t+27[ si t €]m; 2m]

On a bien Vte[0;2n]  f(r)=ed®

Mais la fonction 0 choisie n’est pas continue en 7. Il est méme possible de choisir 0 de maniere a
ce qu’elle soit discontinue en tout point.

Tout théoréme qui affirme qu'’il est possible de choisir 0 de maniere a ce que cette fonction soit
réguliere, est appelé théoreme de relévement. Suivant les hypotheses de régularité sur f, il est plus
ou moins facile de construire un 0 bien régulier. Voici un exemple d’'un tel théoréme :
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Théoréme 13.6.6 (Théoréme du reléevement au moins %)
Soit f une fonction a valeurs complexes, de classe €" surl avec n > 1 et telle que

viel |f(Dl=1
Il existe une fonction © a valeurs réelles, de classe €" surl, telle que

Viel  f(1) = exp(iB(1))

Preuve : On sait que |f|?> = f f = 1 sur I donc

f’f+f?:0 ou encore f’?z—f?l

Comme f ne s’annule pas, il vient

T f
L
! !
donc fT est a valeurs imaginaires pures. Ou encore % f? estavaleursréelles. On fixe a € I; la fonction

!

F est continue donc intégrable et I'on peut définir

1 [t fl(w

Vtel ()=- du
® iJa f(w
Alors @ est a valeurs réelles, dérivable et
1 f'(1)
Viel ") =-——
N0

Comme f est de classe €, on voit que ¢’ est de classe "~! donc ¢ est de classe €. On pose
ensuite

viel  g()=f(0)f(a)exp (—ip(1)

Alors g est dérivable surI d’apres les théoremes généraux et
Viel g'(1) = =i/ (1) f (1) exp(—ip(1)) + f'(t)exp (—ip(1))
= exp (i) (f'(1) —if (D' (1) =0
g est donc constante sur I. Mais g(a) = | f(a)|? = 1 donc
Viel  f(0) fla) exp(—ip(r) =1
Veel  f(1) = f(a)exp (ip(1))

Il suffit de poser 6 = ¢ + o, o1 a est un argument de f(a). U
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Chapitre 14

Espaces Préhilbertiens réels

Ce chapitre généralise aux espaces vectoriels réels les notions de produit scalaire et d’orthogo-
nalité bien connues en dimensions 2 et 3. Dans tout le chapitre, E est un R-espace vectoriel.

14.1 Premieres définitions

14.1.1 Produits scalaires

Définition 14.1.1 (Produit scalaire)
Soit f:E?> — R une application. On dit qu'elle est :
e bilinéaire si, et seulement si,

Vx,y,zeE VAeK fAx+y,2)=Af(x,2)+ f(y,2)

et Vx,y,zeE VAeK fZ,Ax+y)=Af(z,x)+ f(z,y)
o symétrique si, et seulement si,
Vx,y€eE f, ) =f,x)
e définie si, et seulement si,
VxeE fl,x)=0 = x=0
e positive si, et seulement si,
VxeE flx,x) =20
e non dégénérée si, et seulement si,
Vx€eE (VyeE f(x,y)=0 = x=0

Enfin, on appelle produit scalaire sur E toute application bilinéaire, symétrique, définie, positive.
Un espace préhilbertien réel est un couple (E,{ | )) ol E est un R-espace vectoriel et ( | ) est un
produit scalaire. Si E est de dimension finie, on dit qu'il est euclidien.

Observons que, pour montrer qu'une application est un produit scalaire, il est plus rapide

d’établir d’abord la symétrie : en effet, suffit alors de montrer la linéarité par rapport a la premiére
variable pour avoir la bilinéarité.
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Exemple 14.1.2
1. Soit n un entier non nul. Si x est un vecteur dans R”, on notera xi,..., x, ses coordonnées dans la
base canonique. On pose

n
Vx,yeR" <xly%=gixw%=txy

Il est évident que ( | ) est un produit scalaire. En particulier, on utilise le fait qu'un carré est toujours
positif dans R et qu'une somme de réels positifs est nulle si, et seulement si, chaque réel est nul.

Ce produit scalaire fait de R” un espace préhilbertien réel. On I'appelle le produit scalaire canonique
sur R".

Dans le cas oi1 7 = 2 ou n = 3, on retrouve les produits scalaires usuels dans R? et R,

2. n est toujours un entier non nul. On se donne un R-espace vectoriel de dimension finie E, avec une
base % quelconque. Si x € E, on notera xi, ..., X, ses coordonnées dans la base 4. Si'on pose

n
Vx,y€E (xly)zkz Xk Vi
=1

on définit un produit scalaire sur E.

Observons que ce produit scalaire dépend évidemment de la base choisie; en général, sil’on change
de base, on n’obtient pas le méme produit scalaire. Egalement, si E = R” et Z est la base canonique,
alors on a simplement le produit scalaire canonique défini juste au-dessus.

3. Prenons par exemple E = R® et la base % formée par les vecteurs

1 1 0
e = 0 er=11 e3=|1
-1 0 2

Il s’agit bien d'une base puisque

=1#0

N — O

1 1
det(er,ez,e3)=| 0 1
-1 0

et un petit calcul montre que si x € R”, alors ses coordonnées dans la base 4 sont

2X1—2Xy + X3
[x]p=|—X1+2x2— X3
X1 — X2+ X3

Si on note (| ). le produit scalaire canonique et { | )% le produit scalaire dans la base %4, on a pour
tous x et y dans R" :

(X Y)e=X1)1+X2)2+ X33

et (X Y)z=6x1y1—7TX1y2 +4X1Y3—TX2 )1 +9X2Y2 —5X2 Y3+ 4X3y1 —5X3)2 +3X3 )3

Ceci montre clairement que (| ). et (| )z n'ont aucune raison d’étre identiques.

4. Onnote E=%([0; 1]), le R-espace vectoriel des fonctions continues sur [0; 1] et on pose

vigeE  (flo=| fg
[0;1]
D’apres les propriétés de 'intégrale, ( | ) est bien un produit scalaire sur E. En particulier, pour mon-

trer qu’il est défini, on utilise le fait qu'une fonction continue sur [0; 1], qui a une intégrale nulle, est
nulle. La continuité est essentielle ici.
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Théoréme 14.1.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit f une forme bilinéaire symétrique positive sur E. Alors

Vx,y€E  fx,1)?<fx,x)fW,y)

Si, de plus, f est un produit scalaire, et si x,y € E, l'inégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité si,
et seulement si, (x, y) est liée.

Preuve : Soient x et y dans E. Comme f est positive, f(x+ Ay, x+ Ay) est positif pour tout A réel.
Mais par bilinérité et symétrie, on a

FE+Ay,x+Ay) = f(x, 1) +20f(x, 1) + A2 (3, )

Cette quantité est positive pour tout A donc le trinome X? ) +2f(x,y)X+ f(x,x) aun discri-
minant négatif :

4f(x,1)*—4f(x,x) f(y,y) <0

Supposons maintenant que f est un produit scalaire. Soient x et y dans E et on suppose que
f(x,y)? = f(x,x) f(,¥). Alors le trinome X? f (y, y) +2f(x, ¥) X+ f (x, x) a une racine (double) donc
il existe A e Rtel que f(x+Ay,x+Ay) = 0. Comme f est définie, on sait que x+ Ay = 0 donc (x, y)
est liée. La réciproque est triviale, par simple calcul. 0

Proposition 14.1.4
Soit f :E? — R une application. Si elle est définie, alors elle est non dégénérée.

Si f est bilinéaire, symétrique, positive, non dégénérée, alors elle est définie (et c'est donc un
produit scalaire).

Preuve : Supposons [ définie. Soit x € E tel que
VyeE fl,»=0

Alors en particulier f(x, x) =0 donc x =0.
Supposons maintenant que f est bilinéaire, symétrique, positive, non dégénérée. On se donne
un x € E tel que f(x, x) = 0. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout y € E,

Fo, 2 < fx,x) f(y,y) =0

Comme f(x,y) est réel, il est nul. Mais y était quelconque; comme f est non dégénérée, x =0 :
f est définie. O

14.1.2 Normes

Définition 14.1.5
Soit E un R-espace vectoriel. Soit || || : E— R, une application. On dit que || || est une norme si,
et seulement si,

VxeE x| =0 = x=0
VxeE VAeR IAx|l = Al |l x]]

et Vx,y€E lx+yll < llxlt+ 1yl
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Définition 14.1.6 (Norme euclidienne)
Soit (E,{ | )) un espace préhilbertien réel. On appelle norme euclidienne sur E, associée au produit
scalaire (| ), I'application | || définie par

VxeE lxll = v<{x | x)

Proposition 14.1.7 (Propriétés des normes euclidiennes)
Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel.

1. Positivité stricte VxeE\{0} x|l >0
2. Homogénéité VxeE VAeR IAx]l = Al x]l
3. Inégalité de Cauchy-Schwarz Vx,yeE  Kx|InI<Ixlyl
avec égalité si, et seulement si, (x, y) est liée.
4. Relation du parallélogramme Vx,y€E  llx+yl?+lx—ylI?=20xI?+yl?
5. Identités de polarisation Vx,y€E (x|y)= %(le +yI2=1x12=1yI?

1
= U+ yI* = llx = yI%)
6. Inégalité de Minkowski vx,yeE  |lxll=lyl| <lx£yl <lxl+1yl
En particulier, la norme euclidienne est une norme.
Preuve : La premiere propriété est une conséquence du fait que le produit scalaire est positif,

défini. La deuxieme est une récriture de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Donnons-nous x et y dans E. En utilisant la bilinéarité et la symétrie du produit scalaire, on a

lx+ylI? = et y [ x+y) = 0+ 20 [ p) +<y 1y = 1xP + 1y 1 +2¢x | y)
ce qui fournit la premiere identité de polarisation. On a également
lx = 1% = Ixll® + 1 ylI* = 2(x | y)

et I'on en déduit la deuxieme identité de polarisation et la relation du parallélogramme. Ensuite,
d’apres Cauchy-Schwarz, on sait que

[ Iy | <Dl iyl
d’'ot L £ y 1% < Ixll® + 1y I + 20 x0Tyl = Axl + 1y
et lx £yl < lxl+ 1yl

Enfin, cette relation étant vraie pour tous x et y, on a

Ixl=lxxyFyl<lxxyl+Iyl
donc Ixll =Myl <lxzxyll

et de méme, Iyl =1lxll <llx+yll U
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14.2 Orthogonalité

14.2.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 14.2.1 (Orthogonalité)
Soit (E,{ | )) un espace préhilbertien réel. Soient x et y deux vecteurs de E. On dit qu'ils sont
orthogonaux si, et seulement si, (x | y) =0. On notera alors x L y.

Soit A € E une partie formée d'au moins deux éléments. On dit que c'est une famille orthogonale
si, et seulement si,

Vx,yeA x#Zy = xly

Enfin, on dira que A est orthonormée si, et seulement si, elle est orthogonale et tous ses éléments
ont pour norme 1.

Il est évident, parce qu'un produit scalaire est symétrique, que x L y équivaut a y L x. Egale-
ment, le seul vecteur orthogonal a lui-méme est 0 car le produit scalaire est défini; enfin, le seul
vecteur orthogonal a tous les vecteurs de E est aussi le vecteur nul car le produit scalaire est non
dégénéré.

Proposition 14.2.2 (Théoréme de Pythagore)
Soient (E, (| )) un espace préhilbertien réel, n un entier non nul et (x,..., x,) une famille orthogo-
nale. Alors pour tous réels A1, ..., Ay,

Preuve : C’est une conséquence immédiate de la bilinéarité du produit scalaire. Si Ay,...,A, sont
dansR, on a

n 2 n 2 2
> x| = X A2l
k=1 k=1

n 2 n n n n
‘ )3 }\kka =< X Aexp | X Mxe> =3 ¥ M Aelxi | xe) = X AL xell® ]
k=1 k=1 =1 k=10=1 —— k=1
=0 si k#¢
Définition 14.2.3

Soient (E, (| }) un espace préhilbertien réel et A< E. On appelle orthogonal de A, noté A°, |'ensemble
des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de A :

A°={xeE|VaeA xla}

Proposition 14.2.4
Soient (E,( | )) un espace préhilbertien réel. On se donne A et B des sous-ensembles de E non vides.

1. {0}° =E etE° = {0}.

Soiente,...,e, dansE, non nuls. Si la famille (e, ..., e,) est orthogonale, alors elle est libre.
A° = (VectA)° ; de plus, A° est un sous-espace vectoriel deE et A < A°°.

(AUB)° = (VectA + VectB)° = A°NB°.

A° +B° c (VectAn VectB)°.

SiAcB, alorsB° c A°.

NS s Db

Si F est un sous-espace vectoriel deE, alors F et F° sont en somme directe.
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Preuve : Tout vecteur x de E est orthogonal au vecteur nul, puisque
2(x10)=(x|2x0)=(x]0)

Par suite, {0}° = E. Le fait que E° = {0} a déja été observé plus haut.

Soient ey, ..., e, dans E, non nuls, tels que (ey, ..., e,) est une famille orthogonale. On suppose
la famille liée; alors I'un de ces vecteurs, par exemple e,, est combinaison linéaire des autres.
Il existe Aq,...,A;—1 € R tels que

n—1
en= 2 Arex
k=1
n—1 n—1
Alors lenll? = ey | en) =< > Akek ‘ en> =2 Nerlew=0
k=1 k=1

Mais e, n'est pas nul donc |le, || # 0 et on a une contradiction.
Pour tout élément x de E, on note ¢, I"application

Py: E—R
y— x|y

Le produit scalaire est linéaire par rapport a la seconde variable donc ¢, est une forme linéaire.
Si A est une partie de E, on a

A°={yeE|VxeA (x|y)=0}=[)Kerg,
X€A
donc A° est un sous-espace vectoriel de E, car c’est une intersection de sous-espaces.
Si x € A, il est, par définition, orthogonal a tous les éléments de A° donc x € A°°.
Si B est une autre partie de E avec Ac B, on a
B° = [ Kergyc [ | Kerg, =A°
xeB X€A
En particulier, comme A c VectA, on a (VectA)° c A°. Réciproquement, si x € A°, il est orthogo-
nal a tout élément de A; donc orthogonal a toute combinaison linéaire finie d’éléments de A, par
bilinéarité du produit scalaire. Donc A° = (VectA)°.
Il s’ensuit que, pour toutes parties non vides A et B,

(AUuB)°® = (Vect (AU B))° = (VectA + VectB)°

puisque VectA + VectB = Vect(AUB). Si x € A° N B°, il est orthogonal a tout élément de A et a
tout élément de B : il est donc orthogonal a tout élément de AU B. On a bien A° N B° < (AU B)°.
La réciproque est tout aussi évidente.

Enfin, on a (VectA n'VectB) inclus dans VectA et dans VectB donc

A° = (VectA)° c (VectAn VectB)° et B° = (VectB)° < (VectAnVectB)o

d’ou (A°UB°) c (VectAnVectB)o

Mais A° + B° est le plus petit sous-espace de E qui contient A° U B°. En particulier, il est inclus dans
(VectAnVectB)o. ]
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14.2.2 Lalgorithme de Schmidt

L'algorithme de Schmidt est un outil fondamental pour construire une famille orthonormée a
partir d'une famille libre finie.

Théoreme 14.2.5 (Théoreme de Schmidt)
Soient (E,( | )) un espace préhilbertien réel, n un entier non nul et (ey, ..., e,) une famille libre deE.
Alors il existe une famille orthonormée (vy, ..., v,) telle que

Vkell;n] Vect(ey,...,ex) = Vect(vy,..., V)

Preuve : On démontre ceci par récurrence. On définit pour tout entier n» non nul la proposition
P (n) : « siE est un espace préhilbertien réel et (ey, ..., e;) est une famille libre, il existe (vy,..., V)
orthonormée telle que

Ykell;n] Vect(ey,...,er) = Vect(vy,..., Vg) »

e (1) est vraie : Soit (e;) une famille libre dans un espace préhilbertien réel. Alors e; n’est
pas nul, et ||e;|| # 0. On pose v, = ”iﬁ et on a gagné.

o X(n) = Z(n+1):Soit n un entier non nul tel que &?(n) est vraie. On se donne un espace
préhilbertienréel E et une famille libre (e, ..., e,+1) dans E. Alors (ey, ..., e,) estlibre : d’apres
& (n), on peut trouver (vy, ..., v,) orthonormée telle que

Vkell;n] Vect(ey,...,er) = Vect(vy,..., V)

Il reste donc seulement a trouver v,;. On se donne des réels A1,..., A, et on pose
n
u=enpt1+ X AgUg
k=1
On cherche les bonnes valeurs pour Aj,...,A;,, de maniére a ce que u soit orthogonal a
V1,...,Up.Sii€[[1; n]l, on a par bilinéarité du produit scalaire

n
(ulviy=(ept1 1 vi)+ X Ae{vi lvi) =(eps1 | Vi) + A
k'=1 T/
ey

On voit donc que u L v; si, et seulement si, A; = —(e;+1 |v;). On pose donc

Viel[l;n]] Ai=—(ens1 | V)
De cette maniere, (v4,..., Uy, 1) est orthogonale. Elle est donc libre et en particulier u # 0.
Il suffit donc de poser v+ = ﬁ pour avoir (v, ..., Vy+1) orthonormée.
De plus, on sait déja que
Vkel[l;n] Vect(ey,...,er) = Vect(vy,..., V)

En outre, par construction, v, € Vect(vy,..., Uy, €,+1) = Vect(ey, ..., ey, ex+1) donc
Vect (vy,...,v,41) < Vect(ey,...,e541)

Mais ces espaces sont de méme dimension, égale a n + 1, car les familles (ey,...,e,+1) et
(v1,..., Vn+1) sont libres. Donc ils sont égaux, ce qui démontre & (n + 1).
e Conclusion : #(n) est vraie pour tout entier n non nul. L]

Exemple 14.2.6
La preuve du théoreme de Schmidt a pour avantage de montrer précisément comment construire une base
orthonormée a partir d'une famille libre.
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Prenons par exemple comme espace E = R[X], avec le produit scalaire

1

VP,QeE P1Q) :f P(x)Q(x)dx
-1

Observons déja que c’est bien un produit scalaire; toutes les propriétés de la définition sont triviales, sauf
peut-étre le fait que (| ) est définie. Si P est tel que (P | P) = 0, alors P est la fonction nulle sur [-1; 1]. Mais
un polyndme qui a une infinité de racines est nul, donc P = 0.
On considere la famille (1,X,X?), qui est libre dans E et on lui applique le procédé de Schmidt pour
I'orthonormaliser. On a
1
[I1]? :fl dx=2

1 V2
et on pose V) =—=——
g 2

On a calcule alors

1
(v1|X>:§f xdx=0
-1

et on pose U =X—(v; | X)v; =X

qui est orthogonal a v;. Il reste a le rendre normé donc calcule

1 2
||u2||2:f x*dx ==
] 3

U V3

luall /2

A ce stade, on a une famille orthonormée (v;, v»). Pour calculer le troisi¢éme vecteur, on commence par
déterminer

et on pose Vo =

V2 1 V2 V3 1
<v1|X2>:7f_1x2dx:? (vz|X2>:7§f_1x3dx=O

1
On définit u3=X2—(U2|X2>U2—(V1|X2>1/1=X2—§

Par construction, (vy, v, us) est orthogonale. Il reste a normer us :

1 V142 8
2 _ 2 _ -
lusll —j:l(x 3 ) dx

i
S

En posant U3

on a construit une base orthonormée (v, v», v3), a partir de (ej, e, e3), qui conserve les sous-espaces inter-
meédiaires. La famille

v2 V3 3V5
(252t

est une base orthonormée de R, [X] pour le produit scalaire (| ).

344



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 14 : ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Corollaire 14.2.7
Soient (E, (| )) un espace préhilbertien réel et F un sous-espace de dimension finie, non nulle, deE.
Alors F admet des bases orthonormées.

De plus, si n = dimF et (ey, ..., e,) est une base orthonormée deF, on a

n
VxeF x= )Y (x|erex
k=1

Preuve: Le théoreme de Schmidt assure I'existence de bases orthonormées pour F. On en construit
une, notée (eg,...,e,). On se donne x € F et on considere

y= Y (x|erek
k=1

Comme les vecteurs (ey, ..., e,) sont orthogonaux deux-a-deux, on voit que

Vkell;n] (ylew =(x|er

ou encore Vkell;n] (y—xlexy=0
Alors par linéarité du produit scalaire par rapport a la deuxiéme variable, et parce que la famille
(ey,...,ey) engendre F, on a

VzeF (y=x12)=0

En particulier, y — x € F puisque y et x sontdans F d’ou1 |y — x|?=0et y=X. O

14.2.3 Projection orthogonale sur un sous-espace

Il s’agit maintenant de généraliser la notion de projection orthogonale dont on a I'habitude
dans le plan ou dans l'espace. Intuitivement, le projeté orthogonal d'un vecteur | x| sur un sous-
espace F doit étre un élément de F qui minimise la distance entre x et les vecteurs de F.

Proposition 14.2.8
Soient (E, (| )) un espace préhilbertien réel et F un sous-espace de dimension finie. Si x € E, il existe
un unique élément prx deF, tel que

Ilx— prxl = Infllx -zl | z € F}
De plus, x — prx est orthogonal aF et

I prxll < llxll

avec égalité si, et seulement si, x € F.
Enfin, siF est de dimension finie n non nulle et rapporté a une base orthonormée (ey,...,e,), ona

n
prx= ) (x|ep ek

prx est appelé la projection orthogonale de x surF.

Preuve : Notons 7 la dimension de F. Le théoreme est trivial si n = 0 donc on suppose n non nul.
Comme F est de dimension finie, on peut y trouver une base orthonormée (ey,...,e,). Si x est
donné dans E, on définit

n
prx= ) (x|ep)ex
k=1
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Par définition, ppx est dans F et parce que (e, ..., e,) est orthonormée, on a
Vkel1;n] (prx | er) =<{x|ex)
On se donne maintenant un z € F, quelconque. Toujours du fait que (ey,..., e;) est orthonor-

mée, on sait que

z= £<Z|ek>ek

k=1
n n
et (prx |2y = X2 <x|€k><Z|€k>=<x‘ kZ (Z|€k>€k>=<xlz>
= =1
D’ou VzeF (x—prx|2)=0
Ceci démontre que x — prx est orthogonal a F. Par conséquent, d’aprés le théoréme de Pythagore,
VzeF  |lx—zl* = x—ppx+ppx—2z|* =l x— ppx|* + | ppx — zlI* > llx — ppx||* (%)
—— ——
eF° eF
et!’on a bien |x — ppx|l = Min{||lx — z|l | z € F}
Mais la relation (%) montre aussi que si z € F est tel que ||x — z|| = ||x — ppxll, alors |[ppx —z|| =0

donc z = pgx. Par suite, ppx est bien I'unique vecteur de F qui réalise ce minimum.
Enfin, comme x — prx est orthogonal a prx, on a

I prxll? = 1x11? = 1 x — prxll® < | xI1?

ce qui fournit'inégalité de Bessel. Et on voit qu'on a une égalité si, et seulement si, || x — pex|? =0,
c’est-a-dire x = prx, ou encore x € F. O

Exemple 14.2.9
Supposons qu’on cherche a calculer

m:Inf{[1 (ex+a+bx+cx2)2dx‘a,b,ceR}

Une maniére consiste a étudier la fonction définie par

1

Va,b,ceR® f(a,b,c):f (e*+a+bx+cx?)?*dx
-1

en étudiant ses dérivées partielles et en cherchant ou celles-ci s’annulent. Ce n’est pas trés drole.
On peut aussi donner une structure euclidienne a ’espace E = %’ ([—1; 1]) en posant

Vf,g€E <f|g>=f[lll]fg
Si on note

ep:x—1 ey X— X eg;:x»—»x2
et F =Vect (e, ey, e3), alors on a simplement
m = Inf{|lexp— fII? | f € F}

Le théoréme de projection répond exactement a cette question puisque m = ||exp — prexp||?. 1l suffit donc
de trouver une base orthonormée (v, 2, v3) de F (déja calculée dans I'exemple précédent), calculer

2 1 6 5 7
<eXpIV1>=§(e—g) (eXp|V2)=% <eXpIV3>=%(e—g)
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1 1 43
lexpl? = (e =) Iprexpl? = (exp | v1)? + (exp | v2) + Cexp | v9)? =362~ 12+ |

N 1 72
d’ou m = || exp —ppexp 12 = exp 12— | prexp 1% = E(Sez +259 — ?)

Proposition 14.2.10

Soient (E,{ | )) un espace préhilbertien réel et F un sous-espace de dimension finie. On note pr
Uapplication de projection orthogonale de E sur F. pr est la projection sur F, paralléelement a F°.
De plus,

Vx,yeE  (pex|y)={(x|pry)

Preuve : Soit n la dimension de F. Si n = 0, le théoréme est trivial donc on suppose n non nul.
Si on note (ey,...,e;) une base orthonormée de F, on a

n
VxeE prx= ) (x| ex) ek
k=1
La linéarité du produit scalaire par rapport a la premiere variable assure la linéarité de pg.
SixeF,ona|x—x||=0=Inf{]|x—z| | z€F} donc pgx = x. Ceci montre a la fois que F = Im pg
et que

VxeE  pr(pex) = ppx
~—~
eF
donc pr est une projection, d'image F. Enfin, si x € E, on a

n
xeKerpr<= ) (x|eryer=0
k=1

— Vkell;n] (x| er=0)

— x€f{ey,...,e,° = (Vect(ey,...,e,)° =F°
d’ou Ker pr =F°
Enfin, donnons-nous x et y dans E. On a

pEX = él(x lexyer, ~ donc  (ppx|y)= él(x | ex) Cex | ¥

n
et de méme (x| pry) = k;(y | er) (x| ek

Comme le produit scalaire est symétrique, et la multiplication dans R est commutative, il vient
(pex|y) =<{x| pry). O

Corollaire 14.2.11
Soient (E,( | )) préhilbertien réel et F un sous-espace deE, de dimension finie. Alors

F°=F e F*=F

Preuve : On sait déja que F < (F°)°. Réciproquement, soit x € F°°. On a

X = ppx+ (X — prx)

On sait que x — ppx € F° donc x L (x — pgpx); et ppx € F donc ppx L (x — ppx). Par suite,
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(x| x=ppx) =0=(ppx | x— ppx) +{X — ppX | X — ppXx)
——
=0
et lx—prx|>=0 dout  x—ppx=0

Ceci montre que prx = x donc x € F : on a bien F°° = F. Et du coup, F°°° = F°. O

14.3 Espaces euclidiens

14.3.1 Résumé

Un espace euclidien est, par définition, un espace préhilbertien réel (E, (| )) qui est de dimen-
sion finie. Comme tous les sous-espaces de E sont, eux-mémes, de dimension finie, les résultats
obtenus précédemment ont une formulation qui peut étre simplifiée. La proposition suivante est
une conséquence triviale de ce qui a été fait plus haut.

Proposition 14.3.1

Soit (E, (| )) un espace euclidien de dimension n non nulle.
o E admet des bases orthonormeées.
e Si(ey,...,e,) est une base orthonormée, alors

n
VxeE x= Y {x|ey ek
k=1

e SiF est un sous-espace non nul deE, alors F°° = F et F° est un supplémentaire de ¥, appelé le
supplémentaire orthogonal de F dans E. La projection orthogonale py sur F existe et il s'agit
de la projection sur F parallelement a F°. Enfin, si (uy,...,u;) est une base deF, on a

k
VxeE  ppx= Y (x| u;)u;
i=1
14.3.2 Automorphismes orthogonaux

Définition 14.3.2
Soit (E,{ | ) un espace euclidien. Soit f:E — E une application. On dira que
o f préserve les distances si, et seulement si,

Vx,y€E IfX) = fFI=lx=yl

o f préserve le produit scalaire si, et seulement si,

Vx,y€E (R fn=<xIpy
o f préserve la norme si, et seulement si,

VxeE  [f)l= x|

Le tres joli résultat qui suit dit que, essentiellement, ces trois propriétés sont équivalentes.

Lemme 14.3.3
Soit (E,( | )) un espace euclidien de dimension n non nulle. Soit f une application de E dans E.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. f préserve les distances et f(0) =0;
2. f préserve le produit scalaire;

3. f est linéaire et il existe une base orthonormée (ey, ..., e;,) deE telle que (f(e1),..., f(ey)) soit
une base orthonormée;

4. f estlinéaire et préserve la norme.

De plus, si f satisfait une de ces propriétés, c’est un automorphisme deE.

Ce théoreme est particulierement joli et puissant; en particulier parce que le seul fait de pré-
server les distances et le vecteur nul (assertion 1) ou le produit scalaire (assertion 2) suffit a assurer
la linéarité (assertions 3 et 4).

Preuve : Supposons que f préserve la distance. Comme f(0) = 0, on a immédiatement que

VxeE  [fI=Ifx)-fO)=Ix-0l=xl
Par suite, si x et y sontdans E, ona
Ix=yI2=1F) = FWIZ = IF I+ 1 FOII*=2¢f @) | F))

= lxlZ + lyll? —2(f(x) | f(3))
lx—yl?=llx—yl*+2(x | yy =2(f (0 | f(»))

d’out Vx,yeE  (fx) | f)y=<(x|y
La deuxieme assertion est vraie.

Supposons maintenant que f préserve le produit scalaire. Soit (ey, ..., e;) une base orthonor-
mée de E. On a

Vi,jelll;nll (fle)) | flej))=<(eilej)

Ainsi, (f(ey),..., f(en)) est une famille orthonormée de E. Elle est donc libre ; mais comme E est de
dimension n, c’est une base orthonormée de E.

Reste a montrer que f est linéaire. C’est assez simple : prenons x et y dans E et A dans R. Alors

IfFAx+ ) =Af ) = FDIZ = IFAx+ DI+ I LN+ 1 F I
22AfAx+ W) =2fAx+ Y | fy)=2{f(x) | f(y)
Comme f préserve le produit scalaire, il vient
IfQx+y) =Af0) = FOIZ = IAx+ yII> + I xI* + 1 y1* =2 Ax + y | ) =2Ax+y | y) =2(x | )
=|Ax+y)=Ax—yl*=0

Par suite, f(Ax+y) —Af(x) — f(y) = 0: f est bien linéaire. La proposition 3 est vraie. En outre,
elle transforme une base en une base, donc c’est un automorphisme de E.

Supposons que f est linéaire et qu’il existe une base orthonormée (ey,...,e;) de E telle que

(f(e1),..., f(eyn)) soit orthonormée. Soit x un vecteur dans E. Comme (ey,..., e;) est orthonormée,
ona

n
x= ) (x|er ek
k=1

donc Il x]1? = kZI Kxlewl> et  f(x)= kZ (x| e flex)
= =1
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Mais (f(e1),..., f(e,)) est aussi une base orthonormée d’ou
n
ufuw%v;uxwwﬁzww
=1

Ainsi, f préserve la norme et 4 est vraie.
Enfin, supposons que f est linéaire et préserve la norme. Inmédiatement, | f(0)|| = [|0]| donc
f(0) =0. Et comme f est linéaire,

Vx,yeE  If)-fWI=1fx=-l=Ilx-yl

La proposition 1 est vraie. ]

Définition 14.3.4 (Automorphismes orthogonaux)
Soit (E,{( | » un espace euclidien. Toute application de E dans E, qui vérifie une des propriétés
équivalentes du lemme 3.3, est appelée automorphisme orthogonal de E.

L'ensemble des automorphismes orthogonaux de E est noté O'(E).

Définition 14.3.5 (Matrices orthogonales)
Soient n € N* et M € M, (R). On dit que M est une matrice orthogonale si, et seulement si, ‘MM =1,,.
L'ensemble des matrices n x n orthogonales est noté O,(R).

Proposition 14.3.6
Soit n un entier non nul. O,(R) est un sous-groupe de GL,(R). Toute matrice orthogonale a pour
déterminant 1 ou —1.

SiMeM,(R), on noteCy,...,C, ses colonnes etl,,...,L, ses lignes. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. MeO,(R);
"Me0,®);

Cy,...,Cy, est une base orthonormée de R" pour le produit scalaire canonique;

LSS

Li,...,'L, est une base orthonormée de R" pour le produit scalaire canonique.

Preuve : Si M € 0, (R), alors ‘MM = I,, donc M est inversible a gauche et son inverse a gauche
est ‘M. Mais on sait qu'inversibilité 2 gauche équivaut a inversibilité a droite donc M € GL,(R)
et MM = I,,. Ceci démontre en méme temps que les assertions 1 et 2 sont équivalentes, et que
0,(R) c GL,(R). En outre,on a

det ("MM) = (det ‘M) (detM) = (detM)?

donc si M est orthogonale, son déterminant vaut 1 ou —1.
Montrons que O, (R) est un sous-groupe de GL; (R). Soient M et N deux matrices orthogonales.
Par définition,

'MM=1, et ‘NN=I,

Alors '(MN)MN = (‘N'M)MN = 'NMM)N = 'NN =,

donc 0, (R) est stable par produit. Enfin, si M est orthogonale, on a vu que M~! = 'M est aussi
orthogonale. Ainsi, O,(R) est bien un sous-groupe de GL, (R).

On note (| ) le produit scalaire canonique dans R”. On se donne M € O, (R) ; ses colonnes sont
netées (Cq,...,Cy) :
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Viel[l;nll  Ci=

Siietjsontdans|1;n]], onremarque que
n n
(CilCj)e= kZ My i My, j = kZ ("M)j xMg,; = (MM); ;
:1 =1

Compte-tenu de ce calcul, on voit facilement que

MeO,[R) < ‘MM=1,
=Vijell;nl]l (‘MM);;=38;;
= Vi, jelll;n]l (C;ilCj)c=0;;
Me 0,([R) < (Cy,...,C,) est une base orthonormée de R"

Ceci montre que 1 et 3 sont équivalentes. On procede de méme pour 2 et 4. UJ

Définition 14.3.7

Soit n € N*. L'ensemble des matrices orthogonales n x n, dont le déterminant vaut 1, est appelé
groupe spécial orthogonal d’ordre n et on le note SO, (R). C'est un sous-groupe de O, (R) et ses
éléments sont appelés des rotations.

Théoreme 14.3.8
Soient (E,( |)) euclidien, f € £ (E) et # une base orthonormée de E. Alors f est un automorphisme
orthogonal si, et seulement si, sa matrice dans la base 9 est othogonale.

Ce théoreme peut étre reformulé d’'une maniere plus abstraite, mais aussi plus claire.
Si 'on note n # 0 la dimension de E et % une base quelconque de E, on sait qu'on a un
isomorphisme d’anneaux

Maty: Z(E) — M, (R)
f—Matgy f
On sait déja que Maty réalise un isomorphisme de groupes entre ¥4.Z(E) et GL,(R).

Le théoréeme précédent nous dit aussi que, si 4 est orthonormée, alors Maty est aussi un
isomorphisme de groupes entre ¢ (E) et O, (R).

Preuve : Notons % = (ey, ..., e,) notre base orthonormée et M = Maty f :

mp; - Min
M =
mn,l mn,n

Par définition, sii € [[1; n]],la i-eme colonne de M donne les coordonnées de f(e;) danslabase #:
n
Vie[l;n] f(ei)zkz My, i ek
=1
Comme la base 4 est orthonormée, si i, j€[[1; n],ona

(fle) | fle))= kgl my,imyg,j =(Ci [ Cj)c
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On voit que (f(ey),..., f(en)) est orthonormée si, et seulement si, (Cy,...,C;) est orthonormée
dans R”, ce qui équivaut a dire (proposition 3.6) que M est une matrice orthogonale. U

Proposition 14.3.9

Soient (E,{|)) un espace euclidien et % une base orthonormée. Soit ' une autre base deE. Alors '
est orthonormée si, et seulement si, la matrice de passage Pg' est orthogonale. Dans ce cas, detyz(%')
vaut 1 ou —1.

Preuve : Notons % = (ey,...,e,) et &' = (e’l, e e’n). La matrice de passage P‘g est aussi la matrice,
par rapport a la base %, de I'application linéaire f qui transforme chaque e; en e}. En utilisant le
lemme 3.3 et le théoréme 3.7, on a

(e},...,ey) orthonormée < (f(e1),..., f(e,)) orthonormée
< f € O(E)
> P% =Maty f € 0,(R)

Si 'on suppose que %’ est orthonormée, alors dety %’ est le déterminant de la matrice de
0!
passage Pg , qui vaut 1 ou —1 puisqu’il s’agit d’'une matrice orthogonale. U

On peut voir immédiatement un intérét de travailler avec des bases orthonormées. En effet,
lors d'un changement de base orthonormée, la matrice de passage P est orthogonale : son inverse
est donc 'P, ce qui rend son calcul absolument trivial.

Ainsi, supposons que [ est un endomorphisme d’un espace euclidien, % et %’ sont deux bases
orthonormées. On note

M=Matyf M'=Matyf P=P%
On a tout simplement M’ = ‘PMP et M = PM''P.

Définition 14.3.10 (Orientation d'une base)
Soient (E,{|)) un espace euclidien et A, %’ deux bases de E. On dit qu'elles ont la méme orientation
si, et seulement si, detz %' =1.

Dans la mesure ot detz %’ = (dety %)~ (voir cours sur les déterminants), on voit que % et #'
ont la méme orientation si, et seulement si, &’ et 2 ont la méme orientation.

Et sil’on a trois bases orthonormées 4, 4’ et ", telles que % et %’ ont la méme orientation,
et A' et 28" aussi, alors (cours sur les déterminants) :

detyp A" = (detyp %) (detwyp B") =1
On a donc montré que
Proposition 14.3.11

« Avoir la méme orientation » est une relation d'équivalence sur l'ensemble des bases orthonormées
d'un espace euclidien E.

Définition 14.3.12 (Orientation de 'espace)

Soit (E,{ | )) un espace euclidien. On dit qu'on a orienté E si on a choisi une classe d'équivalence
C pour la relation « avoir la méme orientation ». Dans ce cas, les bases de la classe C sont dites
directes et celles qui ne sont pas dans C sont dites indirectes.
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Exemple 14.3.13
Dans I'espace euclidien R3, on choisit 'orientation donnée par la base canonique (e, 2, e3). Considérons
les vecteurs

1 -1

Onadéja v, L v, et ces deux vecteurs sont orthogonaux a e,. Donc on peut former les deux bases orthonor-
meées (vy, U2, e2) et (vy, V2, —ey). Il est certain qu'une des deux est directe, puisque

det(vy, vp, —ep) = —det(vy, V2, e2)

1 1
— —— 0
V2 \/z 11 -1 0
On calcule det(vy,v0,e2)=| O 0 1{==|0 0 1|=-1
1 1 2 1 0
— — 0
V2 V2

Ainsi, pour notre choix d’orientation de I'espace, la base orthonormée (vy, v,, €2) est indirecte, tandis que
(v1, V2, —e) est directe. Observons que d’aprés la propriété d’antisymétrie du déterminant, (v, ez, v2) est
directe, par exemple.

14.3.3 Symétries orthogonales et réflexions

On a déja vu dans le cours sur les espaces vectoriels que si E = F @ G est une décomposition de
E en deux sous-espaces supplémentaires, on peut définir la projection pr sur F parallelement a G,
et la symétrie sp par rapport a F, parallelement a G.

Dans le cas ou E est euclidien et F est un sous-espace vectoriel, on a une décomposition privi-
légiée E = F @ F°, et donc une maniére privilégiée de projeter sur F, ou de symétriser par rapport a
F. On a d’ailleurs vu (théoreme 2.10) que la projection orthogonale sur F est précisément la pro-
jection sur F parallelement a F°.

On suppose dans ce paragraphe que (E, (| )) est euclidien de dimension n > 2.

Définition 14.3.14 (Symétrie orthogonale)
Soit F un sous-espace de E. On appelle symétrie orthogonale par rapport a F, notée sg, la symétrie
par rapport a F, parallélement 3 F°.

Autrement dit, la symétrie orthogonale sg, par rapport a F, est la symétrie associée a la somme
directe orthogonale E = F @ F°. Rappelons ce que cela signifie : si x € E, il se décompose suivant
cette somme directe

X = pp(X) + pre (X)
N e —
eF eF°

Par définition, sp(x) garde la composante de x suivant F, et change la composante suivant F° en
son opposé :

SE(X) = pp(x) = pre (x) = 2pp(x) —id(x)

Proposition 14.3.15
Toute symétrie orthogonale est un automorphisme orthogonal de E. Réciproquement, toute symétrie
deE, qui est un automorphisme orthogonal de E, est une symétrie orthogonale.

353



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 14 : ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Preuve : Soit F un sous-espace de E et sg la symétrie orthogonale par rapporta F. Si x € E, on a

X = pr(x) + ppe (x) Sp(X) = pp(x) — ppe (X) avec pr(x) L ppe

donc s = Il pr ()1 + | pre (011 = I1x)1?

d’aprés le théoreme de Pythagore : sp préserve la norme. Comme elle est aussi linéaire, c’est un
automorphisme orthogonal de E.

Réciproquement, soit s une symétrie de E, qui soit aussi un automorphisme orthogonal de E.
Alors il existe des sous-espaces supplémentaires F et G, tels que s soit la symétrie par rapport a
F, parallelement a G. Montrons que F et G sont orthogonaux : soient x € F et y € G. Par définition
de s,

s=x  s(y)=-y

donc x+y=sx)—-s(y)=s(x-y)
Mais s est un automorphisme orthogonal donc préserve la norme et

lx+yll=lsx=I=Ilx-yl

Ainsi, x|y =lx+yl>=llx=yl?>=0

ce qui prouve bien que x L y. Par suite, s est une symétrie orthogonale. U

Définition 14.3.16 (Réflexion)
Soit fe.Z(E). On dit que f est une réflexion si, et seulement si, f est la symétrie orthogonale par
rapport a un hyperplan.

Proposition 14.3.17
Toute réflexion deE est un automorphisme orthogonal de E, de déterminant —1.

Preuve : Soit r une réflexion de E. Par définition, r est la symétrie orthogonale par rapport a un
hyperplan H de E. D’apres la proposition 3.15, c’est un automorphisme orthogonal de E.

Notons n > 2 la dimension de E. On sait que r est la symétrie orthogonale par rapport a un
hyperplan H. Donc H est de dimension n — 1 et H® est une droite, de dimension 1. On prend une
base (eq,...,e,-1) de H et une base (e;) de H°. Alors & = (ey,...,e,—1,€;) est une base de E. De
plus, par définition de r comme symétrie par rapport a H, parallelement a H°, on sait que

VxeH r(x)=x VxeH° r(x) =—x

Par suite, Matgr = 0 -1

In_l O]

et le déterminant de r vaut bien —1. ]

Théoréme 14.3.18 (Décomposition en produit de réflexions)
Soit (E,(|)) un espace euclidien de dimension n > 2. Tout automorphisme orthogonal de E peut étre
décomposé en produit d’au plus n réflexions.

Preuve : On démontre ceci par récurrence sur la dimension de E. Le cas des espaces de dimension
2 sera traité dans le prochain paragraphe et on 'admet pour I'instant.
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Soit n > 2 un entier. On suppose que tout automorphisme orthogonal d'un espace euclidien de
dimension n peut étre décomposé en produit d’au plus 7 réflexions. Soient E un espace euclidien
de dimension n+1 et f € &'(E). On se donne une base orthonormée % = (ey,...,e,,ey+1) de E et
on distingue deux cas :

e Si f(en+1) = ex+1 : Comme f est orthogonal et que ey,..., e, sont orthogonauxa e, il vient

que f(ey),..., f(en+1) sont aussi orthogonaux a e, ;. Donc

f(Vect(ey,...,en)) < {ens1}° = Vect ey, ..., en)
Ainsi, f induit un endomorphisme de F = Vect (e, ..., e,) ; plus précisément, si ’on définit
VxeF  f(x)=f(x)
alors f est un endomorphisme de F. En outre, f € ¢'(F) puisque
Ve, yeF  (F 1 f =@ 1)) =(x]y
D’ap{és I’hypothese de récurrence, il existe des réflexions 77,..., i de F, avec k < n, telles
que f =71+ Fg.
Pour chaque j € [[1; k]|, on note r; 'endomorphisme de E qui vaut 7; sur F et qui envoie

€n+1 SUT e41. Alors r; est une symétrie puisque r]? =id sur F et sur Vecte,;. De plus, si x € E,
il se décompose de maniere unique en x = xg + y avec y = (x | e,) e,, orthogonal a F; donc

rj(x) =rj(xp) +r1j(y) =7rj(xp) +y
eF
et I Ol = 17 e I + 1y 1% = el + 1yl? = lx]l®

ce qui démontre que r;j € € (E). D’apres la proposition 3.15, r; est une symétrie orthogonale.
Enfin, il est facile de voir que r; est une réflexion puisque

Ker (7j —id) < Ker (r; —id) et en+1 € Ker (r; —id)
donc Ker (7; —id) ® Vect (e4+1) < Ker (rj —id)

Mais dimKer (F; —id)=n-1 donc dimKer (rj —id) > n

et cette dimension n’est pas n + 1, puisque r; est une réflexion sur F, donc a au moins un
vecteur qui n’est pas invariant. Ce qui démontre bien que r; est une réflexion.
Maison a f = r;--- ¢ puisque cette relation est vérifiée sur F et sur Vect(e,+1). Donc f peut
étre décomposé en produit d’au plus n réflexions.

* Si f(en+1) # en+1 : Dans ce cas, on remarque que

1 1
n+l1 = E(enﬂ - flen+1)) + E(enH + f(en+1))

et (en+1— fens1) | ens1 + flens1)) = llens1l? =l flens ) =0

parce que f € O(E) et préserve la norme. Si on note g la réflexion autour de '’hyperplan
(en+1— f(en+1))°, on a par définition

glen1 _f(en+1)) =—(ep+1 _f(en+1)) = f(en+1) —€n+l
et glent1 + flens1)) =ens1 + fens1) car (ent+1+ flen+1)) L (en+1 — flen+1))

Ainsi, glen+1) = flens1)

355



Mathématiques Supérieures CHAPITRE 14 : ESPACES PREHILBERTIENS REELS

et gf(ent1) = g%(ens1) = ens

car g est une symétrie. Donc g f € O(E) et il fixe e;1;. D’apres le premier cas étudié, g f se
décompose en produit d’au plus 7 réflexions. Mais f = g(g f) se décompose alors en produit
d’au plus n + 1 réflexions. Ce qui acheve la récurrence. Ul

La preuve de ce théoreme explique comment faire, en pratique, pour décomposer un automor-
phisme orthogonal f en produit de réflexions. On commence par se donner une base orthonor-
mée (ey,...,e,) de 'espace. On note g, la réflexion autour de ’hyperplan orthogonal a e,, — f(e;,).
Alors g, f estun automorphisme orthogonal qui fixe e, et induit un automorphisme orthogonal de
Vect(ey,...,e,-1). On recommence alors la méme procédure : on note g,_; la réflexion autour de
I'hyperplan e;,—1 — g, f (en—1). Alors g,-1 g, f est un automorphisme orthogonal qui fixe e;,_; et e;,.
Et ainsi de suite.

Exemple 14.3.19
On considere la matrice

1 -2 2 1
M==-|[ 2 1 2|e0s3®
1 2 -2
M représente un automorphisme orthogonal de R® dans la base canonique; on identifie 'automorphisme
et sa matrice. Posons
1 -1
us = 63—M63 =—1|-2
3 5

La projection orthogonale P3 sur Vect u3 est donnée par

us (x| us)
usll  llusll?

3 us
VxeR P3(x):<x| >
lusll /|l
et la réflexion autour de (u3)° est donnée par

VxeR®  S3=I3-2P;

1 1 2 =5 1 14 -2 5

Apres calculs, P3=—| 2 4 -10 S3=I3—2P3=— | -2 11 10

30 -5 -10 25 15 5 10 -10
) 1 -4 4 0
Egalement, SSM=—-| 4 3 0
5 0 0 5

On voit que, comme prévu, SsM induit un automorphisme orthogonal de Vect(ej, e2). On recommence,
en travaillant cette fois avec e,. Posons

1 -4
u2=€2—83M€2=— 2
5 0

La projection orthogonale P, sur Vect u; et la réflexion S, autour de (u»)® sont données par

(x| up)

VxeR® Py(x)=
lluz1?

U Sz = 13 - 2P2
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4 -2 0
. 1 1
Tous calculs faits, P,=—|-2 0 Sy =13—2Py, = —
5 0 5

1
0 o0

-3 40
4 30

0 0 5

Onremarque que Sy = S3M, donc S3M était déja une réflexion. Du coup, une décomposition de M en produit
de réflexions est

L[4 -2 5] [ [3 40
M=S3S=—-|-2 11 10|x_| 4 3 0
5 10 -10 005

Cette procédure nous a méme permis d’'identifier géométriquement ces transformations : appliquer M, c’est
la méme chose que

o faire une réflexion autour du plan (u,)°, d’équation —2x+ y =0;

e suivie d'une réflexion autour du plan (u3)°, d’équation x +2y -5z = 0.

14.4 Automorphismes orthogonaux en dimension 2

Létude du groupe orthogonal en dimension 2 est trés simple. Etant donné un réel 0, on note

cos0 sin®
sin® —cos6

cosO -—sinb

R(®) = sin® cos6

S0) =

On peut remarquer que ces matrices sont orthogonales, de déterminants respectifs 1 et —1.
Par définition, R(0) est une rotation de R?. Un simple dessin montre qu’il s’agit effectivement de la
rotation d’angle 0.

Identifions la nature géométrique de S(0). A tout hasard, on se demande s'il ne s'agit pas, peut-
étre, d'une réflexion. Auquel cas, il suffit de trouver Ker (5(0) — I,) et Ker (S(0) + I5). Un calcul facile
prouve que

Géométriquement, S(0) est donc la symétrie orthogonale autour de la droite qui fait un angle g
avec 'axe des abscisses.
On remarque aussi, par le calcul, que conformément a I'intuition,

in?
—s1n%
coS 5

Ker (S(0) —I,) = Vect

Ker (S(0) +I,) = Vect (

0
$3
0
2

V0,peR  R(O)R(p) =RO+ )
VOeR  R(O)!='R(O)=R(-0)

et VOeR RO =1, < 0e2nZ

De maniere plus abstraite, mais aussi plus jolie, on vient de montrer que R : 6 — R(0) est un
morphisme de groupes de (R, +) dans (SO2(R), ), de noyau 2nZ.
Montrons qu'il est surjectif. Donnons-nous

a b

M= d

€ SO, (R)

Ceci signifie que les colonnes de M forment une base orthonormée de R? pour le produit scalaire
canonique, et que detM = 1. Ce qui fournit les relations:
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at+ct=1
P+d*=1
ab+cd=0
ad—bc=1

Al'aide des deux premieres relations et de I’étude des fonctions sinus et cosinus, il existe des réels
0 et ¢ dans [0; 27|, tels que

a=cos0 c=sin0O b =sing d=-cosy

Ensuite, 1=ad —bc=cos0 cosy+sinO sing = cos(0 — )

donc 0 et ¢ sont égaux modulo 2n. Mais comme ils sont dans [0; 27t[, ils sont égaux. Ainsi, M = R(0)
et on a montré que

Théoréeme 14.4.1 (Paramétrisation de SO, (R))
Lapplication R est un morphisme surjectif de (R, +) sur SO, (R), de noyau2nZ. En particulier, SO, (R)
est commutatif et

SO2(R) ={R(0) | 0 € R}

Le méme raisonnement montre que tout automorphisme orthogonal de déterminant —1 est

une réflexion de la forme S(08). Comme toute matrice orthogonale est de déterminant 1 ou —1,
02(R) = {R(0) | 6 € R} U{S(0) | 6 € R}
—_——
=S02(R)

Intéressons-nous maintenant a la structure multiplicative de ces réflexions. S(8). Qu’obtient-

on si on les compose ? Le calcul montre que
VO,peR  S(O)S(p)=RO-¢)

Par conséquent, toute rotation peut s’écrire comme produit de deux réflexions : en effet, si 0 € R,
on a R(B) = S(0)S(0). Mais cette décomposition n’est pas unique, évidemment : il suffit de prendre
deux réels quelconques ¢ et y, tels que ¢ — W = 0 [27], pour avoir R(0) = S(¢)S(y).

Enfin, que donne le produit d'une rotation et d'une réflexion du type S(0) ? 1l suffit encore de
faire le calcul

VO,peR  SOR() =SO)SO)SO - @) = SO - )

et VO,peR  R(®)S(O) = S(¢p +0)SO)S(0) = S(¢p +6)

Il estintéressant de remarquer comme chacun de ces calculs est simple, et fournitimmédiatement
un résultat géométrique sans le moindre effort. Par exemple : sil’on fait une rotation d’angle ¢, sui-
vie d'une réflexion autour de la droite qui fait un angle 8/2 avec I'horizontale, on obtient le méme

résultat que si l'on fait une réflexion autour de la droite qui fait un angle G_T(‘O avec I'horizontale.
Ce n’est pas évident a voir géométriquement; mais c’est trivial par le calcul matriciel.

14.5 Automorphismes orthogonaux en dimension 3

Commencgons par expliquer comment il est possible d’orienter un plan, connaissant un vec-
teur normal a celui-ci.
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Proposition 14.5.1 (Orientation d’'un plan par un vecteur normal)

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3. Soit a € E de norme 1. Il existe une unique orien-
tation deP = (a)° telle que, pour toute base orthonormée directe (ey, e2) deP, la famille (ey, e», a) est
une base orthonormée directe de E.

Cette proposition peut faire peur, mais ce qu’elle dit est intuitivement tres simple : 'orien-
tation d'une droite de E détermine de maniére « naturelle » une orientation de son plan
orthogonal.

L
el/l €2

Supposons avoir choisi 'orientation habituelle de R*, dans laquelle la base caonique est
directe. On prend une base orthonormée (ey, e2) de (a)° comme sur le dessin, de maniere a
avoir (e, e», a) orthonormeée directe. On souhaite choisir une orientation de (a)° : naturel-
lement, on décide de dire que (e, e2) est directe.

Preuve: On sait que P a des bases orthonormées et on en prend une (€, €»). Alors (g1, €2, a) est une
base orthonormée de E. Si elle est directe, on pose

U= Uy =€
et si elle est indirecte, on pose
Uy =¢& U =¢

On a ainsi une base orthonormée directe (u;, u», a) de E, telle que (1, u») est une base orthonor-
meée de P.

On choisit alors comme orientation pour P celle donnée par (u;, uy). Par définition, ceci veut
dire que, si (e, e2) est une base orthonormée de P, elle est directe si, et seulement si,

dEt(ul,uz) (e1,e0) =1

Maintenant, si (e, e2) est une base orthonormeée directe de P, la matrice de la famille (e, e»)
dans (uy, up) est orthogonale, de déterminant 1. Donc il existe 6 € R tel que la matrice de (e, e2)
dans la base (11, u») soit

cosO -—sin6
sin® cos6

Par suite, la matrice de (e, e», @) dans la base directe (1, u», a) est

cos® —-sin® 0
sin® cosH 0
0 0 1

Son déterminant vaut 1, donc (i, Uy, a) est directe. Ceci démontre bien I'existence d’'une orienta-
tion de P qui a la propriété demandée.
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Pour l'unicité, c’est simple : supposons avoir choisi I'autre orientation de P. Ceci signifie que
(u1, up) estindirecte dans P, donc (le déterminant est alterné) que (u», u;) est directe dans P. Alors
la base (up, u;,a) est indirecte dans E, toujours d’apres les propriétés du déterminant. Et cette
orientation ne satisfait pas la propriété voulue. U

Identifions maintenant les rotations d'un espace euclidien de dimension 3.

Proposition 14.5.2
Soient E un espace euclidien de dimension 3 et f € . O'(E). 1l existe une base orthonormée directe
P = (u,v,w) deE, et® e, tels que

cosO —sinb 0
Matz(f) = | sin@ cos® 0
0 01

Ondit que f estla rotation d’angle 0 autour du vecteur w.

Preuve : Si f est l'identité, la proposition est évidente puisque sa matrice est I3 dans n'importe
quelle base orthonormée; il suffit alors de prendre 6 = 0.

Supposons alors que f n’est pas!’identité. Comme E est de dimension 3, f peut se décomposer
comme produit d'une, deux ou trois réflexions. Mais f est dans . ¢'(E) donc son déterminant
vaut 1; par suite, f est le produit de deux réflexions distinctes ry et r,. Par définition, Ker (r; —id)
et Ker(r, —id) sont de dimension 2. D’apres la relation de Grassmann, leur intersection est de
dimension 1 : il existe w, de norme 1, tel que r; (w) = r2(w) = w. Par suite,

fw)=nrw) =w

On note P = (w)°, qui est un plan. On I'oriente par son vecteur normal w, a I'aide de la propo-
sition 5.1. Comme f préserve l'orthogonalité et que f(w) = w, P est stable par f : en effet,

VxeP (flw)y=()|f(w)=(x]w)=0

Donc f induit un automorphisme orthogonal de P. Et f ne fixe aucun vecteur de P, puisque
Ker (f —id) = Vect w. D’apres I'étude des automorphismes orthogonaux en dimension 2, f est une
rotation sur P. Alors si (u, v) est une base orthonormée directe de P, on trouve 0 € R tels que la
matrice de f dans la base (u, v) soit

cosO —sin6
sin® cos6

Par suite, (u, v, w) est une base orthonormée directe de E, dans laquelle la matrice de f a la forme
voulue. U

La preuve de ce théoréme nous dit, a nouveau, comment faire pour identifier une rotation f.
On commence par chercher Ker (f —id), qui est nécessairement de dimension 1 et on prend un
vecteur w dedans, de norme 1.

Ensuite, on détermine le plan P = (w)° et on en choisit une base orthonormée (u, v) telle que
(u, v, w) soit orthonormée directe. La matrice de f dans cette base aura alors la bonne forme.

Exemple 14.5.3
On reprend la matrice de 'exemple 3.19 :
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1 -2 2 1
MZE 21 2
1 2 -2

Le calcul de son déterminant, ou bien sa décomposition comme produit de deux réflexions, prouvent qu’il
s’agit d'une rotation. On recherche Ker (M —1I3) et le calcul donne

1
Ker(M —1I3) =Vect | 2
1

1 1
et on pose w=—1,2
V6 |
Pour trouver une base orthonormée de (w)°, il y a plusieurs méthodes. On peut en chercher une base, et
utiliser Schmidt pour I'orthonormer. Mais on peut aller plus vite, puisqu’on est dans R® : il est clair que

. [ )
V5| o]
est orthogonal a w et de norme 1. On pose alors
v AU = g
=w = — —_
V30 | _4

D’apres les propriétés du produit vectoriel, (i, v, w) est une base orthonormée directe de R3. On peut alors
trouver I’angle de la rotation M en décomposant Mu dans la base orthonormée (u, v) de (w)° :

1 0
Mu=— l|=-u
Vo,

Sur cet exemple, la décomposition de Mu s’obtient immédiatement. Mais en général, c’est a peine
plus difficile puisque Mu = (Mu | u) u+ (Mu | v) v.

Par suite, dans la base orthonormée directe (u, v, w), la matrice de M est

-1 0 0
0 -1 0
0 01
) 0 5 V5|[-1 0 0 0 V6 -2V6
ou encore M=— \/E -2 2\/5 0 -1 0][ 5 -2 -1
30—2\/6—1\/5 0 0 1][v5 2v5 V5

M est la rotation autour de w, d’angle .
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