Exercice 1 ( ATS32219 ) W@E\QA 9'{/ hAJW‘fQ’;BJJ

On se place dans 'espace vectoriel R* muni de sa base orthonormée canonique % = (e1,e2,€3,€4).
On note id: R* — R* I’application linéaire identité. On se donne 'application linéaire s: R* — R*

vérifiant
s(e1) =es
s(e2) = eq
s(es) = e;
s(es) = eg

et I’application linéaire p définie par p = %(id —s). L’objectif de cet exercice est de diagonaliser
les applications linéaires s et p.
1. L’objectif de cette question est d’étudier s.
(a) Donner la matrice S de s dans la base £.
(b) Montrer que S est diagonalisable (cette question n’exige aucun calcul).
(c) Calculer S?. Que peut-on en déduire sur s?
(d) Calculer le polynéme caractéristique de S.

(e) Montrer que S admet deux valeurs propres, que I’on notera A; et Ao, et que I’on choisira
telles que A\; < A2. Quels sont les ordres de multiplicité de A\; et Ao ?

(f) On note E; le sous-espace propre de I’endomorphisme s associé & la valeur propre \;.
Donner une base (u;,us2) de Ej, telle que les coordonnées des vecteurs u; et uo soient
égales 4 0, 1 ou —1.
(g) On note E; le sous-espace propre de 'endomorphisme s associé & la valeur propre Ag.
Donner une base (ug, us) de Es, telle que les coordonnées des vecteurs ug et u4 soient
égales 4 0 ou 1.
(h) Trouver une matrice Dy diagonale et une matrice inversible Q1 telles que S = Q1D Ql_l.
On ne demande pas de calculer Ql‘l.
2. L’objectif de cette question est d’étudier p.
(a) Donner la matrice P de p dans la base 2.
(b) Calculer p o p. Que peut-on en déduire sur p?
(c) Calculer p(u;) pour i € {1,2,3,4}.
(d) Montrer que l’application linéaire p est diagonalisable.
(¢) Trouver une matrice Dy diagonale et une matrice inversible Q2 telles que P = Q2D,Q5 .
On ne demande pas de calculer Q5 2
3. On considére maintenant ’application linéaire f = 3s + 4p.
(a) Donner la matrice F de f dans la base 4.
(b) En faisant le moins de calcul possible, trouver a l’aide des résultats précédents une

matrice D3 diagonale et une matrice inversible Q3 telles que F' = Q3D3Q3 1 On ne
demande pas de calculer le.
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On note (‘H) I'hyperbole d' équation cartésienne y = —dans un repere orthonormé (O;i, j) du plan.
X

On souhaite déterminer les coordonnées (a,b) du centre Q du cercle (C) qui passe par O et qui est
1 g e
tangent en un point M(t,;) ,teR",a (’}6.

Dire que le cercle (C) est tangent au point M 2 I'hyperbole (H), c'est dire que M € (C) N (5‘[ ) et que
la normale (‘N) 4 (H) au point M contient le centre Q2 du ce{cle (©). - '



= 1
1.a. Donner les composantes d'un vecteur 7 tangent a (H) au point M[I,;).

1
1.b. En déduire une équation cartésienne de la normale (N a (H) au point M(t,-t-) :

1.c. Ecrire que le point Q(a,b) appartient a (M et en déduire qu'une relation (1) liant a, bettest:
(1) : at®=bt = t* -1
2. Bcrire que OQ? = MQ? et en déduire qu'une relation (2) liant a, bet 7 est :
.3 _ 1/,
Q) :at’ +bt = E(t +1)
3. Déduire des relations (1) et (2) une représentation paramétrique des centres  quand ¢ varie.
4. On souhaite étudier la courbe (I") dont une représentation paramétrique est :

3t' -1 -
x(t)=— e i) =

4.a. Montrer que la courbe (I') admet une symétrie de centre O.

avec teR’

4.b. Calculer x(%) et y(%) _En déduire une nouvelle symétrie pour la courbe ().

4.c. Expliquer pourquoi on peut se contenter d'étudier les variations de x(t),y() quand le
paramétre ¢ appartient a l'intervalle ]O,l]

5. Donner le tableau des variations conjointes de x(¢),y() pour & ]0,1] .Donner les coordonnées
du point A = (x(1),y(1)), en déduire celles de B = (x(-1),y(-1)).

6. Voici (fig.2) dans le repére orthonormé (0;i,j) les graphes de (H) en pointillé et de (T) en gras,
et les premicre et deuxiéme bissectrices.

Les deux branches de () sont divisées par la premiére bissectrice en 4 parties (I',),(T",) limitées

e

par A, (I';), (T',)limitées par B .

a) Préciser, en le justifiant, la partie de (T') obtenue quand ¢ € lo.1].

6

b) Déterminer les parametres 7, et
t, des points doubles P, P,,
(utiliser le fait qu'ils sont invariants

si on change fen —l). On
t

raménera leur recherche a la
résolution de I'équation
T? -3T% -3T +1=0, de racine
évidente —1, et on justifera qu'il
n'y a que deux points doubles, et

1
que t,=—.

1
¢) Déterminer les coordonnées de
P, (on pourra calculer d’abord

-k

y(t,)puis y(z,)* pour trouver une
simplification)
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Exercice 3 (’Q"l—g Loy )

On pose pour tout couple d'entiers naturels (n, p) : 1,(n)= J: x” cos(2nx)dx

1. Calculer I,(0). Montrer que pour n>0, I,(n)=0, I,(n)=0, Iz(rz)=5-]t—2.
n

fest une fonction 7 -périodique telle que : Vx €[0,z[, f(x)=ox® + Bx
On fait I'hypothése qu'il existe deux réels o, tels que le développement en série de

T &1 S
St 2_2003(2”) =a,+ Za" 005(271X)
n

Fourier de fest: S, (x)= s
n=1 n=1

2
. L V3 . =4
2.a) Déterminer les conditions sur o, 8 telles que g, = = etpourtout neN",a, =—
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b) Déterminer les valeurs de «, B qui répondent a ces conditions.

G Ao deroumass gue wz -t ok P
c) Représenter graphiquement la fonction f sur l'intervalle [-7, +7|.
d) Soit x € ]-7,0[, on a donc —x € |0,z[ et aussi 7+ x € ]0,z[. Montrer pour les

valeurs de @ et 8 trouvées 2 la question 2.a. f(—x)= f(x +x).
e) En déduire que la fonction fest paire et continue sur R .

3. Que peut-on en déduire pour les coefficients b, .
4. Montrer que pour tout xdeR f(x)=S,(x), en énongant le théoréme qui le justifie.

- 1
5. Déduire du résultat précédent la valeur de 2—2 ’

n=1

& (-1) = 1
6. Déduire d'un des résultats précédents la valeur de z( 2) etde 2-—————-2-
n=1 n p=0 (2P it 1)

1

7. Appliquer le théoréme de Parseval et en déduire la valeur de 2—4—

n=1




