FIP Epreuve de mathématiques Mardi 27 mai 2014

durée : 3 heures

FEzercice 1

A) On considére ’équation différentielle
(E): y'~y=-2x

ou y désigne une fonction de la variable réelle z , définie et deux fois dérivable sur R, et y”
la dérivée seconde de y.

1. Résoudre l'équation différentielle :
(E): y"—y=0

2. Déterminer une solution particuliére g de (E) sous la forme d’un polyndéme du premier
degré.

3. En déduire la solution générale de (E).

4. Déterminer la solution particuliére de (E) qui vérifie les conditions initiales

{ y(0)=0
y(0)=-1

B) On consideére la fonction f définie sur R par: f(z)=e *—e*+ua

et on note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé ( 0,1,7 )
1. Montrer que f est une fonction impaire.
2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

3. Calculer la dérivée f’ de f.

e.’E + e—:ﬂ

4. Montrer que la fonction g définie sur R par g(z) = admet m = 1 comme

minimum et en déduire le signe de f'(z).
5. Dresser le tableau de variation de f.
6. Donner I’équation de la tangente (OT) & l'origine & la courbe (C).

7. Donner le développement limité de f(z), & l'ordre 3, au voisinage de 0 et en déduire
la position de (C) par rapport & la tangente (OT).

8. Tracer une allure de (C) et sa tangente (OT) dans la méme repére.
9. Déterminer en cm? l'aire de la portion de plan comprise entre la courbe (C), la
tangente (OT) et les deux droites d’équations : (z=-1) et (z=0).
En déduire l'aire en cm? de la portion de plan comprise entre la courbe (C), la

tangente (OT) et les deux droites d’équations (z=—1)et (z=1).

Exercice 2

Le but de cet exercice est de déterminer la position du centre d’inertie G d’une plaque homogéne
(P) d’épaisseur négligeable.



Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur [0; ] par f(z)=2z+sin(2z). On note
(C) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O,f 7 ) ; 'unité graphique est 2 cm.

La plaque (P) est alors représentée en vraie grandeur par la portion du plan délimitée par la courbe
(C), l'axe des abscisses et la droite d’équation (z=r).
1. Calculer la fonction dérivée de la fonction f. En déduire que la fonction f est croissante

sur l'intervalle [0; ).

Dresser le tableau de variation de f.
2. Déterminer les nombres dérivés f'(0), f’(g) et f'(m).

Tracer (C) et les tangentes & la courbe (C) aux points d’abscisses respectives 0 ; % et 7.

3. Démontrer que 'aire, exprimée en unité d’aire, de la plaque est égale a 2.

4. On admettra que les coordonnées du centre d’inertie G de la plaque sont données par :

vommg [ @ f@ds e e[ [f@Pde
On pose I:/OlW sin? (2z) dz et J= /01T x.sin(27) dx
a) Vérifier que $G=i2(2ﬂ'3+J) et que y(;:%(éﬂ:"-l—él.]%—[).
T\ 3 2m2\ 3
b) Calculer I (on pourra utiliser la formule sin? = 1_+S(2t)).

c) Calculer J (on pourra utiliser une intégration par parties).

d) Déduire des résultats précédents les coordonnées du point G. Placer G.

FEzercice 3

2+31
5-1°

—1

1. Calculer:(l )4, (1424)(2—39)(24+4)(3—24) et

2. Ecrire a ’aide de la notation exponentielle les nombres complexes suivants :

. 1+1 1 = 7\
z21=1-1V3 B=r— 23=—5 2=— 25 = 230 zG=2eZ3—(eZB) )
— 1

3. Résoudre dans C les équations suivantes :
(eq1): 22—z+1=0.
(eqz): (z+14)*=(2-1)>

Exercice 4

On considére I’'équation différentielle :



ol y est une fonction de la variable z dérivable sur I =]0,1[U]1, +oo[ et ou y’ désigne la dérivée
de y.

1.
a) Calculer la dérivée de la fonction z— In (In (z)).
b) En déduire la solution générale de I’équation différentielle
€ In(z) y'+$l_y=o
sur [.

2. Veérifier que la fonction ¢ définie sur I par g(z) = est une solution de l’équation

T
In ()
différentielle (E).

3. En déduire I’ensemble des solutions de 'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f de (E) qui vérifie la condition initiale f(2)= ﬁ
5. Soit f la fonction définie sur I par f(z)= lrilzrl)

a) Montrer que f est une solution de (E).
b) Calculer f'(z) , puis lim f(z) et lim f'(z).
z—1 z—1
c) La fonction f est-elle une solution de (E) sur ]0,4oo[ ?

FExercice 4

Le but de cet exercice est de calculer // 22 ydady , ot D est la partie du plan comprise entre
JD

la droite d’équation (y = —4x + 5) et 'hyperbole d’équation <y = ;).

1. Représenter graphiquement D.

—4xz+5
2. Calculer A(z) =ﬁ 22y dy.

x

1
3. Calculerﬁ A(z) dz.
3

FEzxercice bonus

Résoudre sur R I'équation différentielle (E) :  y'+ y=max(z,0) .
Quelle est la solution y de (E) qui vérifie y'(0)=1 7
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