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Exercice 1. 1.


an+1 = 3an +bn

bn+1 = 3bn + cn

cn+1 = 3cn

.

a) Exprimer sous la forme Xn+1 = AXn. En déduire Xn en fonction de X0 et n.

b) On note N =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

. Donner N p pour tout p ∈ N.

c) En déduire An.

d) Conclure.

2. cos2(x)− sin2(x) = sin(3x). Résoudre dans R.

3. Bonus.
∫ 1

0
xarctan(x)2 dx.

Exercice 2. 1. Soit f la fonction 2π-périodique définie f (x) =
π

2
+ x pour tout x ∈ [−π ;0[ et f (x) =

π

2
− x

pour tout x ∈ [0;π]. Calculer la série de Fourier de f .

2. Résoudre
1
z2 + z2 +1 = 0 d’inconnue z ∈ C.

Exercice 3. 1. Prouver que la famille (1,1+X ,1+X2) est une base de R2[X ].

2. Calculer
∫ π

2

0
cos(x)3 dx.

Exercice 4. 1. ?? Exercice avec changement de variable, non abordé.

2. Résoudre l’équation différentielle : xy′−2y = ln(x).

3. En remplacement. On considère la matrice

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 ; est-elle inversible ? Diagonalisable ?

Exercice 5. 1. Trigonaliser une matrice 3×3.

2. Intégrer ln et étudier la convergence. On pose I =
∫ π

2

0
ln(sin(x))dx. Avec la définition des équivalents,

retrouver le résultat de la première question. On pose ensuite J =
∫ π

2

0
ln(cos(x))dx. Avec un changement

de variable, montrer I = J.

Exercice 6. 1. Résoudre l’équation différentielle xy′(x)+ y(x) = arctan(x).

2. Résoudre l’équation z6− z3 +1 = 0, d’inconnue z ∈ C.

3. Bonus. Racines carrées de

√
3

2
+

i
2

. En déduire la valeur de cos
(

π

12

)
.
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Exercice 7. 1. On considère l’équation différentielle y′+ ay = 0, avec y ∈ D(R,R) et a ∈ R. Est-ce que
l’ensemble E des solutions de l’équation différentielle est un espace vectoriel.

2. Calcul d’une intégrale avec un changement de variable à trouver.

Exercice 8. 1. Exprimer simplement les séries entières
+∞

∑
n=0

n+1
n!

xn et
+∞

∑
n=0

n+3
n+2

xn.

2. Soient les matrice A =

1 0 0
0 1 1
3 1 1

, B =

1 1 1
0 1 0
1 0 0

 et C =

1 1 1
1 2 1
0 −1 −1

.

a) Calculer AB et AC. A peut-elle être inversible ?

b) Déterminer l’ensemble E des matrices F vérifiant AF = 0. Montrer que E est un espace vectoriel et
préciser la dimension.

Exercice 9. 1. A =

3 1 −1
6 2 −6
7 1 −5

. Quelles sont les valeurs propres de A ? Est-elle diagonalisable ?

2. Calculer I =
∫ π

2

0
sin(t)2 cos(t)3 dt.

Après avoir commencé par linéariser l’expression, l’examinateur a demandé d’effectuer le changement de
variable x = sin(t).

Exercice 10. 1. On considère la matrice A =


5 0 −2 0
0 5 0 −2
−2 0 5 0
0 −2 0 5

. Montrer que la matrice A est diago-

nalisable. Calculer son polynôme caractéristique.

2. Déterminer tous les nombres z ∈ C tel que (z−1)(z−2i) ∈ R.

Exercice 11. 1. Montrer que pour tout n ∈ N :
√

n+1−
√

n≤ 1
2n

. En déduire la limite de la suite définie

par la relation un =
n

∑
k=1

1√
k

, pour tout n ∈ N∗.

2. Pour quelle(s) valeur(s) de m ∈ R la matrice Am =

1 0 0
m 1 1
0 m+1 0

 admet-elle 3 pour valeur propre.

Diagonaliser la matrice dans ce cas.

Exercice 12. 1. Soit E un espace vectoriel de dimension 3, f l’endomorphisme de E dont la matrice dans

la base canonique est A =

−1 1 0
0 1 −1
0 1 −1

. On considère les vecteurs u1 = (0,−1,0), u2 = (1,0,1) et

u3 = (1,0,0). Déterminer la matrice de f dans la base (u1,u2,u3). Donner la matrice de passage.

2. Déterminer le domaine de définition ainsi que les dérivées partielles de la fonction f (x,y) =
√

x2 + y2−4.

3. Bonus. CNS sur a ∈ C pour que la matrice
(

a a
0 a

)
soit diagonalisable.

Exercice 13. 1. Déterminer lim
x→0

(xsinx)x2
.

2. Résoudre, selon les valeurs de λ ∈ R, le système :
{

x+(1+λ )y = 1
λx+(2+λ )y = 2
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Exercice 14. 1. On considère la matrice A =


5 0 −2 0
0 5 0 −2
−2 0 5 0
0 −2 0 5

. Montrer que la matrice A est diago-

nalisable. Calculer son polynôme caractéristique.

2. Calculer
n

∑
k=1

cos(kx), pour tous (n,x) ∈ N×R.

Exercice 15. 1. Résoudre, selon les valeurs de λ ∈ R, le système :
{

x+(1+λ )y = 1
λx+(2+λ )y = 2

2. Calculer
∫ π

2

0
ln(sin(t))dt avec le changement de variable u = t +

π

2
. En déduire

∫ π

2

0
ln(cos(u))du.

Exercice 16. 1. Calculer lim
n→+∞

(
n−1
n+1

)n

. En déduire la nature de ∑

(
n−1
n+1

)n

.

2. Résoudre l’équation Zn = 1, d’inconnue Z ∈ C. En déduire les solutions de l’équation (z−1)n = (z+1)n

d’inconnue z ∈ C.

Exercice 17. 1. Résoudre, selon les valeurs de λ ∈ R, le système :
{

x+(1+λ )y = 1
λx+(2+λ )y = 2

2. Calcul de la puissance d’une matrice.

Exercice 18. 1. Nature de la série de terme général un =

(
n

n+2

)n

;

2. Quelles sont les valeurs propres possibles d’une matrice A qui vérifie A2 +A = 0.
Bonus. Montrer que ker f ⊕ker( f + IdE) = E.

Exercice 19. 1. Calculer
∫ 2

1

x3

1+ x+ x2 dx.

2. Reste de la division euclidienne de (X cosθ + sinθ)n par X2 +1.

Exercice 20. 1. Montrer que la matrice A =

3 −1 1
0 2 0
1 −1 3

 n’est pas trigonalisable.

2. Résoudre (x+2)y′− y−1 = 0.

Exercice 21. 1. Montrer que la matrice ?? est semblable à la matrice B =

1 0 0
0 1 1
0 0 1

.

2. Déterminer lim
n→+∞

ln(ch(a/n))
ln(ch(b/n))

.

Exercice 22. 1. DES de
1

X2−3X +2
. En déduire

+∞

∑
n=3

1
n2−3n+2

.

2. ?? Non abordé

Exercice 23. 1. CNS sur a,b,c ∈ R pour que

a b c
b a c
c b a

 soit diagonalisable.

2. Calculer lim
x→1

x− sin((x+1)π

2 )

x−
√

x2−2x
.

Exercice 24. 1. Convergence de la suite (un)n∈N définie par u0 > 0 et pour tout n ∈ N : un+1 =
1

2+un
.
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2. Résoudre, selon les valeurs de λ ∈ R, le système :
{

x+(1+λ )y = 1
λx+(2+λ )y = 2

Exercice 25. 1. Soit A =

 6 2 0
2 3 0

a(a−7) a−7 a

, a ∈ R. A est-elle diagonalisable ?

2. Résoudre x2y′− y = x4−1.

Exercice 26. 1. DL0(3) de arcsin.

2. Série de Fourier de f (x) = x2, x ∈ ]−π ;π].

Exercice 27. 1. Domaine de définition de x 7→
∫ 2x

x

1
ln(t)

dt. Calculer la dérivée.

2. Résoudre, selon les valeurs de λ ∈ R, le système :
{

x+(1+λ )y = 1
λx+(2+λ )y = 2

Exercice 28. 1. DL0(3) de tan.

2. La matrice

1 0 1
0 1 0
1 0 1

 est-elle diagonalisable. Trouver les valeurs propres sans calcul.

3. Bonus. La matrice
(

1/5 4
0 3/7

)
est-elle diagonalisable ?

Exercice 29. 1. Résoudre l’équation 1+ z2 + z4 + · · ·+ z14 = 0, d’inconnue z ∈ C.

2. Exprimer la série entière
+∞

∑
n=0

nxn

3n avec des fonctions usuelles.

3. Bonus. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites, avec vn > 0 pour tout n ∈ N, telles que la suite
(

un

vn

)
n∈N

soit croissante. Montrer que la suite (wn)n∈N définie pour tout n∈N par la relation wn =
u0 +u1 + · · ·+un

v0 + v1 + · · ·+ vn
est croissante.
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