Oral

ant1 = 3a,+by
Exercice 1. 1. bpr1 = 3b,+c, .
Chr1 = 3cp

a) Exprimer sous la forme X,, ;| = AX,,. En déduire X,, en fonction de Xj et n.

010
b) Onnote N= |0 O 1 |.Donner N’ pour tout p € N.
00O

¢) En déduire A".
d) Conclure.

2. cos?(x) —sin®(x) = sin(3x). Résoudre dans R.

1
3. Bonus. / xarctan(x)? dx.
0

T T
Exercice 2. 1. Soit f la fonction 27-périodique définie f(x) = > +x pour tout x € [—7;0[ et f(x) = 5

pour tout x € [0; 7]. Calculer la série de Fourier de f.

1
2. Résoudre -+ 22+ 1=0d inconnue z € C.
z

Exercice 3. 1. Prouver que la famille (1,1+ X, 1+ X?) est une base de R [X].

Y

2. Calculer /7 cos(x)* dx.
0

Exercice 4. 1. 7? Exercice avec changement de variable, non abordé.
2. Résoudre I’équation différentielle : xy’ — 2y = In(x).
-1 1 1

3. En remplacement. On consideére lamatrice | 1 —1 1 | ;est-elle inversible ? Diagonalisable ?
1 | |

Exercice S. 1. Trigonaliser une matrice 3 x 3.

2. Intégrer In et étudier la convergence. On pose I = / ’ In(sin(x)) dx. Avec la définition des équivalents,
0

T
N . . 2
retrouver le résultat de la premiere question. On pose ensuite J = / In(cos(x)) dx. Avec un changement
0

de variable, montrer I = J.

Exercice 6. 1. Résoudre I’équation différentielle xy’(x) + y(x) = arctan(x).

2. Résoudre 1’équation z° —z* +1 = 0, d’inconnue z € C.

3
3. Bonus. Racines carrées de \Zf + % En déduire la valeur de cos <1—7r2) .
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Exercice 7. 1. On considere I’équation différentielle y +ay = 0, avec y € Z(R,R) et a € R. Est-ce que
I’ensemble E des solutions de I’équation différentielle est un espace vectoriel.

2. Calcul d’une intégrale avec un changement de variable a trouver.

oo 1 oo 3
Exercice 8. 1. Exprimer simplement les séries enticres Z ix” ety ! + X"
n=0 n! n=0" +2
1 00 1 11 1 1 1
2. Soient les matriceA= {0 1 1],B=10 1 OjJetC=1(1 2 1
31 1 1 00 0 -1 -1

a) Calculer AB et AC. A peut-elle étre inversible ?

b) Déterminer I’ensemble E des matrices F' vérifiant AF = 0. Montrer que E est un espace vectoriel et
préciser la dimension.

31 —1
Exercice 9. 1. A=16 2 —6].Quelles sont les valeurs propres de A ? Est-elle diagonalisable ?
7 1 =5

2. Calculer I = /7 sin(¢)*cos(r)* dr.
0

Apres avoir commencé par linéariser I’ expression, I’ examinateur a demandé d’effectuer le changement de
variable x = sin(t).

5.0 -2 0
. L . 0o 5 0 =2 . .
Exercice 10. 1. On considere la matrice A = | > 0 5 o | Montrer que la matrice A est diago-
0o -2 0 5

nalisable. Calculer son polyndme caractéristique.

2. Déterminer tous les nombres z € C tel que (z—1)(z—21) € R.

1
Exercice 11. 1. Montrer que pour toutn € N : vVn+1—+/n < o En déduire la limite de la suite définie
n

par la relation u,, = , pour tout n € N*,

L |
1 0 0
2. Pour quelle(s) valeur(s) de m € R la matrice A,,, = | m 1 1 | admet-elle 3 pour valeur propre.
0 m+1 O
Diagonaliser la matrice dans ce cas.

Exercice 12. 1. Soit E un espace vectoriel de dimension 3, f I’endomorphisme de E dont la matrice dans
-1 1 0
la base canoniqueest A= | 0 1 —1 |.On considere les vecteurs u; = (0,—1,0), up = (1,0,1) et
0o 1 -1
uz = (1,0,0). Déterminer la matrice de f dans la base (u;,uz,u3). Donner la matrice de passage.

2. Déterminer le domaine de définition ainsi que les dérivées partielles de la fonction f(x,y) = v/x% +y? — 4.

3. Bonus. CNS sur a € C pour que la matrice <g Z) soit diagonalisable.

. TR 2
Exercice 13. 1. Déterminer hII(l) (xsinx)* .
X—

xH(1+4)y = 1

2. Résoudre, selon les valeurs de A € R, le systeme : { Ax+(24+A)y =
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5 0 -2 0
. L s . o 5 0 -2 . .
Exercice 14. 1. On considere la matrice A = | > 0 5 E Montrer que la matrice A est diago-
0O -2 0 5

nalisable. Calculer son polyndme caractéristique.
n
2. Calculer ) cos(kx), pour tous (n,x) € N x R.

k=1

x+(1+1)y = 1

Exercice 15. 1. Résoudre, selon les valeurs de A € R, le systeme : { Ax+(2+A)y = 2

z . z
2. Calculer / ’ In(sin(¢)) dr avec le changement de variable u =t + 5 En déduire / ’ In(cos(u)) du.
0 0

Exercice 16. 1. Calculer lim (n

n—r+oo

—1\" —1\"
n+1> .Endéduirelanaturedez<:+1> .

2. Résoudre 1’équation Z" = 1, d’inconnue Z € C. En déduire les solutions de I’équation (z —1)" = (z+1)"
d’inconnue z € C.

x+(1+4)y = 1

Exercice 17. 1. Résoudre, selon les valeurs de A € R, le systeme : { Ax+(24A)y —

2. Calcul de la puissance d’une matrice.

Exercice 18. 1. Nature de la série de terme général u, = < _7_2> ;
n
2. Quelles sont les valeurs propres possibles d’une matrice A qui vérifie A> +A = 0.

Bonus. Montrer que ker f ©ker(f +1dg) =E.

3

2
Exercice 19. 1. Calculer / ——dx.
1 14+x+x2

2. Reste de la division euclidienne de (X cos 6 +sin 0)" par X + 1.

3 -1 1
Exercice 20. 1. Montrer que la matrice A= [0 2 0 | n’est pas trigonalisable.
1 -1 3
2. Résoudre (x+2)y —y—1=0.
1 00
Exercice 21. 1. Montrer que la matrice ?? est semblable a la matrice B= |0 1 1
0 0 1
In(ch
2. Déterminer lim M.
n—+eo In(ch(b/n))
) 1 = 1
Exercice 22. 1. DES de —5—————=. Endéduire ) ——F7——.
X?-3X+2 “=n?-3n42
2. 77 Non abordé
a b c
Exercice 23. 1. CNS sura,b,ce Rpourque | b a c | soit diagonalisable.
c b a
—si 1Z
2. Calculer lim x=sin((+ 1)3) .
=l x—/x?—2x
1
Exercice 24. 1. Convergence de la suite (uy),cn définie par ug > 0 et pour tout n € N : 4 = T
Un
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xt(1+A)y = 1

2. Résoudre, selon les valeurs de A € R, le systeme : { Ax+(2+A)y =

6 2 0
Exercice 25. 1. SoitA = 2 3 0], aeR. Aest-elle diagonalisable ?
ala—7) a-7 a

2. Résoudre xzy’ —y= 1.
Exercice 26. 1. DL(3) de arcsin.
2. Série de Fourier de f(x) =x*,x € |-m; 7).

2x 1
Exercice 27. 1. Domaine de définition de x — / m dr. Calculer la dérivée.
X

xH(1+4)y = 1

2. Résoudre, selon les valeurs de A € R, le systeme : { Ax+(2+A)y = 2

Exercice 28. 1. DLy(3) de tan.

1 01
2. Lamatrice | 0 1 O ] est-elle diagonalisable. Trouver les valeurs propres sans calcul.
1 01

1/5

3. Bonus. La matrice < 0

4
. i ' ?
3 /7) est-elle diagonalisable ?

Exercice 29. 1. Résoudre I’équation 142> +z* +---+z'* = 0, d’inconnue z € C.
+oo nx"
2. Exprimer la série entiere Z —,~ avec des fonctions usuelles.
n=0

3. Bonus. Soient (u,),en et (vy)nen deux suites, avec v, > 0 pour tout n € N, telles que la suite (")
Vi / neN

Up+uy+---+uy,

soit croissante. Montrer que la suite (w,, ), définie pour tout n € N par la relation w, =
Vo+Vi+-o 4y

est croissante.
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