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Introduction

Ce "poly" n’a pas vocation & remplacer le cours mais & le compléter, par exemple
en précisant certaines définitions qu’il n’est pas aisé d’expliciter intégralement en
amphi. Cette année, I'enseignement en distanciel contraint & supprimer des heures
de cours. Certains chapitres ne pourront donc pas étre traités intégralement. Ce poly
permettra de les compléter pour les étudiants curieux.

Le terme "chaos" est employé couramment, méme dans un contexte non-scientifique.
L’objectif de ce cours est de clarifier son sens et de démythifier la physique qui 8’y
rattache : des systémes trés simples peuvent présenter un comportement chaotique.
Nous verrons qu’il existe des outils pour caractériser ce chaos et lui donner un sens
précis. Le dernier chapitre est une introduction au chaos quantique, c’est-a-dire aux
propriétés d’un systéme ondulatoire dont I’équivalent classique est chaotique. Mis-
a-part ce dernier chapitre, toute la physique traitée dans les autres chapitres est
purement classique.



Chapitre 1

La diversité en physique
non-linéaire

La physique non-linéaire est un domaine trop vaste pour étre parcouru dans ce
cours de 13 heures. Ce premier chapitre a pour objet de donner un bref apercu de
cette diversité. Dans les chapitres suivants, nous nous concentrerons sur quelques
aspects liés au chaos déterministe.

1.1 Systémes déterministes / stochastiques

1.1.1 Chaos et systémes déterministes

Dans ce cours, nous étudierons seulement des systémes déterministes, car c’est le
cadre le plus simple pour aborder le chaos. Il s’agit de modéliser le systéme physique
étudié par une ou plusieurs équations différentielles de la forme & = f(z,t). Alors
le théoréme de Cauchy-Lipschitz affirme 'existence d’une unique solution maximale
x(t) pour chaque condition initiale fixée. Si la condition initiale reste la méme, la
solution reste aussi identique. Le chaos peut apparaitre car il est impossible de repro-
duire exactement la méme condition initiale de maniére expérimentale ou numérique.
Il existe toujours une incertitude sur la position initiale. Or pour certains systémes
instables, un changement infime de la condition initiale peut conduire a une solu-
tion trés différente. Cette sensibilité & la condition initiale est appelée "chaos". D’un
point de vue théorique, pour une condition initiale fixée, la solution est toujours la
méme : elle est parfaitement déterminée et reproductible. C’est pourquoi le chaos
qui apparait dans cette situation est appelé chaos déterministe.

1.1.2 Systémes stochastiques

Le domaine de la physique non-linéaire est beaucoup plus vaste que les seuls
systémes déterministes et comprend en particulier les systémes stochastiques. Le
systéme physique est alors modélisé par une ou plusieurs équations différentielles
auxquelles on ajoute un bruit, appelé processus stochastique. Pour une méme
condition initiale, il existe alors différentes solutions suivant la réalisation du bruit.
Les outils théoriques et expérimentaux a mettre en ceuvre sont assez différents de
ceux que nous étudierons dans ce cours. Voici quelques illustrations :

— Les marchés financiers. Ce domaine a été initié vers 1900 par le francais Louis

Bachelier qui propose un processus gaussien, purement aléatoire. Dans les an-




nées 1950, les économistes Markowitz et Samuelson appliquent ces théories
pour la modélisation des risques financiers. C’est surtout Benoit Mandelbrot
qui en 1962 utilise les moyens informatiques d’IBM pour analyser les pro-
priétés statistiques des données issues des marchés financiers, en particulier
le cours du coton. Il s’intéresse entre autres a 1’échelle d’observation. Nous le
reverrons au chapitre 3 dans le cadre des fractales.

— Un électroencéphalogramme permet d’enregistrer 'activité du cerveau en po-
sant plusieurs électrodes sur la téte du patient. Lors d’une crise d’épilepsie, les
signaux sont fortement modifés. Les études actuelles s’attachent & analyser
leurs propriétés statistiques afin d’anticiper les crises. Des études similaires
sont aussi en cours pour les électrocardiogrammes (signaux électriques du
coeur).

— Cryptographie par laser. La lumiére émise par un laser peut présenter des
propriétés statistiques appropriées pour la cryptographie '. En général on uti-
lise des diodes lasers avec une cavité externe qui renvoie I’émission dans la
cavité laser avec un retard. En jouant sur les différentes constantes de temps,
le systéme peut se révéler instable.

— L’étude de la turbulence dans 1’eau, l'air ou les plasmas peut s’effectuer a
partir d’équations déterministes ou de modéles stochastiques. Elle est d’im-
portance primordiale pour le fonctionnement de quantité d’appareils et pour
notre compréhension de ’atmosphére et des océans. Je vous propose 'exemple
de la tache rouge de Jupiter, découverte par Cassini en 1665, qui change de
forme, de couleur et de vitesse au fil des années et qui semble rétrécir.

1.2 Systémes linéaires / non-linéaires

Ezxpérience du couplage des métronomes. Deur métronomes pas trop lourds sont
placés sur un skateboard léger constitué d’une planchette en bois posée sur deux ca-
nettes vides. D’abord, on place les métronomes sur le sol (donc ils ne sont pas couplés)
et on écoute les battements quand ils ne sont pas réglés au méme tempo. Ensuite, les
métronomes sont posés sur le skaleboard et lancés en décalés. Au boul de quelques
minutes, on constate qu’ils se sont synchronisés. J'utilise la graduation 200 et autre
métronome est décalé d’une demi-graduation. Suivant la nature du sol sur lequel
roulent les canettes, la synchronisation est en phase ou en opposition de phase. Cette
expérience est issue de Uarticle "Synchronization of metronomes” de James Pan-
taleone, American Journal of Physics, vol.70, page 992 (2002). Si ce systéme était
linéaire, il ne pourrait pas y avoir d’interaction entre les métronomes réglés a des
fréquences différentes.

1.2.1 Systéme linéaire et transformée de Fourier

Un systéme linéaire présente ’avantage d’étre étudiable par transformée de Fou-
rier. Par exemple, considérons I’équation différentielle d’un oscillateur forcé :

mi = —kz + f(t) (1.1)

1. Cet article propose une revue sur le sujet : M. Sciamanna et K. A. Shore, Nature Photonics,
vol. 9, p. 151 (2015).



Si x est suffisamment réguliére, ce que l'on peut raisonnablement supposer en phy-
sique, alors elle peut s’écrire comme la transformée de Fourier d’une fonction X (w) :

x(t) = /X(w) et duw (1.2)
On peut calculer simplement les dérivations temporelles :

d2 ezwt

Z(t) = /X(w) R dw = — /sz(w) ™! duw (1.3)
ainsi que ’équation différentielle (1.1) :
/ [ ma?X () + kX (@) — F(w)] e dw = 0 (1.4)

Le membre de gauche est 1a transformée de Fourier inverse de la fonction —mw? X (w)+
kX (w) — F(w), or elle est identiquement nulle, comme le montre le membre de droite,
c’est donc la fonction nulle :

—muw?X(w) + kX (w) — F(w) =0 (1.5)
Ceci permet d’obtenir facilement ’amplitude en fonction de la pulsation

F(w)/m
X(w) = 5" (1.6)
Wy —w
avec wi = k/m. Cette méthode n’est pas utilisable avec une équation non-linéaire
comme celle du pendule paramétrique :

mi = —k(t) z(t) + f(t) (1.7)

1.2.2 Reégime transitoire

La transformée de Fourier est un outil efficace, mais elle évacue la question du
régime transitoire. Prenons pour exemple ’équation du pendule avec frottements
fluides :

i = —~i —wiz + f(t) (1.8)

La solution générale est la somme de la solution homogene (ie. avec f = 0) et
d’une solution particuliére qui est justement ce qu’on obtient avec la transformée
de Fourier. La solution homogéne correspond au régime transitoire. Elle présente ou
non des oscillations suivant le signe de v — 2wp, mais elle est toujours amortie par
un facteur e 7%/2. Si on attend suffisamment longtemps (typiquement pour ¢ > 7),
il ne reste plus que la solution particuliére issue de la transformée de Fourier.

Il est possible d’utiliser la transformée de Laplace qui est proche de la transformée
de Fourier et permet de prendre en compte des conditions aux limites temporelles.

1.2.3 Résolution par la fonction de Green

Une équation différentielle linéaire peut étre résolue par la méthode de la fonction
de Green. C’est un outil plus puissant que la transformée de Fourier, mais plus difficile
& manipuler. Nous la retrouverons au chapitre 4.

Cette méthode est vue en général en L3 dans le cours d’électromagnétisme au sujet



du rayonnement dipolaire ot on cherche le potentiel vecteur A généré par des sources
de courant j qui vérifie I’équation aux sources :

- 1 d?A -
A— = — = —pugj 1.9
c2 dt? Ko (1.9)
Reprenons 'équation de 'oscillateur
i+ wiz = f(t) (1.10)

La fonction de Green G(t,7) est définie comme la solution de I’équation avec une
source impulsionnelle :

2

@G(t,ﬂ—i—wg Gt,7)=6(t—7) (1.11)

Si on connait G, alors on peut reconstruire les solutions = avec n’importe quelle
source f :

z(t) = /G(t,T) flr)dr (1.12)

Cette solution x vérifie bien l'équation différentielle (1.10). Cette méthode n’est tou-
tefois applicable que si ’équation différentielle est linéaire.

1.2.4 Conditions aux bords

Meéme si ’équation différentielle est linéaire, les instabilités et le chaos peuvent
apparaitre a cause des conditions aux bords. Les billards en sont une bonne illus-
tration. Dans un billard, une particule matérielle se déplace en ligne droite et se
réfléchit sur les bords de maniére spéculaire (comme un rayon lumineux - choc élas-
tique). Dans un billard circulaire, les trajectoires sont réguliéres, alors que dans un
billard en forme de stade?, il a été montré que la dynamique de la particule est
ergodique, c’est-a-dire chaotique. Nous verrons une définition précise de l'ergodicité
a la fin du chapitre 3.

2. Le stade de Bunimovich, du nom du mathématicien qui a démontré son ergodicité, est un
rectangle flanqué de deux demi-cercles.



Chapitre 2

Points fixes et cycles limites

On essaie d’identifier des propriétés génériques des équations différentielles, sans
avoir & les résoudre de maniére exacte. Cette méthode de travail a été initiée par
Henri Poincaré (Nancy 1854, Paris 1912).

2.1 Introduction aux bifurcations

Expérience du flambage d’un bdton : Le bout de bois est vertical. On applique une
force sur une extrémité. L’autre extrémité est posée sur la table. La premiére bifurca-
tion est réversible : le baton s’arrondit d’un coté. C’est une brisure de la symétrie de
rotation. St on continue & appuyer, le bidton se casse. Cette deuxiéme bifurcation est
irréversible. L’étude de la bifurcation consiste en [’évolution de la variable 8, angle
entre le bdton et la verticale, en fonction de la force exercée.

2.1.1 Exemple simple

On considére ’équation différentielle

dN
— =aN acR 2.1
o (2.1)
qui correspond, par exemple, & ’évolution d’une population de bactéries. N repré-
sente alors le nombre de bactéries. Les solutions exactes sont connues. Si a > 0,
la population croit, N(t) = Nge® 2% %, Sia < 0, la population décroit,
t t—o00

N(t) = Nyelolt 222 0. Ny est la condition initiale : Ng = N(t = 0).

Le point fixe, appelé aussi point d’équilibre ou point stationnaire, est tel que
dd—];f = 0. Par la suite, on le notera avec I'indice e. Cet exemple admet un unique point

fixe N, = 0.

On s’intéresse a la stabilité du point fixe. C’est-a-dire qu’on se demande ce qui
arrive & une perturbation autour du point fixe. Si elle relaxe vers le point fixe, celui-ci
est dit stable, sinon il est dit instable. On écrit N = N, 4+ N et on I'injecte dans
I'équation (2.1), ce qui donne SN’ = a 6N, dont la solution est dN(t) = SNy e*. La
perturbation est donc amplifiée si a > 0, systéme instable, et elle relaxe vers 0 si
a < 0, systéme stable. On peut alors tracer le diagramme de bifurcation, c’est-a-dire
le point fixe N, en fonction du paramétre a. Les fleches indiquent si le point fixe est
stable ou instable. On parle de bifurcation lorsque le comportement d’un systéme



change radicalement en fonction d’'un parameétre de contréle. Ici elle a lieuen a =0 :
le point fixe était stable pour a < 0 et devient instable pour a > 0.

2.1.2 La bifurcation fourche sur ’exemple du "bifurcateur"

Ezxpérience de la bille dans un anneau en rotation : L’appellation "bifurcateur” vient

des agrégatifs. 1l s’agit d’un anneau avec une gouttiére intérieure dans laquelle peut
rouler une bille. L’anneau est mis en rotation autour d’un aze vertical 4 la vitesse ).
La position de la bille est mesurée par 'angle 0 avec 'axe vertical. Quand 'anneau
est immobile 2 = 0, la bille est en bas 0 = 0. Tant que § reste inférieur 4 une vitesse
critique ., la bille reste 6 8 = 0. Pour Q > Q. la position d’équilibre de la bille est
0 # 0. On constate qu’il y a une brisure de symétrie : la bille part d’un coté ou de
Uautre.

On souhaite trouver la position d’équilibre de la bille en fonction de la vitesse
de rotation. On écrit le principe fondamental de la dynamique dans le reférentiel de
I’anneau qui n’est pas galiléen, pour la bille de masse m qui est soumise & son poids,
a la réaction de I'anneau et a la force centrifuge. On projéte cette équation sur €y
pour s’affranchir de la réaction de 'anneau. La bille est assujetie & se déplacer dans
I’anneau de rayon R :

mR6H = —mgsinf + mRsin Q2 cos d (2.2)
Comme on cherche la position d’équilibre de la bille, son accélération est nulle :
0 = —mgsinf, + mRsin 6, Q% cos b, (2.3)

Cette équation posséde plusieurs solutions. Si sinf, = 0, alors 6, = 0 (bille en bas)
ou 6, = 7 (bille en haut). Si sinf. # 0, alors on peut diviser I’expression (2.3) par
sin @ et on obtient : g

cos b, = ROZ (2.4)
qui n’a de sens que si  est suffissamment grand pour que cosf. soit inférieur a 1.
Ceci conduit a la vitesse de rotation critique : Q. = y/g/R. On obtient donc le dia-
gramme de bifurcation suivant : pour §2 < €2, les seules solutions sont 0 et 7, et les
solutions =+ arccos(g%z) s'ajoutent pour Q > Q.. La bifurcation a lieu en Q = Q..
Pour R = 10 cm et ¢ = 10 m.s™2, la vitesse critique vaut Q. = 10 rd/s, soit 100

tour /minute, ce qui semble cohérent avec I'expérience.

On s’intéresse & la forme des solutions au voisinage de la bifurcation, c’est-a-dire
pour 6. petit. On part de I'équation (2.4), en utilisant que le membre de gauche
sécrit cosf, ~ 1 —02/2 :

Q.2
6? = 2(1-)
1—

Q.2 02— 02 \/(Q—QC)(QJrQC) Q—Q,
o = +V2 o =EV2\ e =2V2 s ~ 24—
Q-Q.

0. = £2/€ avec €=

Q




€ est un parameétre normalisé qui correspond & 'écart a la vitesse critique .. On
retrouve une forme générique de bifurcation 0. o ++/e.

Qu’en est-il de la stabilité de ces solutions d’équilibre 7 L’équation dynamique
(2.2) fait apparaitre une dérivée seconde et non une dérivée premiére. La méthode vue
précédemment n’est donc pas directement applicable. 11 est possible d’introduire des
frottements fluides de la forme 79 et supposer qu’ils sont trés grands devant le terme
d’inertie mRH. Mais c’est une méthode ad hoc qui n’est pas vraiment justifiable.
Nous verrons juste aprés comment procéder de maniére systématique.

2.1.3 Forme normale

Afin de clarifier les discussions, il est plus pratique d’utiliser une forme normale,
c’est-a-dire de se ramener systématiquement au méme type d’équation. Ici il s’agit
d’une équation différentielle du premier degré

T = f(x) (2.6)

x est un scalaire et & = dz/dt. f une fonction dérivable qui ne dépend pas explicite-
ment du temps. On verra comment introduire le temps & la fin de cette partie.

Les points fixes correspondent aux solutions de I’équation & = 0, c’est-a-dire f(ze) =
0. Pour connaitre leur stabilité, il faut considérer une petite perturbation dx au voi-
sinage du point fixe, x = x, 4+ dz, puis remplacer dans I’équation (2.6) :

Ze+ 01 = f(xe + 02) (2.7)

Par définition du point fixe 2, = 0. On développe f autour de z, :

bx = f(xe) + 0 %(%) + o(dx) (2.8)
Par définition du point fixe, f(z.) = 0, ce qui conduit a
ox = oz %(a:e) (2.9)

La solution de cette équation est

dx(t) = dxg e (@)t (2.10)

La perturbation dx diverge si %(me) est positive et elle tend vers 0 si %(xe) est

négative. La stabilité du point fixe dépend donc du signe de la dérivée de f en ce
point.

Pour un systéme dynamique avec une dérivée seconde, comme le bifurcateur du
paragraphe précédent, & + vz + w%x = 0, on introduit v = &, ce qui conduit au
systéme d’équations différentielles d’ordre 1 :

&= falw,v) =v ) (2.11)
0= folz,v) = —yv—wiz
C’est un traitement analogue a celui des systémes hamiltoniens :
. oH
q9= 3,
{ . D (2.12)
P = "3



Si on veut introduire le temps, par exemple pour un forcage, i + i + w?r =
Acoswt, alors on ajoute une troisiéme variable x3 = t et on conserve les deux pre-
miéres 1 = x et x2 = v, ce qui conduit au systéme

.fl =0
Ty = —ymy — Wi z1 + Acos(wrs) (2.13)
X3 =1

Il existe toute une zoologie des bifurcations trés bien décrite dans le livre de
Strogatz.

2.2

Bifurcation nceud-selle : & = r 4+ x2, ot r est un paramétre.

Bifurcation "ciel bleu" (blue sky) : & = r — 22, Son appellation vient de
ce que les points fixes apparaissent pour r positif alors que qu’il n’en existe
pas pour r négatif. Ils apparaissent de rien.

Bifurcation transcritique : @ = 7z — 2. Il y a deux points fixes pour 7 < 0
et aussi deux points fixes pour r > 0, mais c’est comme s’ils échangeaient leur
stabilité en r = 0. Une bifurcation n’est pas forcément un endroit o il y a
création de point fixe, mais de maniére plus générale, 14 ou il se passe quelque
chose.

Bifurcation fourche supercritique : © = 7 — 23. C’est le cas de I’anneau
du paragraphe 2.1.2 quand on développe le sinus ou cosinus. Si on reprend
l’analogie avec un systéme hamiltonien, équation (2.12), alors f est la dérivée
de D’énergie. Si le systéme a une symétrie qui rend 1’énergie paire (fond d’un
puits par exemple), alors f est impair. La bifurcation fourche supercritique
est la forme de f la plus simple qui permet d’en rendre compte.
Bifurcation fourche souscritique : & = 72 + 23. C’est la méme que la
supercritique, mais a ’envers. Les points fixes non triviaux sont instables.
Bifurcation fourche souscritique stabilisée : & = rz + 23 — 5. Il existe
des points fixes non triviaux stables pour certaines valeurs du paramétres r,
mais il apparait un hysteresis.

Bifurcation imparfaite. C’est une dénomination générale qui signifie qu’on
brise la symétrie en ajoutant une constante h, par exemple & = h +rz — 5.
L’espace des paramétres est désormais de dimension 2 et il peut se passer
des phénomeénes nouveaux. C’est, en particulier, le domaine de la théorie des
catastrophes qui a été créée par René Thom (Montbéliard 1923, Bures-sur-
Yvette 2002), médaille Fields 1958.

Cycles limites

A la partie 2.1.2, nous nous sommes intéressés aux solutions stationnaires du
systeme différentiel. 11 existe d’autres ensembles de solutions intéressants : les cycles,
qui sont des solutions oscillantes (et donc pas stationnaires) et nécessitent au moins
deux variables.

2.2.1

Bifurcation de Hopf

La bifurcation de Hopf est I’exemple le plus simple ot I’évolution d’un paramétre
transforme le point fixe (0,0) en solution oscillante. L’équation différentielle s’écrit

f=pz— 2|z avec b = [y + il (2.14)



Si on écrit z = pe'? dans (2.14) et si on sépare les parties réelle et imaginaire, alors
on obtient le systéme suivant

0 = u; = constante (2.15)
p pp— p° (2.16)

L’amplitude p présente une bifurcation fourche de paramétre de controle .
Pour p, < 0, la seule solution stationnaire est p = 0. Or f'(pe = 0) = p, < 0, donc
cette solution est stable. L’amplitude de 2 est nulle donc il n’y a pas de cycle.

Pour p, > 0, la solution stationnaire p, = 0 est instable. Par contre il existe d’autres
solutions pe = =,/ qui sont stables. L’amplitude de z est non nulle et d’apres
(2.15), son argument tourne & vitesse constante. Lorsque p, évolue, on passe d’une
solution nulle & une solution qui décrit un cercle.

Les applications de la bifurcation de Hopf sont nombreuses. Parmi les plus célébres,
on peut citer les réactions chimiques oscillantes ont les concentrations de deux réac-
tifs oscillent. On écrit alors z = = 4 iy = [A] + i[B]. Des oscillations apparaissent
parce que plusieurs réactions chimiques sont en compétition avec des constantes de
temps différentes. La plus célébre réaction chimique oscillante est celle de Belouzov-
Zhabotinsky. La solution passe du rouge au bleu sur une période d’'une minute durant
plusieurs heures suivant la quantité de réactifs au départ. Belouzov est un biochi-
miste russe qui a essayé de publier sa découverte dans les années 50. Zhabotinsky
est ’étudiant & qui on a demandé de vérifier cette expérience au début des années 60.

Réaction oscillante de Briggs-Rauscher : Le protocole expérimental est décrit sur
ce site hitp ://www.geocities.ws/profmokeur/chimie/osc.htm . On voit des oscilla-
tions entre I~ qui est incolore et I? qui est ambré. A la fin I~ et I? se couplent a
Uamidon et rendent la solution bleu foncé. Celte expérience, sans étre dangereuse,
doit étre néanmoins conduite avec précaution a cause de [’tode et de l’eau oxygénée.

Définition d’un cycle limite : Un cycle limite est une trajectoire fermée, pério-
dique et isolée. C’est-a-dire que les trajectoires proches sont soit attirées, soit re-
poussées, mais ne restent pas a proximité.

Dans le cas de la bifurcation de Hopf. Pour u, < 0, chaque condition initiale conduit
& une trajectoire qui tourne en spiralant vers 0. Pour p, > 0, la spirale sort de 0 qui
est instable et tend vers le cercle limite de rayon .

2.2.2 Oscillateur de van der Pol

L’oscillateur de Van der Pol est un exemple important conduisant & un cycle
limite, car ’entretien des oscillations n’est pas généré par un forcage (second membre
de l’équation différentielle). I’équation s’écrit

2
gf—u<1—i2>5g+w§x:0 peR (2.17)
0
Le terme de frottement pt devient un terme d’amplification pour g > 0. Balthasar
Van der Pol avait proposé cette équation au début du XX¢ siécle pour des oscilla-
tions auto-entretenues dans des circuits électriques. Dans les expériences, cet apport
d’énergie est fourni par 'amplificateur opération (AO). Cette équation rend compte
aussi du phénomene de stick-slip (archet sur une corde de violon, grincement d’une

10



craie) ou d’oscillations mécaniques comme celles du pont de Takoma (1940).

Oun se place dans le cas p > 0, c’est-a-dire qu’il y a du gain (—u) et des frotte-
ments non-linéaires H’% z). On écrit le systéme d’équations pour (z,v = ) :
0

T=v
bzlu(l—i—z)v—ng (2.18)
0

Il existe un point fixe trivial (0,0). On étudie sa stabilité au voisinage & — ud +
wgz = 0. C’est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constant et sans second membre. Les solutions sont donc de la forme z(t) = Ae+! +
Be'-t ou r4 est solution de I’équation 72 — pr + wg = 0. Ce qui conduit & r4 =
(1 & v/A)/2. Suivant le signe du discriminant A = p? — 4w3, le comportement des
solutions est différent.

— Si A >0, r4 est réel et la solution explose. Le point fixe est appelé un nceud.

— Si A < 0, r1 sont complexes conjugués. La solution est de la forme z(t) =

e/2( A cos /At /24 Bsin v/At/2). Elle explose aussi, mais en spiralant autour
de 0. Le point fixe est appelé un foyer.
II est naturel que le point fixe (0,0) soit instable puisque le terme de gain n’est pas
compensé par des pertes. Le terme en i—z permet de compenser 'explosion et de sta-

biliser la solution sur un cycle limite. Or(1) peut montrer que ce cycle limite est unique
et stable.

Remarque : Il s’agit d’un systéme & deux dimensions. D’aprés le théoréme de Poincaré-
Bendixon (cf. partie 2.3), il est impossible d’avoir du chaos.

Expérience d’électronique. La maquette a été fabriquée & partir du livre de Michel
Krob "Electronique expérimentale”. La résistance non-linéaire est fabriquée o partir
d’un amplificateur opérationnel. Son potentiel non-linéaire est mis en évidence en
observant la déformation de la sinusoide d’entrée. Sa transformée de Fourier présente
un pic aux fréquences w et w3 : 4(coswt)® = cos3wt + 3coswt. En mode XY sur
Voscilloscope, on regarde la tension de sortie Vs et sa dérivée Vu. Avec la résistance
non-linéaire, on observe un cycle (pas circulaire). Quand on retire la résistance non-
linéaire, la courbe spirale vers 0.

2.2.3 Oscillateur de Duffing
L’oscillateur de Duffing s’écrit :
i+ i+ wiz + B = Acoswt (2.19)

L’oscillateur de Duffing différe de celui de Van der Pol par plusieurs aspects :
— 11 présente un terme de perte r& avec un coefficient constant 7.
— 11 présente une non-linéarité sur le terme correspondant au potentiel Sz3.
— TD’apport d’énergie s’effectue par forcage Acoswt. I’ajout d’une dimension
supplémentaire permet d’avoir éventuellement du chaos, d’aprés le Théoréme
de Poincaré-Bendixon (cf. partie 2.3).

Sans forcage, I’équation de Duffing s’écrit :
i+ri+wic+ B2 =0 (2.20)
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On revient & deux dimensions, donc pas de chaos possible. C’est 1’équation d’un
pendule non-linéaire. Il existe une solution périodique dont la période dépend de
I’amplitude de la condition initiale. Cette période peut se calculer par une méthode
de perturbation dite de Poincaré-Lindstedt. Pour simplifier, on supprime le terme de
frottement. A T'ordre 0, on résout I’équation & + w%x = 0, dont la solution est de pé-
riode wy et d’amplitude A. A Tordre 1, pour 8 = 1, la pulsation devient w = wy + w1
cf. TD.

avec wy = 8 3 ,

Toujours sans forcage, nous allons nous intéresser & la stabilité des points fixes. On
ré-écrit 'équation de Duffing sous forme normale de variables (x1 = 2,22 = @) :

l"l = T2
{ iy = —rxy — wir — B} (2.21)

Ce systéme admet trois points fixes. Le point fixe trivial (0,0) et deux points fixes tels

2 w? . . w? . . w?
que z2 = 0 et 27 = —=3. Ils existent donc si > < 0 et s’écrivent alors 2] = £ \70\
Pour étudier la stabilité du point fixe (z¢, x5), on constate que le systéme (2.21) a1

forme . i )
xr1 = J(%1,7T2
{ to = g(71,72) (2:22)

On se place a proximité du point fixe :

T = l’? + 5171
{ To = .’L’g + 51‘2 (2'23)
puis on injecte dans (2.22) et on développe f et g pour dx1 et dxa petits :
i + 621 = f(af, 25) + 621 5 Jz1 | (ge ge) +daz dfca (a°,25)
142 102 (2.24)
P8 + 6y = g(aft, 1) + 0xp 2 For ‘ + 0z 2 o ‘
( 17Ié) (x‘l’,x‘é)

Par définition du point fixe £§ = f(z§,25) = 0 et @§ = g(z§,25) = 0, ce qui donne :

(51’1 = (5:61 <9f + (5$2 an
(vaﬁg) 2 (z§,25) 9 25)
52 Sx ‘ 1 Sy 28 2
To — 99
2= 01 33 (@305) %2 (ag,a5)

Ce systéme se ré-écrit sous forme matricielle :

5:21 6:1/‘1
: —J
< d2 > < 02 )
ou J est par définition la matrice jacobienne de la fonction F' = (f,g). La stabilité

du point fixe dépend des valeurs propres Ay, de J. Dans la base diagonale (u, v), le
systéme (2.2.3) s’écrit

{ ou = Ay 0u (2.26)

6v = \y 60

On constate que si A, < 0 la direction w est stable, alors que si A, > 0 la direction
u est instable. De méme pour v. Dans le cas de Doscillateur de Duffing, la matrice

0 1
J‘(—wa—wm% —r>
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Pour le point fixe (0,0), les valeurs propres sont Ay = [—r+/r2 — 4w3]/2. Sir < 2wy,
les valeurs propres sont complexes conjuguées. Comme r < 0, les perturbations spi-
ralent vers 0. Le point fixe (0,0) est stable. Si 7 > 2wy, les valeurs propres sont
réelles et toutes les deux négatives. Les perturbations vont directement vers 0. Les
directions sont stables. Par conséquent le point fixe (0,0) est toujours stable tant que
r > 0 (c’est-a-dire qu’il y a des frottements).

De la méme maniére, on montre que les deux autres points fixes sont stables. Tous
les points fixes sont stables, ce n’est pas intéressant.

La situation intéressante est le cas ot wi < 0 et B < 0 car le point fixe (0,0)
est instable alors que les deux autres sont stables. C’est elle qui est utilisée dans
I'expérience.

Ezxpérience d’électronique. La partie non-linéaire de la maquette est la méme que
pour Voscillateur de Van der Pol. Comme on ajoute du forcage, on rajoute une troi-
sieme dimension (le temps) et on peut voir apparaitre du chaos. On se met sur un
point fize et on augmente le forcage. On controle sur la transformée de Fourier.
Quand le forcage augmente, on voit un doublement de période, puis un autre, parfois
on bascule sur lautre point fize, puis chaos. Dans ce cas, on voit un spectre continu
sur la transformée de Fourier. Une trajectoire en trois dimensions est tracée dans la
notice de la maquette :
https ://media.educ.space/labmedias/50/14/501453a53909¢fb197f8db45cfd13d8970dd3545. pdf
Sa structure est compliquée. On constale qu’elle ne se coupe pas elle-méme.

Conclusion A deux dimensions, les trajectoires peuvent partir & I'infini ou alors
converger vers des points fixes ou des cycles limites. Leur stabilité s’obtient a partir
de la matrice jacobienne. Pour calculer la jacobienne ou compter le nombre de dimen-
sions, il faut mettre la ou les équations différentielles sous forme normale, c’est-a-dire
sous la forme d’un systéme d’équations différentielles du premier ordre. Par contre a
trois dimensions, il est possible que du chaos apparaisse.

2.3 Théoréme de Poincaré-Bendixson

Les mathématiciens ne savent pas prédire quand un systéme présentera du chaos.
Par contre, ils peuvent affirmer quand il est stir que du chaos n’apparaitra pas. Ainsi
le théoréme de Poincaré-Bendixson affirme-t-il qu’il n’y a pas de chaos a deux di-
mensions : si la trajectoire ne part pas a 'infini, alors elle converge vers un point fixe
ou vers un cycle limite.

L’article de Serge Cantat ' présente les étapes importantes de la démonstration.
Elle est traitée complétement dans le livre de Hirsch, Smale et Devaney?. Notre
objectif n’est pas d’expliciter la démonstration mathématique, mais d’identifier les
éléments qui distinguent la dimension 2 et qui empéchent 'apparition de chaos.

1. Serge Cantat, Théoréme de Poincaré-Bendizson, Journal de maths des éléves, vol. 1, page 140
(1995).

2. M. Hirsch, S. Smale et R. Devaney, Differential equations, dynamical systems, and an intro-
duction to chaos, Elsevier (2013).
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2.3.1 Un peu de vocabulaire

On s’intéresse a la solution d’un systéme différentiel, c’est-a-dire au vecteur X (t)
qui vérifie
dX

otl F' est une fonction contintiment dérivable. On ajoute aussi une condition initiale.

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz porte sur les solutions d’un systéme d’équa-
tions différentielles. Il affirme l’existence et 'unicité d’une solution maximale ? pour
tout point initial donné. Donc deux solutions différentes ne peuvent pas se couper.
Une méme solution ne peut pas se couper, sauf si elle est périodique. C’est
Pargument décisif qui permet de conclure le théoréme de Poincaré-Bendixson.

Les trajectoires sont décrites par une application appelée le flot et notée ¢. A
tout point initial, elle associe le point de cette trajectoire aprés un temps ¢ :

d(Xo) = X (t) (2.28)

C’est donc une application & deux variables, le temps et la condition initiale. Une
trajectoire « est alors ’ensemble image du flot :

7(Xo) = {¢:(Xo),t € R} (2.29)

Le théoréme de Poincaré-Bendixson porte sur ’ensemble limite w, c’est-a-dire ’en-
semble des points limites d’une trajectoire donnée :

w(Xo) ={Y|3(tn) — 00, ¢, (Xo) =Y} (2.30)

Cet ensemble peut étre un point fixe, plusieurs points fixes, un cycle ou une structure
plus compliquée comme un "attracteur étrange".

2.3.2 Les avantages du 2D

Le théoréme de Poincaré-Bendixson fonctionne en dimension 2 parce que cette
dimension est trés particuliére. Le théoréme de Jordan semble banal, mais il est cru-
cial : un arc fermé simple I' sépare le plan en 2 composantes connexes *, intérieur et
extérieur. Si la trajectoire (qui est continue) est a l'intérieur et passe a l'extérieur,
elle doit couper I'.

Ensuite I’argument utilisé pour la démonstration est 1a monotonie le long d’une section.
C’est-a-dire qu’on considére une droite dans le plan (section) et trois instants ¢; <
to < t3 ou la trajectoire coupe cette section. Alors les points d’intersection sont dans
le méme ordre sur cette section, sinon la trajectoire devrait se couper elle-méme. Ou
alors la trajectoire est périodique.

Theéoréme de Poincaré-Bendixson : Un ensemble limite w(Xp) non vide, com-
pact® d'un systéme dynamique C! (ie. F' a une dérivée continue) du plan qui ne

3. L’expression solution mazimale signifie que cette solution existe dans un domaine le plus
grand possible autour de la condition initiale.

4. Une composante conneze signifie un domaine en un seul morceau.

5. Dans R"™, compact signifie fermé et borné.
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contient pas de point fixe est un cycle limite.

Remarque : w(Xyp) n’existe pas forcément, mais s'il existe et s’il est borné, c’est un
point fixe ou un cycle limite. Rien d’autre & deux dimensions, en particulier il n’y a
pas de chaos.
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Chapitre 3

Chaos et transition vers le chaos

L’objectif de ce chapitre est de se doter d’outils pour définir et caractériser le
chaos. En particulier, nous étudierons les applications discrétes qui ne sont pas sou-
mises au théoréme de Poincaré-Bendixson et peuvent présenter du chaos méme & une
dimension.

Ezxpérience du pendule paramétrique. Il s’agit d’une petite masse suspendue & un
ressort. Elle est soumise a deuxr mouvements typiques : un pompage suivant les chan-
gements de longueur du ressort et des oscillations pendulaires si le ressort garde une
longueur constante. Ces deur mouvements se mélent pour générer une trajectoire
chaotique, c’est-a-dire non périodique et d’apparence imprévisible. Avec une condi-
tion initiale bien choisie, on peut isoler le mouvement de pompage. Pour réaliser
Uexpérience, il est conseillé d’utiliser une masse légére et un ressort plutét long de
faible constante de raideur. Il vaut mieuz 'accrocher a une potence.

3.1 Exemple historique : ’attracteur de Lorenz

Edward Lorenz (1917 - 2008) est américain et a passé sa carriére au service de
météorologie du MIT. En 1959, il étudie par ordinateur un systéme d’équations non-
linéaires & 12 variables. Le succés auprés du grand public est di & un titre accrocheur
paru en 1972 "Le battement d’aile d’un papillon au Brésil déclenche-t-il une tornade
au Texas 7" Il souligne la sensibilité aux conditions initiales qui est une caractéristique
essentielle d'un systéme chaotique.

3.1.1 Description

Le systéme de Lorenz est décrit en détail dans le livre de Strogatz. Il s’agit d’un
probléme simplifié de convection, semblable aux rouleaux de Rayleigh-Bénard (cf.
TD). Le systéme différentiel est le suivant

i = o(y—um)
Yy = re—y—axz (3.1)
z = zy — bz

o, r et bsont des parameétres réels et positifs. b n’a pas de nom ; il est lié & I’aspect
des rouleaux. r est le nombre de Rayleigh. o est le nombre de Prandtl, c’est-a-dire
le rapport de la viscosité v (diffusion de la quantité de mouvement) sur la diffusivité
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thermique k.

Une expérience similaire avec une roue a eau a été construite a la Cité des
Sciences et de 'Industrie & la Villette, & la section Explora mathématiques. Elle
est analysée dans le livre de Strogatz.

Passons a 1’étude des points fixes. (0,0,0) est un point fixe trivial. Il existe deux
autres points fixes, nommés Cy par Lorenz. D’aprés I'équation sur &, on sait qu’un
point fixe doit vérifier x = y. Avec I’équation sur g, on obtient z = r — 1, et avec
Péquation sur Z, on obtient x = £4/b(r — 1) et r doit étre plus grand que 1. Il existe
donc une bifurcation en r = 1.

Pour analyser la stabilité du point fixe (0,0,0), on linéarise le systéme (3.1) :

& = o(y—w)
y = rx—y (3.2)
z = —bz

On constate alors que I’équation sur 2 est découplée des deux autres : elle ne dépend
que de z et les autres équations ne dépendent pas de z. Comme b > 0, la direction z
est stable. Par contre les directions x et y sont couplées. On doit calculer la matrice
jacobienne correspondante :

-0 0

Peu importent les valeurs propres A12, on ne s’intéresse qu’a leur signe.

det J = o(1 — r) = Mg, ce qui implique que pour r > 1, le produit des valeurs
propres est négatif, donc elles sont de signes opposés : une direction est stable et
I'autre instable. Pour » < 1, le déterminant de J est positif, donc les valeurs propres
sont de méme signe. TrJ = —1 — o = A1 + A2, donc les deux valeurs propres sont
négatives et les deux directions sont stables.

On montre que les points fixes C'y sont stables de 7 = 1 & une certaine valeur rg
qui dépend de o et b. Au-dela, ils sont instables.

Lorenz a travaillé avec les parameétres o = 10 et b = 8/3, ce qui donne ry ~ 24, 7.
Son 7 valait 28. Il se trouvait donc dans la région r > ry ou les trois points fixes
sont instables. Que se passe-t-il 7 Il se trouve que les trajectoires ne peuvent pas
partir & 'infini. On peut montrer qu’elles finissent par entrer et rester dans une sphére
de la forme 22 + 4% + (z —r — 0)? = K avec K assez grand. Chaque trajectoire est
donc repoussée d’un objet instable & un autre et n’a pas le droit de se recouper. Il
apparait une structure particuliére, en feuillets, appelée attracteur étrange. Cette
dénomination a été proposée en 1971 par David Ruelle et Floris Takens.

Comment étudier une telle structure 7 Souvent on trouve dans les livres et sur
internet une image des "ailes". 1l s’agit du tracé d’une trajectoire dans le plan = — z.
C’est une projection. L'information sur la direction y est perdue.

On peut aussi tracer ’évolution temporelle de la variable & pour une trajectoire. On
constate que le signal est apériodique. Sa transformée de Fourier montre un spectre
continu, comme pour oscillateur de Duffing.

Lorenz a proposé une autre analyse. Il a considéré ’évolution temporelle de z le long
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d’une trajectoire et numéroté les maxima locaux z,. Puis il a tracé z,+1 en fonction
de z,. Il se trouve que ces points semblent s’organiser sur une courbe, mais c’est
assez spécifique a ce systéme dynamique.
Une représentation efficace est la section de Poincaré. Il s’agit d’une coupe dans
Pespace des phases (pas une projection).

3.1.2 Section de Poincaré

La section de Poincaré! est un mode de représentation des trajectoires. Au lieu
de les tracer dans R? (ou plus s'il y a davantage de variable), on décide de faire une
coupe dans l'espace des phases. Il existe deux définitions de la section de Poincaré
qui ne sont pas toujours équivalentes.

— Definition 1. La section de Poincaré est la représentation de la trajectoire

dans un hyperplan de P'espace des phases. C’est-a-dire que pour le systéme

de Lorenz, elle est de dimension 6 — 1 = 5.

— Definition 2. La section de Poincaré est une section plane (de dimension 2)

de la trajectoire.
Pour les billards qui sont de dimension 2, ces deux définitions sont équivalentes. En
effet ’espace des phases est de dimension 4, mais I’énergie est conservée, donc il ne
reste que 3 variables indépendantes. Si on considére un hyperplan, il ne reste que
deux variables, comme dans la définition 2. La section de Poincaré d’un billard est
donc & deux dimensions. On trace les points ol la trajectoire a heurté la frontiére
du billard : Pimpulsion transverse (ie. sinus de I’angle d’incidence) en fonction de la
position curviligne sur la paroi. Pour le billard rectangulaire par exemple, certaines
trajectoires n’ont que 2 points dans la section de Poincaré. Ce sont des trajectoires
périodiques.

L’intérét de la section de Poincaré est de mettre en évidence les périodicités ou
quasi-périodicités. 11 faut choisir une section bien adaptée afin que la trajectoire
étudiée la coupe a plusieurs reprises. On peut alors construire la suite S, des inter-
sections de la trajectoire avec la section. La fonction g telle que S,+1 = g(Sy) est
appelée 'application de Poincaré. Cette approche permet de transformer un systéme
différentiel continu (des trajectoires) en une application discréte. C’est pourquoi en
mathématiques, I’étude des systémes dynamiques consiste essentiellement en 1’étude
d’applications discrétes.

La section de Poincaré permet de visualiser la nature des trajectoires. Une tra-
jectoire périodique apparait comme un nombre fini de points. Pour un systéme in-
tégrable, les structures sont réguliéres. Par contre pour un systéme chaotique (ergo-
dique pour le billard stade par exemple), une seule trajectoire couvre toute la section
de Poincaré. Si on veut mettre en évidence un attracteur/repousseur d’un systéme
chaotique, il faut ajouter des pertes au systéme, sinon on ne voit plus rien.

3.1.3 Contraction et dilatation du flot

Dans cette partie, on s’intéresse a 1’évolution d’un groupe de trajectoires proches.
On considére le systéme

X = F(X) (3.3)

1. En anglais, la section de Poincaré est aussi appelée Surface Of Section (SOS).
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et un petit volume de points dans ’espace. On se demande comment évolue ce vo-
lume aprés un petit instant dt. Pour le savoir, il suffit de considérer le signe de divF.
Si divF < 0, alors le volume diminue. On dit qu’il y a contraction du flot. Si au
contraire divF > 0, alors le volume augmente, il y a dilatation du flot. Dans le cas
ou divF = 0, le flot est dit conservateur.

Exemples : Considérons le systéme

{”f" - (3.4)

y = -y

Les solutions sont de la forme z(t) = zge™" et y(t) = yoe . Toutes les trajectoires
tendent vers le point fixe (0,0). On vérifie que divF = —2 < 0. Le flot se contrate.

Considérons un systéme hamiltonien. Il s’écrit

g = 91
: o (3.5)
{P = T
La divergence se calcule
0*H  0°H
divF = — = 3.6
T Bgdp ~ opog (3.6)

Un systéme hamiltonien présente un flot conservatif.

Le systéme de Lorenz (3.1) donne une divergence divF = —o — 1 — b < 0. Son flot
se contracte. Les trajectoires tendent vers un attracteur.

Démonstration & la physicienne. Dans son livre, Strogatz considére un petit volume
en forme de pavé dans Uespace V (t) = dx dy dz, puis il calcule son évolution

dx dy dz
V(t+dt) =V (t) +thSx+dt%Sy+thSZ (3.7)
‘fl—f est le déplacement de la paroi perpendiculaire & I'axe = durant dt et S, est sa

surface. De méme pour y et z. Il faudrait ajouter aussi les termes pour les surfaces
selon —x, —y et —z. De maniére générale, on peut 1’écrire comme une intégrale sur
la surface S du petit volume :

V(t+dt) =V (t) +dt7{ X dS=V(t)+ dt% F-dS=V(t)+ dt/ divFdv (3.8)
S S \%

Si divF = 0 le volume est bien conservé.

La démonstration mathématique n’est pas plus courte. Elle repose sur le fait que
le volume est conservé si le flot ¢, laisse la mesure p invariante pour un petit intervalle
de temps t. Le flot est conservateur si quelle que soit la fonction f (assez réguliére)
et pour t petit :

/foqstd,u:/fdu (3.9)
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Ce qui signifie qu'une mesure par f reste inchangée quand on fait le changement de
variable avec ¢;. L’équation (3.9) signifie donc que le jacobien? de ¢; doit étre nul.
Or pour ¢ petit ‘

o(X) =X +tX = X +tF (3.10)

On peut aussi développer chaque coefficient de la matrice jacobienne J(¢;) pour t
petit : . . .
J(pu(X)) = J(X +tF)=1d+tJ(F) (3.11)

Ensuite on utilise une relation vue peut étre en licence. Pour une matrice A quel-
conque det(1+tA) =1+t Tr(A) + o(t).

det[J(¢4(X))] = det[Id + tJ(F)] ~ 1 + t TrJ (F) (3.12)

—

Or TrJ(F') est égale a divF par définition. On obtient donc que si divF = 0, alors
det[J(¢¢(X))] = 1 et le flot est conservatif.

3.2 Applications discrétes
Les applications discrétes sont de la forme
Tnt1 = g(zp) neN (3.13)

ou g est une fonction dérivable. Comme il s’agit d’une suite discréte et non d’une
solution x(t) continue, le théoréme de Poincaré-Bendixson ne s’applique pas. La suite
de scalaires (x,,) peut donc présenter du chaos, méme si elle est & une seule dimension.
Dans cette partie, nous allons étudier une suite (x,) de scalaires, mais ce peuvent
étre des vecteurs.

A la partie 3.1.2, nous avons vu qu’un systéme différentiel peut étre étudié grace
A une section de Poincaré qui permet de faire une sorte d’analyse stroboscopique
des trajectoires. La suite des intersections d’une trajectoire avec la section de Poin-
caré génére une application discréte x,11 = g(x,,) ou g est appelé Iapplication de
Poincaré. La richesse des comportements est aussi grande que le systéme différentiel
lui-méme et une suite discréte est en général plus facile & étudier qu'un flot.

3.2.1 Exemples simples

Exemple 1 : 2,41 = 22

Nous allons chercher les points fixes et étudier leur stabilité. Pour éviter de confondre
avec les systémes différentiels, le point fixe est noté z*. C’est la limite de la suite. Tl
vérifie z* = g(z*). Pour cet exemple, il faut résoudre = 2% donc les solutions sont
z*=0oux*=1.

Pour étudier la stabilité d’un point fixe, on considére une petite perturbation dzg du
point fixe : zg = * + dxg. Ce qui donne

¥+ 0y = g(z*+ dxo) (3.14)
= g(x*) + dxo g () + o(dz0) (3.15)
dx1 = dwog (z¥) (3.16)

2. Le jacobien d’une application est le module du déterminant de sa matrice jacobienne.
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ou ¢ est la dérivee de g. A létape n, on obtient dz, = dxg[g¢ (z*)]™. Donc si
lg'(z*)] < 1 la perturbation est atténuée. Le point fixe est stable. Alors que si
l¢'(*)| > 1 la perturbation est amplifiée. Le point fixe est instable.

Dans l'exemple, ¢'(x) = 2x. Donc le point fixe * = 0 est stable, alors que le point
fixe * = 1 est instable.

La résolution graphique par la méthode de la "toile d’araignée" (cobweb) conduit
au méme résultat. Elle consiste a tracer g(z,,) en fonction de x,,. On part d’un point
initial xg, puis on utilise la premiére bissectrice pour obtenir les différents points de
la suite. On constate que la suite converge vers un point fixe (point fixe stable) ou
s’en écarte (point fixe instable).

Exemple 2 : 241 = cos(zp)

On cherche de méme le point fixe et sa stabilité pour z¢p € [0,1]. La résolution
graphique montre qu’il n’existe qu'un seul point fixe. Comme la dérivée en ce point est
négative, ¢'(x) = —sinz, la suite converge vers ce point en passant alternativement
d’un coté a lautre.

Le calcul exact du point fixe est plus compliqué car x = cosx est une équation
transcendante. On peut utiliser le développement de cosz = 1 — 22/2 + .... On
trouve comme solution positive approchée z* = —1 + /3 ~ 0,73, ce qui n’est pas
trop loin du véritable point fixe puisque cos(0, 73) ~ 0, 74.

3.2.2 Application logistique

L’application logistique est une des plus célébres applications discrétes car elle
est relativement simple et conduit pourtant & un comportement chaotique lorsque
son paramétre r est suffisamment grand. La transition vers le chaos s’effectue par
doublement de période, comme dans de nombreux systémes physiques. L’application
logistique s’écrit

Tyl =TTy (1 — xp) avec >0 et z€]0,1] (3.17)

Elle est de la méme forme qu’un modéle de population vu au TD1 :

dN

— =7rN —rN? 3.18

pr (3.18)
Le premier terme correspond & la croissance de la population si » > 0, alors que
le deuxiéme terme permet sa régulation si la population devient trop importante.
Pour 'application logistique = € [0, 1], ce qui revient a normaliser la population :

Points fixes. Le point fixe 2* = 0 existe toujours. Comme ¢'(z) = r — 2rz, alors
g (x = 0) = r et ce point fixe est stable pour r < 1 et instable pour r > 1. Tl peut
exister un deuxiéme point fixe. On cherche a résoudre

z=rxz(l—ux) (3.19)

Outre la solution z* = 0, on obtient aussi 2* = 1 — 1/r. Comme on veut z > 0, ce
point fixe n’existe que si r > 1. Sa stabilité s’obtient en calculant ¢'(z* =1—1/r) =
2 — r. Ce point fixe est stable si 1 < 2 —r < 1, ce qui conduit & 1 < r < 3. Pour
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r > 3, ce point fixe est instable.

En résumé : pour 0 < r < 1, il n’y a que le point fixe z* = 0 et il est stable. Pour
1 < r < 3, outre 0 qui est instable, il y a un autre point fixe 1 — 1/r qui est stable.
A partir de r > 3, les deux points fixes sont instables.

Ces résultats se retrouvent par résolution graphique. On constate de plus que
pour 7 > 3, il apparait un doublement de période, c’est-a-dire que la suite (zy,)
converge non plus vers un unique point fixe, mais vers un cycle a deux points 27 et
x5. Ceci s’explique par le fait que pour r = 3, la dérivée ¢'(1 — 1/r) = —1, puis elle
devient inférieure & —1 pour r > 3. Comme pour le cas de 'application cosinus vue
juste avant, la pente négative conduit a I’apparition d’un cycle.

Nous allons maintenant identifier ce 2-cycle. Il vérifie g(z}) = 25 et g(z3) = z7, ce
qui s’écrit aussi g(g(z7)) = 27 et g(g(x3)) = x5. On cherche donc les points fixes de
Yn+1 = h(yn) avec h = g o g. On obtient alors

Yn+1 = r’ Yn (1 = yn) (1 = ryn + Ty?z) (3.20)

Pour trouver ses points fixes, il faut donc résoudre une équation de degré 4, ce qui
n’a rien d’évident. Or par définition les points fixes de g sont aussi solution. Donc on
peut factoriser par ces deux points fixes * = 0 et ¥ = 1 — 1/r et ainsi se ramener
& un polynoéme de degré 2 dont les racines sont

., TH1IE\/(r=3)(r+1) (3.21)
2r '

L1 =

On constate qu’ils n’existent que pour r > 3, comme on s’y attendait. Pour étudier
leur stabilité, il faut considérer i’ = (g o g)’. Pour deux fonctions quelconques u et
v, la formule est la suivante (uov) (z) = v'(x) v/'[v(x)]. Si on applique cette formule
avec u = v = ¢, on obtient

(go9)(a7) = ¢'(21) g'lg(a7)] = ¢'(27) ¢' () (3.22)

De meéme (g o g)'(212%)¢'(23) ¢'(x7). Les deux points du 2-cycle ont donc la méme
stabilité. Pour une certaine valeur de r, ils vont perdre leur stabilité, mais ils vont la
perdre & la méme valeur de r.

Le calcul donne A/ (z%,) = —72 + 27 + 4. Le 2-cycle est donc stable tant que —1 <
24 2r4+4<1,cequidonne 3<r<1++v6~35Enr=1++6,(¢%) =—1;
le 2-cycle devient instable et laisse place & un 4-cycle qui est stable jusqu’a un r
suivant. On construit ainsi une suite (r,), ou ont lieu les doublements de période.
Ce phénomeéne générique est dii a la forme de g. Feigenbaum (1944-2019) a introduit
ainsi en 1974 le nombre § qui porte son nom :

'n —Tn-1

5= ~ 4,669 (3.23)

T'n — Tn+1
Ce nombre de Feigenbaum se retrouve dans tous les phénomenes ot on observe une
cascade de bifurcations par doublement de période et pas seulement pour 'appli-
cation logistique. En effet ’application g doit présenter des propriétés particuliéres
pour conduire a un doublement de période. Nous le verrons en détail & la partie
suivante.
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On constate que la suite (r,) converge vers ro, ~ 3,56. Que se passe-t-il dans le
cas de 'application logistique, pour r > 7o 7 L’étude numérique montre I’apparition
d’un régime chaotique, c’est-a-dire que la suite (z,) semble aléatoire. On observe
aussi un fantéme de 3-cycle, c’est-a-dire qu’il ne s’agit pas d’un véritable 3-cycle
car les points se décalent légérement & chaque tour. Ce phénomeéne est lié & U'inter-
mittence. On constate aussi que le diagramme est autosimilaire, c’est-a-dire qu’il
a la méme allure générale & plusieurs échelles.

3.2.3 Transition vers le chaos par doublement de période

Il existe plusieurs scenarii de transition vers le chaos.

— A la partie précédente, nous avons vu le scenario par doublement de pé-
riode : lorsque le paramétre r augmente, I'évolution de la trajectoire (x,) se
modifie. Pour r suffisamment grand, la suite (x,) semble aléatoire. Sa trans-
formée de Fourier présente un spectre continu.

— 11 existe aussi des transitions vers le chaos par intermittences. Pour une
valeur du paramétre r fixée, la suite (z,,) est périodique, mais présente des
"bouffées chaotiques" durant lesquelles (x,) a une évolution apparamment
aléatoire. Remarque : ici le temps correspond & n = 1...00. Ces bouffées
chaotiques sont d’autant plus fréquentes que r est grand. Ce scenario apparait
souvent en mécanique des fluides.

— Ruelle et Takens ont mis en évidence un autre mécanisme via l'apparition
de fréquences incommensurables. Dans le régime non chaotique, la suite
(zp) est périodique de période v; ou posséde un spectre ou la fréquence vy
est dominante. Quand le paramétre r augmente, il apparait une seconde fré-
quence 2 qui n’est ni un multiple de vq, ni une fraction rationnelle de v;.
Si r continue d’augmenter, il apparait une troisiéme fréquence vs3, puis une
quatriéme, etc... Lorsque (x,,) posséde plusieurs fréquences incommensurables
son allure est chaotique et son spectre semble continu.

Ezpérience de la bille sur un plateau vibrant. L’étude théorique est numérique est
conduite dans le DM. La difficulté de Uexpérience consiste o maintenir la bille sur
le plateau (directions zy) sans influer sur son mouvement selon z. Il faut aussi que
le vibreur ait une bande passante raisonnable autour de la fréquence 30 Hz qui est
utilisée. Les chocs sont enregistrés avec un microphone et suivis par oscilloscope.
Dans lexpérience, il est possible de mettre en évidence la premiére bifurcation et de
montrer la zone chaotique.

Nous nous concentrons désormais sur le scénario de transition vers le chaos par
doublement de période. Il en existe de nombreuses illustrations expérimentales. L’ap-
parition de ce scénario est liée & des propriétés génériques de la fonction g. Pour les
mettre en évidence, nous nous intéressons & la suite

Tnt1 = gu(rn) = —(1 + p) zp + az? (3.24)

La fonction g, dépend du parameétre réel pu. On choisit de I'écrire sous la forme
générale d’un polynome. Le terme constant est nul. En effet, s’il n’était pas nul, cela
reviendrait & décaler le point fixe £* = 0. On décide aussi de s’arréter & 'ordre 2.
Nous allons voir que ce développement suffit & retrouver le mécanisme de doublement
de période. Le terme a peut étre ramené & 1 par un changement d’échelle : £ = a x.
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L’équation (3.24) se réécrit ainsi :

= ~2

Tn+1 Tn z;
=—(1 — — 3.25
()2 (3.25)
Ce qui donne
Fp1 = —(1+ p) Tp + 32 (3.26)

On va donc partir de I'expression (3.26) en remplagant & par « pour simplifier :
Tpi1 = —(1+ p) zn + 22 (3.27)

On s'intéresse d’abord® au point fixe * = 0. Comme g,(0) = — (14 p), ce point fixe
est stable pour —1 < pu < 0 et instable pour g > 0. En pu = 0, le point fixe z* = 0
perd donc sa stabilité et comme g{,(0) = —1, il apparait un 2-cycle.

Nous cherchons maintenant les points du 2-cycle x5 qui sont solutions de go g(x) —
x = 0. Il s’agit de trouver les racines d'un polynéme de degré 4. Deux racines sont
les points fixes £© = 0 et x* = 2 + p. Les deux autres racines sont

N 1
xly = 5 (HE V2 +4p) (3.28)

2

On peut vérifier que g(z7) = 25 et g(x3) = x7. L’étape suivante est de montrer que
h = gog ressemble & g au voisinage de x7. On s’intéresse donc & la suite y, = 27+,
avec 7, petit :

Ynt1 =] + a1 = h(z] + 1) (3.29)
2
A mert = h(@]) 4 m b @)+ DR (@) o) (330)

Par définition 2} = h(z}). De plus, on peut calculer h/(z}) = 1 — 4p — p?. En se
limitant & l'ordre 2, ’équation (3.30) devient alors

M1 = (1 —4p — p?)np + Cn (3.31)

qui ressemble beaucoup a l'équation (3.27). Pour ce faire, on procéde au changement
d’échelle 7j,, = C'n,, et on introduit le paramétre py tel que —(1+4 1) = 1 — 4p — p?,
ce qui s’écrit aussi pg = p? + 4p — 2. On obtient alors

fine1r = —(1+ p1) i + 02 (3.32)

Nous venons de montrer que h = g o g est de la méme forme que g au voisinage de
xj. Le point fixe n = 0 (c’est-a-dire x = z7) va donc devenir instable pour p; > 0 et
conduire & un doublement de période pour h. On peut ainsi construire une suite p;
telle que

piv1 = pif + 4 — 2 (3.33)

Cette suite posséde une limite (ie. un point fixe) qui vérifie poo = 1, + 4pioo — 2 et
dont la racine positive est

1
poo = 5 (=3 + V17) ~ 0,56 (3.34)

3. 1l existe un autre point fixe £* = 2 4+ p. Comme il est instable pour g > —3, nous ne nous y
intéressons pas.
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Pour I'application logistique, on part de r = 3 et non de p = 0, ce qui conduit a
Too = 3,56 en bon accord? avec la valeur numérique 3,57 malgré la forme trés géneé-
rale et simplifiée de la fonction g.

La méthode que nous avons utilisée s’appelle la renormalisation. Elle a consisté a
procéder par itération et & chaque étape & changer 1’échelle et le paramétre.

3.3 Caractériser le chaos

Jusqu’a présent nous avons utilisé le terme '"chaos" sans préciser ce qu’il re-
couvrait. Dans cette partie, nous allons définir des grandeurs qui permettent de le
quantifier ®, c’est-a-dire de donner des nombres et de le caractériser.

3.3.1 Coefficient de Lyapounov

Ce nom vient du mathématicien russe Alexandre Mikhailovitch Lyapounov (1857-
1918). On le retrouve avec différentes orthographes suivant la traduction phonétique
de I’écriture cyrillique. Il existe plusieurs définitions différentes des coefficients de
Lyapounov qui recouvrent une méme réalité, mais ne sont pas tout a fait équiva-
lentes.

— En théorie ergodique, c’est-a-dire dans la branche des mathématiques qui s’in-
téresse au chaos, le coeflicient de Lyapounov est défini & partir de la plus
grande valeur propre d'une application linéaire en lien avec le théoréme de
Perron-Frobenius : Si on considére une matrice dont tous les coefficients sont
strictement positifs (ou un multiple de cette matrice qui posséde cette pro-
priété), alors sa plus grande valeur propre est unique, réelle et positive. Cette
définition n’est pas directement utile en physique.

— En physique numérique ou expérimentale, le coefficient de Lyapounov est dé-
fini & partir du taux de séparation de deux trajectoires initialement proches.
On considére une trajectoire qui part de z(tg) et une autre qui est un peu
décalée et part de x(tg) + d(tp). On évalue 'évolution de 'écart §(t). Si on
constate que |0(t)| ~ 8o e, alors les trajectoires s’écartent de maniére expo-
nentielle et le systéme est considéré comme chaotique. L’exposant A est appelé
le coefficient de Lyapounov. C’est une définition phénoménologique.

Le coefficient de Lyapounov peut dépendre de I’endroit ot on effectue la me-
sure. Il permet de quantifier la précision qu’il est possible d’atteindre dans un
systéme chaotique. Par exemple, dans le livre de Strogatz, il est obtenu un co-
efficient de Lyapounov de 0,9 pour le modéle de Lorenz (dans I'unité de temps
choisie, par exemple la seconde). Supposons qu’on effectue les calculs numé-
riques en "simple précision", c¢’est-a-dire que les nombres sont stockés avec
une mantisse de 23 bits, ce qui correspond 4 une précision de 5y = 1078. Ceci
signifie qu’il n’est pas possible d’indiquer une position initiale & mieux que do.
On veut estimer pendant combien de temps, deux trajectoires dont les posi-
tions initiales sont séparées de dy seront toujours considérées comme proches,

4. 11 est possible de retrouver aussi le nombre de Feigenbaum en utilisant la régle de L’Hoépital.
5. Attention a 'ambiguité du mot "quantifier". Il s’agit toujours de physique classique.
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par exemple en imposant §(t) = dpeM < 1072, On obtient t < 5In10/\ ~ 13s.
Si on passe en "double précision", la mantisse est de 52 bits et ’écart minimal
de 6o = 10715, Pourtant on ne gagne finalement qu’environ un facteur 2 sur
le temps : ¢ < 131n10/A. Plus le coefficient de Lyapounov est grand, plus il
est difficile de prévoir I’évolution du systéme.

— A partir du modéle, il est possible de définir un coefficient de Lyapounov au
voisinage d’un point fixe instable. On considére une trajectoire périodique de
période T' : x*(tg) = x*(to + T). Puis on s’intéresse a une trajectoire voisine
qui passe par x*(tg) + dp et on regarde l'application de Poincaré g. Cest-
a-dire qu’on se demande ce qui arrive au petit écart dg aprés une période :
x*(to) + 61 = g[z*(tg) + do]. On développe g au premier ordre

2" (to) + 61 = gla*(to)] + do ¢'[2* (t0)] (3.35)

On obtient donc I’écart au bout d™un tour : 61 = dg ¢’'[2*(to)]. Si ¢'[x*(t0)] < 1,
la trajectoire est stable puisque la perturbation diminue. Au contraire, si
g'[x*(to)] > 1, la perturbation est amplifiée, la trajectoire est instable. On
note g'[z*(to)] = e* oi1 A est le coefficient de Lyapounov. Le cas ¢'[z*(to)] = 1
est appelée stabilité marginale ou neutre.

Cette définition se généralise au cas ou z(t) est un vecteur. Alors ¢'[z*(to)] est
la matrice jacobienne de g et est appelée matrice de monodromie. Sa plus
grande valeur propre est notée A = e* ot X est le coefficient de Lyapounov.

L’application du boulanger donne une illustration de cette définition. Le bou-
langer étire la pate dans la direction x d’un facteur 2, qui s’amincit dans la
direction y d’un facteur 1/2 pour conserver le volume de péate :

{ Zni1 = 22 (3.36)
Yn+1 = 2 Yn

Nous sommes dans le cas trés simple d’une application linéaire déja diagonale :

d_g_(Q 0)
0 3
A

Selon la direction z, il y a élongation. La valeur propre vaut A; = 2 = e”,
soit un coefficient de Lyapounov A = In2. Dans la direction y, il y a par
contre contraction. Un systéme de ce genre est appelé hyperbolique. Dans la
pratique, le boulanger doit replier la pate & chaque étape, ce qui n’est pas
décrit ici. L’application du chat vue en TD est plus propre avec utilisation de
modulo.

1l est possible d’illustrer lapplication du boulanger avec de la pdte 4 modeler, éven-
tuellement de deux couleurs différentes pour bien mettre en évidence le mélange.

3.3.2 Fractales

Les fractales sont un objet d’étude en soi en mathématiques, distinct du chaos
et des systémes dynamiques. Il se trouve que les attracteurs étranges qui ap-
paraissent dans les systémes chaotiques forment des structures fractales. Dans le
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modéle de Lorenz et 'oscillateur de Duffing, nous avons vu que la trajectoire doit
rester confinée dans un domaine restreint sans pouvoir se recouper. Lorsqu’il n’existe
pas de structure stable vers laquelle elle peut converger, la trajectoire est contrainte
de se replier dans une structure en feuillets qui tend vers ce qui est appelé un at-
tracteur étrange. Par exemple, pour 'application du boulanger vue au paragraphe
précédent 3.3.1, le repliement de la pate conduit & un ensemble de Cantor, ce qui
explique que la pate soit bien mélangée in fine.

On doit pour beaucoup la popularisation des fractales au mathématicien Benoit
Mandelbrot (1924 Varsovie, 2010 Massachussets) et aux magnifiques images issues
de I’ensemble qui porte son nom. Il est défini & partir de la suite 2,41 = 22 + ¢ avec
z € C et zp =0. C'est I'ensemble des ¢ € C tels que la suite (z,) reste bornée.

Il n’existe pas de définition officielle d’une fractale. La propriété qui revient le
plus souvent est 'auto-similarité, c’est-a-dire que les mémes formes se retrouvent
plus ou moins & plusieurs échelles différentes. Nous en avons vu un exemple avec
le diagramme de bifurcations de ’application logistique au paragraphe 3.2.2. Cette
invariance d’échelle provient souvent de la maniére dont la structure est construite.
Ce domaine d’étude, appelé morphogénése, s’applique plutét bien aux plantes. Le
chou romanesco en est un bon exemple.

La dimension fractale permet de quantifier cet objet versatile qu’est la fractale.
Il existe de nombreuses définitions différentes pour la dimension fractale, dont les
valeurs peuvent étre trés différentes et correspondre & des réalités mathématiques
différentes. Nous allons utiliser le flocon de von Koch comme illustration de la di-
mension de boite qui est la dimension fractale la plus communément utilisée en
physique.
Le flocon de von Koch est défini de la maniére suivante. A I’étape 0, on considére un
segment de longueur Lg. A I'étape 1, ce segment initial est divisé en trois segments
égaux de longueur Iy = Lo /3 et sur la partie centrale on construit un triangle équila-
téral de coté I;. La longueur totale a I’étape 1 est donc L1 = 41; = % Lg. A I'étape 2,
on recommence, on divise chaque segment /1 en trois segments de longueur lo = 11/3
et sur celui du milieu on construit un triangle équilatéral. A 1’étape n la longueur
vaut

L, — (;‘)n Lo (3.37)

Le flocon de von Koch est défini comme la courbe limite et sa longueur est donc
infinie. Il serait tentant de considérer sa surface, mais comme chaque segment est
d’épaisseur nulle, sa surface est aussi strictement nulle. La dimension de boite permet
de mettre un nombre sur cet objet qui n’est ni de dimension 1 (comme une ligne),
ni de dimension 2 (comme une surface). Elle est définie par

M
d — lim 2M(©)

258 (1 /0) (3:38)

ou M(e) est le nombre minimum d’éléments de taille € nécessaires pour recouvrir
I’ensemble. Dans le cas du flocon de von Koch, on peut définir € comme la longueur
du segment [,, et construire ainsi une suite I, = Lg/3"™. A chaque étape, il faut 4
segments de longueur l,11 pour recouvrir chaque segment de longueur [, ce qui
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donne M (e) = 4™. On obtient alors

In 4™ nln4 nln4
d = 1‘ —_— = 1' = ~ 1 26 .
oo In(Lo/3")  nooonln3 —InLy  nlnd (3:39)

La dimension de boite du flocon de von Koch est bien un nombre entre 1 (ligne) et
2 (surface).

Cette dimension de boite est trés pratique en physique et est en général applicable

aux calculs numériques, comme dans le DM pour obtenir la dimension fractale de
I'attracteur de la bille. Mais quelques cas posent probléme, comme les ensembles
dénombrables. Par exemple la dimension de boite de ’ensemble Q N [0, 1] vaut 1,
alors qu’on aurait souhaité un nombre strictement inférieur & 1.
La dimension de Hausdorff lui est parfois préférée parce qu’elle permet de créer
une mesure sur ’ensemble fractale, mais elle est en général plus difficile a calculer.
Sa définition est aussi beaucoup plus compliquée et repose sur un ensemble d’ouverts
(U;)i>1, dont le diamétre 6 maximal vaut 8. On recouvre la fractale F par cet ensemble
et on calcule ) .- [diam U;]® ou s est un nombre positif. En faisant varier ’ensemble
d’ouverts, on trouve I’ensemble qui donne le nombre le plus petit :

M,(6, F) = inf{) _[diam U;]* | (Us)iz1recouvre F} (3.40)

i>1

Puis on regarde pour 4 — 0 et on s’intéresse au nombre limite qui dépend de la
valeur de s :

M,(F) = lim M,(6, F) (3.41)

Suivant la valeur de s, My(F) varie entre 0 et 400 de maniére brusque. La dimension
de Hausdorff s* est la valeur de s pour laquelle la transition a lieu :

s* =nf{s > 0] Ms(F) < +oo} (3.42)

Dans le cas de la fractale qui est le bord de I’ensemble de Mandelbrot, la dimension
de boite et la dimension de Hausdorff sont égales et valent 2. Pour Iintervalle [a, b]¢
de Pespace R%, ces dimensions sont aussi égales et valent d. Dans le cas général,
ces dimensions sont différentes et la dimension de boite est toujours supérieure 4 la
dimension de Hausdorff.

3.3.3 Définir le chaos

Jusqu’a présent, nous n’avons défini le chaos que via les coefficients de Lyapou-
nov : si deux trajectoires initialement proches divergent, alors le systéme est chao-
tique. 1l s’agit d’une définition locale et phénoménologique. De méme, le calcul des
coefficients de Lyapounov par la matrice de monodromie & partir du modéle dyna-
mique est en général difficile et reste souvent aussi local. A P'heure actuelle, il n’est
pas possible de prédire si un systéme présentera du chaos en regardant le systéme
d’équations différentielles qui le régit. En dimension 2 seulement, le théoréme de
Poincaré-Bendixson affirme qu’il ne peut pas apparaitre de chaos.

6. Le diamétre d’un ouvert est la plus grande distance entre deux points de I'ouvert.
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Les mathématiciens ont introduit des définitions de chaos. Elles ne concernent pas
des flots (systémes continus), mais des applications discrétes.

Une application g est dite ergodique si elle ne laisse aucun sous-ensemble inva-

riant. En termes mathématiques, cette définition s’écrit : I’application g de E dans E
est ergodique si et seulement si quel que soit I’ensemble B inclus dans E, si g(B) = B,
alors B=F ou B = 0.
Pour que cette définition ait du sens, il faut aussi que g soit invariante, ce qui en
language de physicien signifie qu’elle conserve la mesure p qui est utilisée sur ’espace
E (ie. son jacobien pour le changement de variables vaut 1) : g est invariante si et
seulement si quelle que soit 'application h

/hdu:/hogdu (3.43)

L’ergodicité correspond & ce que le physicien appelle du chaos. Par exemple, le billard
en forme de stade conduit & une dynamique ergodique. La section de Poincaré d’une
seule trajectoire est couverte de maniére uniforme .

En physique, un systéme est ergodique si sa moyenne temporelle est égale & sa
moyenne statistique, ce qui n’est pas équivalent & la définition mathématique ci-
dessus. Par exemple l'oscillateur harmonique & une dimension est ergodique au sens

du physicien, pourtant ce n’est pas du tout un systéme chaotique.

Il existe des définitions mathématiques plus fortes du chaos : les applications
mélangeantes (mixing en anglais). On considére toujours une application g sur un
espace FF muni d’'une mesure u. L’application g présente un mélange fort si et
seulement si quels que soient les ensembles A et B de FE, alors

i |97 (4) N B] 2% u(4) u(B) (3.44)

On peut remarquer que les mathématiciens préférent aller dans le passé g—* plutot
que dans le futur g**, c’est plus propre. Cette définition signifie que non seulement g
explore tout ’espace, mais qu’elle explore chaque sous-espace en y passant un temps
en proportion de la taille de ce sous-espace.

Il existe une définition de mélange faible qui correspond & la méme réalité, mais
en moyenne :

3
—

|1 [g7"(4) 0 B = w(A) u(B)| “=5 0 (3.45)
k=0

1
n
Si une application présente du mélange fort, alors elle vérifie aussi la condition de

mélange faible (la réciproque est fausse). De méme la condition de mélange faible
implique ergodicité (la réciproque est fausse).

Par exemple Papplication dyadique qui s’écrit g(z) = 22 modulo 1 est fortement
mélangeante (avec la mesure de Lebesgue). Comme il I’a été vu en TD, elle est tres
sensible aux conditions initiales.

Autre exemple, la rotation irrationnelle qui s’écrit g(6) = 0 + 2o avec « irrationnel
et 0 € [0, 27| est ergodique, mais pas mélangeante.

7. Seule la trajectoire qui joint les deux cotés paralléles du rectangle n’est pas instable.
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Chapitre 4

Introduction au chaos quantique
et a la physique semi-classique

Dans ce chapitre, nous allons étudier des systémes quantiques ou ondulatoires. I1
ne s’agit pas de "quantique" au sens d’"intrication", mais comme résolution d’une
équation d’onde. Nous allons nous intéresser a ce qui est appelé la "dualité onde-
corpuscule" qui apparait en mécanique quantique, mais aussi dans d’autres domaines
de la physique : acoustique, électromagnétisme, hydrodynamique,...

Un systéme ondulatoire est intégrable si on est capable d’expliciter son
spectre et les fonctions d’onde associées. Il correspond & un systéme classique qui
est lui-méme intégrable, c’est-a-dire qu’il posséde autant de constantes du mouve-
ment que de degrés de liberté. Pour passer du systéme classique au systéme quantique
la correspondance des opérateurs s’effectue en général facilement, sauf qu’il peut per-
sister des problémes de commutation '

Toutefois les systémes intégrables sont des cas trés particuliers et en général il
n’est pas possible d’expliciter le spectre et les fonctions d’onde. Il faut donc avoir
recours a d’autres méthodes pour étudier les propriétés ondulatoires. Souvent des
renseignements s’obtiennent & la limite semi-classique, c’est-a-dire quand le sys-
téme quantique tend vers le domaine classique ou, de maniére plus générale, quand le
systeme ondulatoire tend vers une approche corpusculaire, comme en optique géomé-
trique par exemple. Les variables adimensionnées correspondantes sont par exemple
S/h — oo en physique quantique (S est 'action) ou L/\ — oo en optique (L est une
taille caractéristique et A la longueur d’onde).

Dans ce chapitre, nous verrons trois approches trés différentes. Tout d’abord,
la méthode WKB est ’équivalent de la méthode eTkonale en optique et permet de
construire une fonction d’onde le long d’une trajectoire classique. Ensuite la formule de trace
exprime le spectre comme une somme sur les orbites périodiques. Sa portée est trés
vaste et elle est utilisée dans d’autres domaines que vous connaissez sous des formes
simplifiées (comme en physique statistique par exemple). Enfin les matrices aléatoires
sont un outil mathématique en développement rapide. Sans qu’on sache I’expliquer, la
statistique de leurs valeurs propres reproduit les propriétés des systémes chaotiques.

1. Une bonne référence est le livre d’Albert Messiah Mécanique quantique tome 1, (1995 pour la
derniére édition). Pour la question des correspondances, cf. § I1.15.
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4.1 Méthode WKB

Cet acronyme vient des noms de Wentzel, Kramers et Brillouin qui ont publié
des articles sur le sujet de maniére indépendante en 1926. Il s’agit d’obtenir une
approximation raisonnable de la fonction d’onde en partant de la forme trés générale
Y(rt) = Ae'S/h Cette approche est équivalente a la méthode etkonale en optique.
Le contenu de cette partie est issu du livre de Messiah Mécanique quantique chapitre
VI section 1T et du livre de Brack & Bhaduri Semi-classical physics page 67.

4.1.1 Présentation

On part de I’équation de Schrédinger

h? 0
—GEAw+V®w:ﬂﬁ% (4.1)

On y injecte I’Ansatz suivant qui n’induit pas de perte de généralité

(7 t) = A(F, t) ST/ A,SeR (4.2)

4.1.2 Résolution dans un cas simple

Pour comprendre comment la méthode WKB fonctionne, on va considérer le cas
unidimensionnel en stationnaire. L’équation de Schrodinger devient alors

h2
—o "+ VY = By (4.3)

Les dérivées successives de 9 s’écrivent

/
Y = mu4%?nwh (4.4)

28'A"  S"A  AS”?_ .
w// _ (A//—l—i - +i - _ = )ezS/h

(4.5)

Ces formules sont injectées dans 1’équation (4.3), puis les parties réelles et imaginaires
sont séparées :

ﬁ2 " AS’Q
R? [(2S8'A"  S"A

Jusqu’a cette étape, il n’y a pas de perte de généralité par rapport a I’équation de
Schrodinger (4.3). C’est au cours de la résolution de ces équations couplées qu’on dé-
couvre des problémes qu’il faut contourner. L’équation (4.7) s’intégre par séparation
de variables :

A/ S//
T (4:8)
ce qui conduit &
K
A= 75 (4.9)
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ou K est une constante. Ce résultat montre qu’il y a des problémes si S’ s’annule.
Une fois injecté dans I'équation (4.6), il conduit a

ﬁ2 39 "2 S
2
=2m(E — — K - — 4.1
ST=E V)4 o0 <4S’2 25') (4.10)
Pour & petit, le terme dominant est 2m(E — V'), ce qui donne & 'ordre 0 en &

S’ =+\2m(E-V) (4.11)

Le cas E < V est interdit en physique classique, mais autorisé en physique ondula-
toire : S’ = +iy/2m(V — E). Le cas E >V est autorisé en physique classique :

S(z,z0, E) = :I:/ V2m[V(x) — E]dx (4.12)
zo
La fonction d’onde s’écrit

(x) = !

2m(V — B/

(K+ eiSIM 4 | emiS/ "l) (4.13)

ou K4 sont des constantes. Les positions ot V(z) = E sont des points de rebrousse-
ment (turning point en anglais). Ce sont les bords des domaines £ < V et V < E.
Le raccord des fonctions d’onde a ces endroits permet d’obtenir le spectre.

4.1.3 A trois dimensions

A trois dimensions, on procéde comme précédemment en injectant 1’ Ansatz (4.2)
dans ’équation de Schrodinger dépendant du temps (4.1). Aprés un calcul fastidieux,
on obtient un équation pour le module p = A2 :

op = ]
—+Vi{ip— ] =0 4.14
5+ (p - > (4.14)
qui représente la conservation de la densité. On peut remarquer que % correspond
a la vitesse. On obtient aussi une seconde équation
0A  (VS)? R2 AA
- = V- —— 4.15
ot 2m 2m A ( )

. L . . . . 2 N
qui est exactement ’équation d’Hamilton-Jacobi classique, au terme —2% % pres,

appelé terme de Bohm ou potentiel quantique.

Il existe une littérature abondante et de nombreux systémes ont été étudiés. En
résumé, la méthode WKB consiste & construire une fonction d’onde qui se propage le
long d’une trajectoire classique, plus ou moins comme le ferait un faisceau optique.

4.2 Formule de trace

Dans cette partie, aprés une présentation des résultats généraux, nous traiterons
explicitement le cas particulier du puits infini unidimensionnel. Le cas du billard
en forme de rectangle fait I’objet du dernier TD. Enfin nous ferons le lien avec les
expressions de la densité d’états vues en physique statistique. Comme bibliographie,
vous pouvez consulter le cours des Houches de Bogomolny, Quantum and arithmetical
chaos, ArXiv :mlin/0312061, ainsi que le livre de Brack & Bhaduri Semi-classical
physics.
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4.2.1 Présentation générale

Il est en général impossible de calculer explicitement chaque énergie propre d’un
systéme physique. Et c’est souvent vain, car on s’'intéresse & des propriétés plus
globales, voire statistique. La formule de trace répond & ce besoin. Elle est 'outil par
excellence de la physique semi-classique et correspond plus ou moins a la transformée
de Fourier de la densité d’états p(E) :

p(E) =) §(E—en) (4.16)

ot les €, sont les énergies propres du systéme ondulatoire. Le calcul peut étre conduit
de maniére exacte dans le cas intégrable et dans le cas complétement chaotique,
c’est-a-dire que toutes les orbites périodiques du systéme classique sont instables.
Une orbite périodique est une trajectoire classique périodique. A la limite semi-
classique, on montre alors que la densité d’états, quantité purement ondulatoire, est
la somme de deux termes qui ne s’expriment qu’avec des grandeurs classiques :

p(E) = p(E) + p(E) (4.17)

Si on reprend I'image de la transformée de Fourier, p(E), appelé terme oscillant,
correspond aux harmoniques, alors que p(FE), appelé terme lisse, représente la va-
leur moyenne. Il existe des expressions générales pour ces quantités.

Le terme lisse est connu dans le cas des billards et appelé loi de Weyl. Pour un
billard tri-dimensionnel avec conditions de Dirichlet (ie. annulation de la fonction
d’onde aux bords), le terme lisse est le suivant

p(E) = % (27?)3/2 VEV — 16% (?) S (4.18)

ol V est le volume du billard et S la surface de sa frontiére. Le terme de volume est
bien connu en physique statistique. Le terme de surface est plus difficile & obtenir et
dépend de la condition au bord. A deux dimensions, le terme lisse ne dépend pas de
I’énergie :

1 2m
o(F)=— — :
pE) = 0 (419)
ol A est aire du billard.
A la limite semi-classique, le terme oscillant prend une forme générale
p(E) o Z Cop cos(kLop + ¢op) (4.20)

Orbitesperiodiques

La somme porte sur toutes les orbites périodiques du systéme classique. Le coefficient
Cop et la phase ¢, s’expriment avec des grandeurs classiques propres a chaque orbite
périodique. L, est la longueur de 'orbite et k est le nombre d’onde k? = QZEE . Le
facteur devant la somme est connu et dépend de la dimension du systéme.
I1 est trés probable que la forme (4.20) soit valable pour tout type de systéme, mais
elle n’a pour l'instant été démontrée que dans le cas intégrable et le cas chaotique.
Dans le cas intégrable, le coefficient C, s’écrit

Aop

Cop = 4.21
i (4.21)
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ot Aoy représente 'aire couverte par ’orbite périodique.
Dans le cas ou toutes les orbites périodiques sont instables, cas chaotique, le coeffi-
cient C,, s’exprime en fonction de la matrice de monodromie M,, de 'orbite :

Loy

Cor = Jdet My — 10 (422

et dépend donc des coefficients de Lyapounov. Id est la matrice identité et det signifie
déterminant. La densité d’états sous la forme (4.20) dans le cas chaotique est connue
sous le nom de formule de trace de Gutzwiller.

4.2.2 Exemple simple : le puits infini unidimensionnel

Dans cette partie, nous allons vérifier explicitement les formules proposées au
paragraphe précédent dans le cas simple du puits infini unidimensionnel. La particule
de masse m est bloquée entre les absisses x = 0 et © = a. Le potentiel est nul dans
le puits et infini & Uextérieur. L’équation de Schrodinger est la suivante

2
L (4.23)

2m

avec 1¥(0) = ¢(a) = 0. Les énergies propres s’écrivent alors

h? 2
€p = — (ni> :Eon2 n:1,2,... (424)
2m \ a

Nous cherchons maintenant & exprimer la densité d’états
p(E)=) 0(E—en)=) 0(E—en’)== > O(E—en?)—05(E) (4.25)
n=1 n=1

Nous avons symétrisé la somme pour pouvoir appliquer la formule de Poisson. Il reste
néanmoins un terme infini §(F) qui est lié aux conditions au bord et que nous allons
oublier 2. La formule de Poisson s’applique de maniére générale a toute fonction f
assez réguliére et se démontre a partir de la formule de Parseval-Plancherel :

Z fn) = Z /OO f(z) e 2Nz gy (4.26)
N=—00" "

n=-—00
C’est une sorte de transformée de Fourier. Nous appliquons donc la formule de Pois-

son a la densité d’états :

o

p(E):% > 5(E—60n2):% > / §(E —ega?®) e @™y (4.27)
N=—0oo?~®

n=—oo

2. Il est possible de le traiter proprement au prix d’une complication importante.
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Puis nous effectuons le changement de variable u = ¢y 2% et calculons l'intégrale :

p(E) = % S z/oooa(E—u)e%”N\/zZ% (4.28)
N=—0c0
> 1
>

Ne—oo 2\/ €0E

—9; E
e 2V (4.29)

<e—2in\/§ n €+2mN\/§> (4.30)

o0

- =t Y 5
- 2VeE £ 2VeE

1
= +

1 E
2 2Ny [ — 4.31
Ny PSRNy COS(” \/q)) (431)
1

Le terme lisse NGy correspond & N = 0. Nous allons retrouver cette expression &
0

Nk

partir de la formule classique de physique statistique :

_ dx dp p? a [ p?
E) = (E——)=— dpo(E — — 4.32
paa(B) = [ =5 [CaeE-T) )

2m 0o

—~

. 2 . N
Le changement de variable v = 2 conduit a

a * mdu a [2m 1
Ostat () = — 2 O(E — = — = CQFD 4.33
Ptat(B) = 7 /0 5 O E— W =5\ 2VeoE @ (4.33)

Nous retrouvons la dépendance familiére en 1/v E des systémes uni-dimensionnels.

Occupons-nous maintenant du terme oscillant qui est le deuxiéme terme de ’expres-
sion (4.31) :

=1 E 1

o(F) = 2cos | 2Ny — | = cos(2aNk 4.34
o) = 3 o (2B ) < 5L ooy
N=1 N=1

Dans le cosinus, il apparait la longueur d’une orbite périodique Ly = 2aN qui
correspond a N allers-retours entre les deux parois du puits. Cette expression est bien
similaire & celle attendue par la formule (4.20). Il faut noter que dans cet exemple du
puits 1D infini, il n’a pas été nécessaire d’utiliser la limite semi-classique. La densité
d’états quantique s’exprime de maniére exacte & partir de grandeurs classiques. C’est
un cas trés particulier.

4.2.3 Lien avec la physique statistique

Au paragraphe précédent, nous avons montré que l'expression classique de la
densité d’états utilisée en physique statistique (4.32) est égale au terme lisse pour
le puits infini 1D. Dans cette derniére partie consacrée & la formule de trace, nous
allons voir que ce résultat est valable de maniére générale. Nous expliquerons par la
méme occasion lorigine du facteur 1/h? utilisé en physique statistique.

La démonstration s’effectue en deux étapes. D’abord la densité d’états est expri-
mée & partir de la fonction de Green

o(B) = —%Im / G(F, 7) dF (4.35)

35



Cette expression est a l'origine de l'appellation formule de trace puisque l'intégrale
porte sur la trace de la fonction de Green. Puis, dans une deuxiéme étape, on pro-
pose une forme simplifiée pour la fonction de Green et le calcul est effectué. C’est un
changement de variable pour passer de 'impulsion au nombre d’onde qui introduit
le coefficient 1/h% vu en physique statistique.

Premiére étape : expression de la densité d’états via la fonction de Green.
Tout d’abord la distribution dirac est écrite comme la limite

1
lim Im — = —7m(x) (4.36)
a—0 T+ o

Ce résultat permet d’écrire la densité d’états :

1 1
0(E — = —— lim Im—— 4.37
Z n) T nalgb mE—en+ia ( )

En supposant que la limite, la somme et la partie imaginaire peuvent étre permutées,

on obtient : 1 ]
EF)=——1imI _—
P(E) Wa%mn E—e, +ia

(4.38)

Comme les fonctions propres sont normalisées, [ |, (7)|2d7 = 1, on peut remplacer
le 1 au numérateur par l'intégrale :

p(E)=—— hmI Z f [ ()P (4.39)

T a—0 E —¢, +ia

Pour terminer cette premiére étape, il faut montrer que la fonction de Green est
bien égale a la somme (4.39). Voici comment procéder. L’équation de Schrodinger &
résoudre est

Hy = Ey (4.40)

Par définition, la fonction de Green correspondante vérifie
(B - H)G(F,7") = 6(F —7") (4.41)

Vérifions que

G(F,7') = Z w — (4.42)

n

est bien solution :

(E—-H)G(F7) = (F- HZW (4.43)
_ Z( - )EQ/)_n(en)@Dn( ) (4.44)
_ Zn:(E—enj)Ew(en)wn( ) (4.45)
= Zwmwn ) (4.46)
— 5(?-?’) CQFD (4.47)
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Si on considére la fonction de Green au méme point 7 :

2
G(F7) =) m (4.48)
n
La seule différence avec I'expression (4.39), ¢’est que la fonction de Green est définie
non pour l’énergie E/, mais pour 'énergie F + ic, ce qui ne change rien & la démons-
tration précédente. Dans l'expression (4.39), une fois qu’on a permuté U'intégrale et
la somme, on peut remplacer la somme par la fonction de Green :

1
p(E)=—=1lim Im [ G(F,7)dr (4.49)
T a—0
Cette expression est exactement la forme (4.35) que nous souhaitions a la limite preés.
Nous verrons par la suite que la limite ne pose pas de probléme particulier.

Deuxiéme étape : Proposer une forme de fonction de Green et effectuer le calcul
pour obtenir le terme lisse.
La fonction de Green G(Z, ¢) signifie qu’un signal est envoyé en Z et qu’il est récupéré
en . Dans 'expression de la densité d’états (4.39), il faut intégrer la fonction de
Green du point 7 & ce méme point 7, ¢’est-a-dire qu’il faut considérer tous les chemins
qui partent du point 7 et reviennent & ce méme point 7. Il y a deux types de chemins :
d’une part celui qui reste sur place et correspond au terme lisse p et d’autre part
tous ceux qui explorent le systéme en se réfléchissant sur les bords du domaine et
correspondent au terme oscillant p.
Nous nous concentrons désormais sur le terme lisse qui est celui utilisé en physique
statistique et correspond & la densité moyenne d’états. Nous allons considérer que la
fonction de Green avec un potentiel V = 0 est une bonne approximation. Fn effet il
s’agit d’évaluer la fonction de Green au méme point 7, donc elle est peu sensible au
potentiel. Il faut alors résoudre

<2h;A + E) Glibre(7,7") = 6(F — ") (4.50)
En utilisant la transformée de Fourier par rapport a la variable ¥ — 7/, on obtient
1 eilz.(rfr )
Glipre(7,7') = @) / TRE L dk (4.51)

ol d est la dimension de 'espace considéré, c’est-a-dire d = 2 pour les billards et
d = 3 souvent. On peut veérifier que Uexpression (4.51) est bien solution de I’équation
(4.50). D’aprées la forme (4.39), nous cherchons la fonction de Green non pour E,
mais pour F + ic. Il faut donc calculer en 7= 7" :

5(E L it [ d | RO 4.52

plE) = —2 limIm fdr (zw)d/ﬁ;fj+E+m (4.52)
11 1 .

= ———limIm df'/ dk 4.53

7 (2m)% a0 _ﬁ;:f +E +ia (4.53)

C’est le changement de variable du vecteur d’onde k vers Pimpulsion p' = hk qui
introduit le facteur 1/h¢. En effet, pour d = 3 par exemple, dk signifie dk, dk, dk..
Donc dp' s’écrit

dp = dp, dp, dp. = hdky hdk, hdk, = h>dk (4.54)
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La densité d’états devient

1
— lim Im
( ) a—0

= —lhmIm drdp

p(E) =

/ o
dr =
—|—E+za h

T a—0 hd

B drdp —ll' I
a hd ﬂ'oalgbm

dF di P2
/ e OE=50)
4.3 Matrices aléatoires

4.3.1
4.3.2 Rigidité spectrale

Présentation

4.3.3 TFonction Zeta de Riemann
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—g’—m+E+m

1
—%—FE—I—Z’&

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)



