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Frédéric Restagno . . . .
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Quelques notions d’élasticité.

NB : Ces notes de cours ont été rédigées grace aux notes rédigées par F. Elias (Université de Paris), que
je remercie pour son aide.

1 Introduction a 1’élasticité

1.1 Définition
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FIGURE 1 — Déformation d’un corps élastique soumis & une contrainte

Elasticité = Mécanique des corps solides déformables (par opposition & la mécanique du point
ou des corps indéformables).

La mécanique étudie la réponse d’un corps solide & des forces ou moments appliqués.

(Note : pour les milieux visco-élastiques, on parle aussi de rhéologie : leur réponse a des forces / moments
/ pressions appliqués)

Forces ou moments (contraintes) qui s’exercent sur un objet fait d’un matériau donné, de forme don-
née et de volume donné — translation, rotation, déformation (changement de forme et de volume : lorsque
M’'N’ #£ MN — voir Fig.1).

La mécanique du point ou du solide indéformable étudie la translation et la rotation, 1’élasticité s’intéresse
exclusivement a la déformation.
On distingue élasticité linéaire et non-linéaire. Dans ce cours : on s’intéresse a 1’élasticité linéaire.

1.2 Du microscopique au macroscopique

Quelle est 'origine microscopique de I’élasticité 7
A température ambiante, le potentiel thermodynamique & considérer est 1’énergie libre

F=U-TS

ou U est I'énergie interne, S l'entropie et T la température.
— Le minimum d’énergie libre correspond & un minimum d’énergie potentielle ou & un maximum d’entropie.

Modeéle cristallin  Au niveau microscopique : atomes en interaction. Exemple du cristal (Fig. 2) : la distance

d’équilibre entre atomes correspond & un minimum énergétique (puits de potentiel). Si on tire sur le matériau,

on écarte les atomes de leur position d’équilibre. Augmentation d’énergie donc force de rappel - Voir Fig. 2.
Exemple : le potentiel de Lennard-Jones (lorsque les atomes s’attirent via des interactions dipolaires de

type van der Waals) :
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FIGURE 2 — Le déplacement relatif des atomes d’un cristal s’accompagne de forces de rappel élastique F au
niveau microscopique.

Le premier terme de droite en 2! rend compte de fagon empirique d’'une répulsion & courte portée (effet

de volume exclu, qui est un effet purement quantique : principe d’exclusion de Pauli) ; le second terme de droite
en —z % correspond a l'attraction de van der Waals entre moments dipolaires.
Au voisinage immédiat de zg :
U o (z —x0)?
- oU

F=_-VU= —%é'w ox —2(x — xo) €y

Force de rappel élastique.
Note : dans le cas du potientel de Lennard-Jones on a F' = kz avec k = % f7(1).
0

Matériau différent : atomes différents : I’énergie d’interaction est différente — pas la méme résistance :
comportement élastique différent (matériau plus dur ou plus mou).

La dureté d’un matériau peut dépendre de la structure de la maille cristalline et la nature des atomes est
importante. Exemple de lacier trempé : atomes de fer en structure cubique centrée (« fer o ») — chauffage ~
800 (température d’austénitisation) — structure cubique face centrée (« fer v ») qui posséde des sites interstitiels
plus grands : le carbone se dissout mieux dans le fer v que dans le fer « — refroidissement rapide (sinon le
carbone précipite). L’acier trempé est plus dur que le fer. La dureté est proportionnelle a la teneur en carbone.

Polymeéres Dans le cas des polymeéres ou élastomeéres, 1’élasticité ne vient pas d’un minimum d’énergie poten-
tielle, mais c’est un effet entropique. Un polymeére est constitué de longues chaines carbonées qui se comportent
comme des fils flexibles. Un élastomeére est un polymeére réticulé, c’est-a-dire que les chaines sont attachées
entre elles par une liaison covalente.Pour maximiser son entropie de configuration, une chaine polymeére tend a
adopter une forme de pelote sphérique. Lorsqu’on applique une force mécanique extérieure on tend a déformer
(étirer ou aplatir) la pelote. Il s’exerce donc une force de rappel élastique qui tend & ramener la pelote vers la
forme sphérique.

2 Théorie de I’élasticité

2.1 Introduction : pourquoi une description tensorielle ?

On a vu des exemples simples de déformations élémentaires sous des contraintes normales et tangentielles
(voir le résumé Fig. 3). On a pu noter dans ces exemples que la contrainte est liée & la direction de la force par
rapport & la normale & la face sur laquelle elle s’applique. En fonction de ces directions relatives, la déformation
peut étre élongationnelle ou angulaire.

Pour traiter un cas général, on pourrait traiter chaque cas comme une combinaison de cas particuliers,
mais il faudrait définir des forces et déformation correspondant & chacune des déformations élémentaires, ce qui
aboutirait rapidement & des calculs extrémement compliqués. Il est en fait nécessaire de décrire le probléme
sous forme tensorielle. On aura donc affaire :

e au tenseur des contraintes & (ordre 2), de composantes o (i, kK =1, 2 ou 3), ou i indique la
direction du vecteur force et k indique la direction de la normale & la face sur laquelle la force est
appliquée. Par exemple (voir fig. 3) :

— traction : 017 # 0; toutes les autres composantes sont nulles ;
— compression uniforme : 011, 092 et o33 # 0; toutes les autres composantes sont nulles ;
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FIGURE 3 — Résumé : déformations sous contraintes normales et tangentielles

— cisaillement : 019 # 0.

On voit donc qu’a une contrainte normale correspondent les composantes diagonales o;; du tenseur des
contraintes, et qu’a une contrainte tangentielle correspond une composante non diagonale o, avec k # i. Le
tenseur des contraintes, avec toutes ses composantes, contient donc la combinaison de contraintes normales et

tangentielles. La donnée du tenseur des contraintes permet de traiter le cas général sans avoir & rechercher la
nature particuliére de telle ou telle perturbation.

e au tenseur des déformations £ (ordre 2), de composantes ¢;;,
e au tenseur d’élasticité A (ordre 4), de composantes A; ;.

A 3D, les tenseurs des contraintes et des déformations comportent chacun 3x3 = 9 composantes. Le
tenseur d’élasticité contient 3* = 81 coefficients (heureusement on pourra faire des simplifications).

La loi de Hooke dans le cas général s’exprime alors :

Oik = E Aijii €51

gl

Les coefficients élastiques £, v, K ou G vont apparaitre dans les composantes A;;;; du tenseur d’élasticité.

2.2 Tenseur des déformations

éfinition
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FIGURE 4 — Notations : (a) vecteur déplacement; (b) Changement de distance entre 2 points au cours de la
déformation.



On considére un corps qui se déforme (Fig. 4 (a)) : le point M se déplace en M’ au cours de la déformation.
Soit 7 le vecteur position du point M

T . l‘l
7| x — | af
T3 xh

On définit le vecteur déplacement : i = ro— 7

Notation : u; =z} — z; avec i = 1, 2 ou 3.

Remarque : la position du point M’ dépend de la position du point M (sinon on aurait une translation
d’ensemble) — @ = @(F) ou u; = w;({z;}). Si on connait #(), la déformation du corps est donc complétement

déterminée. On cherche donc a calculer @(7)

Comment décrire les allongements du matériau? Soient 2 points A et B voisins qui se déplacent en A’ et
B’ respectivement au cours de la transformation (Fig. 3 (b) ). On a :

T A1 TB1 . T A1 . TB1
Tal za2 |, 7B| B2 — r'a|l e |, B %
/
T A3 B3 T p3 Tp3
? —_— - -
AB =7 — Ty — A/B/:T/B—T/A
/ ! /
TRl — XAl = dxy Tp — Xy =dx]
AD Tgo — Tag = dxsy — A'B" | 2lgy — 24y = d},
/ ! /
Tp3 — Ta3 = drs T'gg — Tyg = daf

Avec dz), = 2'g;, — @'y, = (xpi + upi) — (Tai + vai) = dz; + du,.

—
|AB|| = di = \/da? + da? + da} = |AB| = di’ = \Jdof? + do? + daf?

di”? =3, da? =3, (do; + dw;)? = Y, (da? + du? + 2dz;du;)

dI? = di?> + Y, du? + 2, dridu;

Simplification : dans le cadre des petites déformations : du < dl — on néglige les termes d’ordre 2 en
du;/dzy, : on néglige donc le terme ), du? dans 'équation précédente qui devient
di? =di* + 2%, dvidu,.

ou; ou; ou; ou;
0] i — Ug ) ) d i — Zd 7Id 7Zd = ’Ld .
rou; = ui(wy, 2, T3) — U R T + A To + Ds T3 ; D, Tk

Notation : g;‘k = Opu; — du; =Y, Opuidxy.
di? =di* +25, >, Opuidz;dxy,
=di>+ 3, >, Opuidridry + >, >, Opuidz;dzy,
=d* + 3, >, (Biug + Opw;)dz;dxy,

On définit :

1 1 Ou;  Ouy
Eik = 5 (&uk + 6kul) = 5 <8J}k + 8.%)

N di” =dI* + ) 2eipdaiday.
ik



Les €;1 sont les composantes d’un tenseur d’ordre 2 : le tenseur des déformations :

€11 €12 €13
€21 €22 €23
€31 €32 £33

ol
|

Notation d’Einstein

ou « convention de somme sur les indices répétés » : quand 'indice d’une variable apparait deux fois dans
un terme, on sous-entend la sommation sur toutes les valeurs que peut prendre cet indice. Cet indice est dit muet.

Par exemple : Opu;dxy =Y, Opu;day.

~ I’ = di* + 2e,dz;dzy,. (1)

Propriétés du tenseur des déformation

e Tenseur d’ordre 2 (matrice 3 x3) — 9 composantes,

e Champ de tenseur : il dépend du point de 1’espace autour duquel se fait la déformation : £(r) au-
trement dit ;;({zx}),

e Symétrique : ¢;; = ¢;; — il n’y a donc que 6 composantes indépendantes,

¢ Diagonalisable : en chaque point, il existe une base dans laquelle seuls les éléments diagonaux de &
sont non nuls.

— Les axes de cette base = axes principaux ou axes propres du tenseur des déformations, notés oV,

— les éléments diagonaux du tenseur diagonalisé = les valeurs principales, ou valeurs propres du
tenseur des déformations, notées e, ¢ et ),

z 70 = OFO

Dans le repére (71, 72, 73))

W 0 0
= 0 2 0
0 0 ®

La base propre et les valeurs principales du tenseur des déformation changent d’un point & I’autre.

e La trace du tenseur des déformations est invariante par changement de base. Trace du ten-
seur = somme de ses termes diagonaux :
Trace{€} = e11 + €22 + €33.

Représentation du tenseur des déformation

De la méme maniére qu’un vecteur se représente par une fléche reliant deux points, un tenseur se re-
présente par une ellipsoide, qui a pour directions principales les directions des trois vecteurs propres et pour
demi-axes les valeurs propres correspondantes (ou les valeurs propres + 1).

Dans le cas du tenseur des déformations, il est défini localement. Les déformations principales peuvent
donc changer d’un point & un autre. On a donc dans le matériau un champ du tenseur des déformations, qui
peut se représenter comme un champ d’ellipsoides de déformation. Les directions des axes de 'ellipsoide sont
les vecteurs propres du tenseur des déformations. Les valeurs des demi-axes de l’ellipsoide sont donc liés aux
valeurs propres comme on va le voir ci-dessous.

On se place dans la base propre de € au point 7 :



W 0 0
0 2 0
0 0 &®

(1) —  di”? = di* +2eWda? + 2e@dad + 23 da?

ol
I

or : dI? = dx? + dx3 + dx3

dl’? est la somme de trois termes indépendants — la déformation est une combinaison de trois déforma-
tions indépendantes dans les trois directions principales du tenseur des déformations.

dry —  da) =V1+2eWdr; ~ (1 +eW)day
dre  —  dah=V1+2e@dx; ~ (14 e?)dx,y
drs —  doy=V1+2e®dr; ~ (14 e®)dus.
< dz! — dx;
(1) — M ?
L) 2
€ . (2)

La i-iéme valeur principale du tenseur des déformations est donc 'extension (ou la rétractation) relative
dans la direction du i-iéme axe principal.

Le demi-axe de l'ellipsoide des déformations dans la direction du vecteur propre (ﬁ(i) est

dx’ .
T (4)-
dz; +e

Ainsi ellipsoide est une sphére si la déformation est nulle; elle est allongée dans le cas d’un étirement dans la
direction considérée, et aplatie dans le cas d’une rétractation.

Variation relative de volume La variation de volume est :
v —  dV' =dzidzbdal
AV’ = (1+eM)(1 +e@)(1 4 e®))dadradrs
~ (14 +e3 4 6)gy.
- eM 4 £ 4 () = dVodV

av’ —dv
e (3)
av
Trace du tenseur des déformations est (dans n’importe quelle base) la variation relative de volume de
I’élément considéré.

Trace{Z} = ¢;; = div(d) =

Note : ici on a travaillé en coordonnées cartésiennes mais il est parfois plus commode de travailler en
coordonnées cylindriques ou sphériques (par exemple en coordonnées cylindriques pour décrire la torsion). On
donne alors I’expression du tenseur en coordonnées cylindriques.

2.3 Loi de Hooke

Thermodynamique de la déformation On considére un corps soumis a une déformation, et on décompose
la déformation en une succession de déformations infinitésimales. Pour un corps de volume V soumis & une
surpression p isotrope, la variation infinitésimale du travail des forces de pression par unité de volume est :

§Wegs = —pSV/V.



De fagon générale, on peut montrer (non fait dans le cadre de ce cours) que le travail par unité de volume
des contraintes & exercer pour déformer le corps s’exprime : !
IWert = oirdeir
En général, le corps déformé est en équilibre avec un thermostat. La variable thermodynamique appropriée
est ’énergie libre. La variation de I’énergie libre par unité de volume (ou densité d’énergie libre) est :
dF =d(U —TS) = —SdT + ode .

ou U est I’énergie interne par unité de volume du corps considéré. On peut donc écrire le tenseur des
contraintes comme une dérivée de la densité d’énergie libre :

Premiére forme de la loi de Hooke Pour résoudre un cas concret de déformation, il faut écrire la densité
d’énergie libre F du corps en fonction du tenseur des déformations. La déformation d’équilibre est alors celle
qui minimise F. Si le corps est isotrope, et que la déformation est petite et sans changement de température,
on peut écrire F comme un développement en série des puissances de €;, :

F =Fo+ax (termes d’ordre 1 en g;;) + b x (termes d’ordre 2 en €;) + ...

ol a et b sont des coefficients constants. Notons que les termes linéaires (termes d’ordre 1) se présentent
comme une somme de termes proportionnels & €;5, invariante par changement de base.

e On considére que le corps non déformé n’est le siége d’aucune contrainte, i.e. oy, = 0 lorsque €;;, = 0.
D’apreés I'équation (4), cela signifie qu'il n’y a pas de terme linéaire dans le développement de F,
soit @ = 0.

e Au second ordre, il existe deux scalaires invariants par changement de base et indépendants, formés a
partir des composantes ¢;; du tenseur des déformations : (511)2 et ZZ & efk.

A
— ]:zfo+§(€lz)2+lt;53k (5)

en s’arrétant a 'ordre 2 en ;. A et p sont les coefficients de Lamé. Pour que la déformation s’accom-
pagne d’une augmentation de 1’énergie libre par rapport a ’état non déformé il faut :

A, > 0.

D’apres I’équation (5), on a :

dF = deydey + 2ue;pdek
= Aeybirdeir + 2uepdeik

= (Aeudik + 2pueir)dei

Donc d’aprés 1'équation(4) :

’Uik = Aepdin, + 2peik ‘ (6)

ou encore :

o = eyl + 2uz (7)

1. 0W;pnt est le travail emmagasiné par le corps au cours de la déformation. Si la déformation est réversible, ce travail est
restitué lorsqu’on supprime la force extérieure a la source de la déformation : le corps reprend sa forme initiale. On a alors affaire a
une déformation élastique. Pour des plus grandes déformations, il se peut que le corps ne revienne pas tout a fait a sa forme initiale
lorsque la force extérieure est relachée. On dit qu’il reste une déformation résiduelle : la déformation est plastique. Dans la suite,
on se placera dans le cas d’une déformation élastique réversible.



ou I est la matrice identité. L’équation (6) relie les composantes du tenseur des contraintes a celles du
tenseur des déformations : c’est la loi de Hooke, annoncée sous la forme

oik = Aikjiji

On voit que dans les 81 composantes A;x; du tenseur d’élasticité, seuls 2 coefficients sont indépendants :
les coeflicients de Lamé.

On peut inverser I’équation (6) en utilisant le fait que, d’aprés la méme équation :

oy = (3)\ + QILL)EU (8)
On obtient donc :

1 A
ik =— |0k — s5——=—0oud;
Eik o <0k 3)\4’2#0” k) 9)

Les équations (6) et (9) sont deux expressions équivalentes de la loi de Hooke.

Deuxiéme forme de la loi de Hooke Il existe plusieurs expressions de la loi de Hooke, qui utilisent les co-
efficients d’élasticité correspondant au probléme considéré. Les coefficients de Lamé sont pratiques pour établir
théoriquement la loi de Hooke comme nous venons de le faire, mais ils ne correspondent pas d’emblée & une
situation physique particuliére (un certain type de contrainte ou de déformation).

Revenons a ’équation (5) et remarquons que :

e le terme ¢ représente la variation relative de volume du corps au cours de la déformation. Si ce terme
est nul, seule la forme du corps est modifiée : on parle de déformation de cisaillement pur, ou de
glissement.

e sig;, = Cte X §;x, on est dans le cas d'une compression uniforme : seul le volume du corps change au
cours de la déformation (mais pas sa forme).

On peut écrire le tenseur des déformations d’une déformation quelconque £ comme une somme d’un terme
de glissement et d’un terme de compression uniforme :

€= églissement + écompressiony

avec
é:compression = ggll]I
et
- -1
Eglissement — € — ggll]la

qui a bien une trace nulle quelle que soit la forme du tenseur €. Sous forme indicielle, cela donne :

1 1
it = (Eik — §5ik€ll) + §5ik€u

On a alors d’apres (6) :

1 1
Oik = Aeudix + 21 {(éik - g(sikfll) + 35ikfll:|

2 1
Oik = ()\ + 3u) eudir + 2p(ein — §5ik€u)

que l'on peut réécrire :

3

1
ik = Kepda + 2 <€ik - 5ik5ll> (10)

ol



K= (A + 2;) (11)

est le module de compression uniforme. La déformation & laquelle ce terme est associé dans ’équation
(10) représente en effet une compression uniforme. Le dernier terme de I’équation (10) est associé a une défor-
mation de glissement. Le coefficient p s’appelle donc module de glissement ou module de cisaillement :
1= G ou G est le module de cisaillement vu au premier chapitre de ce cours.

L’eq. (10) constitue la deuxiéme forme de la loi de Hooke. En inversant 1’équation obtenue, on obtient la
seconde expression de la loi de Hooke :

1 1 1
ik = 57=0i = | ok — 30 12
Eik 0K kou + 2 <U kT3 k:Ull) (12)

Remarques

1) On remarque ici que le lien entre ¢, et oy est déterminé par le seul module de compression uniforme
K : oy = 3Key, et ce quelle que soit la déformation. La donnée du tenseur des contrainte permet donc de
calculer rapidement la variation relative de volume.

2) Toutes les formes de la loi de Hooke vues jusqu’ici permettent aussi de constater que lorsque le tenseur
des déformations est diagonal, le tenseur des contraintes I'est également dans la méme base, et vice versa.

3) L’augmentation de I’énergie libre associée a la déformation peut s’exprimer en fonction des modules
K et p: d’apres (5) :

A 1 1 ?
F=Fo+ 55121 + #; {(511@ - §5ik€u) + 351'16611}

A 1 2 2 1
=Fo+ 55?1 + ,u;; [(Qk - 35ik5ll) + §5ik5121 + géikffll(fik - 36%5”)1
A, 1 >3,
= .FO + 55” + ,LL; Eik — g(sl'k(':ll + Mgsll +0
=Fo+ 54-& 52+uz 5»—16»5 :
0 9 3 1 - ik 3 1k<ll
que 'on peut réécrire :

K , 1 2
F=F+ ?E” + ,UZ]; <5ik — 36ik<€ll> (13)
La stabilité de la matiére par rapport & une déformation implique donc K > 0 et p > 0.

Application : compression uniforme

Dans le cas d’une compression, les forces extérieures s’exercent normalement & la surface du matériau, et
la contrainte correspondante est égale & —p. On a donc :

Oik = —POik
soit :
—p 0 0
o= 0 -p O
0 0 —p
D’aprés la loi de Hooke (12) :
p
ik = —55-0i
Eik 3 ik



soit :

N
g= 0 —% 0
0 0 —3%
La variation relative de volume est :
1% P
ey =—L
v " K

d’ou

1 /oV 1
V\op/ K
% est donc bien la compressibilité isotherme du matériau considéré.

L’augmentation d’énergie libre se calcule d’aprés (13) :

p2
fel:fffozﬁ.

Troisiéme forme de la loi de Hooke On considére une barre (figure 5) soumise & une force de traction
homogeéne sur la face perpendiculaire & I'axe Oz. La force par unité de surface est d’intensité o.

La seule force non nulle est celle qui s’exerce dans la direction Oz sur la surface de normale paralléle &
Oz : 0,, = 0. Toutes les autres composantes du tenseur des contraintes sont nulles :

0 00
c=100 0
0 0 o
Utilisons la loi de Hooke (12) :

L 1) + ! 16
Eik = —=0;L0 — | Oijk — =00,
k 0K kOl 2’u k 3 kOl

15 +1 16
= ——0;k0 — | O3k — <00
gR kT T g \T T gk

g g

“r =S T 9K T 6
ag +O'
€rp = — + —
9K 3
Egy = Eyz =€z =10

On définit les module d’Young F et coefficient de Poisson v :

o
zz — 14
e 2 (14)

Egx = Eyy = —VE,

D’ou :
9K

= 15
3K + (15)

- 13K —2
p= -t A (16)

€.. 23K+4pu
K et psont >0 — E > 0.

Par ailleurs le calcul donne :

10



E

n= m (17)

E
K =302 (18)
P L A— (19)

1-2v)1+v)

Si on reporte ces valeurs dans les expressions établies précédemment, on obtient ’énergie libre élastique :

Fa=F—-Fo= Z e+ g cl

Les équations (17) et (18) injectées dans (10) et (12) permettent de retrouver une troisiéme forme de la
loi de Hooke :

14
= — i 2
ik =1, [5k+ T2 5ll5zk_ (20)
1
Sik = & (1 +v)oi — voioy] (21)

Application : compression uniaxiale selon Oz :

On considére la compression d’une barre maintenue sur les cotés de fagcon que ses dimensions latérales ne
puissent pas varier (contrairement au cas de la traction uniaxiale on applique ici une contrainte sur les surfaces
latérales pour les empécher de se déplacer) :

0 0O
=0 0 O
0 0 ¢

On obtient donc pour le tenseur des contraintes :

Tor T A r (1 —20)° Y
E(l1-v)

Ozz =

A+v)(1—20)°

Opy = Oyz = 0y, =0
En désignant la force de compression par unité de surface par o,, = —p, on a :
(1+v)(1-2v)
Epp = ———F———
= E(l1-v)

v

Umz:Jyy:_pl_V

L’énergie libre élastique de la barre s’écrit :

FE v
Fa=F-Fo=s— |D cht+—ci
! 0 » Cik T o,

11



3 Flexion faible des poutres

On considére une poutre de longueur L le long de I'axe Oz, et de dimensions latérales petites devant L.

La poutre est fléchie comme représenté sur la figure 6a avec un rayon de courbure R. La courbure de la
poutre est positive si la concavité est tournée vers les y > 0 (ce qui est le cas sur la figure 6), et négative dans
le cas contraire.

On fait les approximations suivantes :

Flexion faible : R > L,

Flexion pure : la poutre n’est soumise & aucune tension ou compression supplémentaire.

Note : le rayon de courbure dépend en général de 1’abscisse z : R = R(x).

3.1 Surface neutre et déformation de la poutre fléchie

Considérons une tranche mince transversale de la poutre (figure 6b). R est en fait la courbure d’une
surface située en y = yo. On voit sur la figure que :

— pour y < ¥o, la poutre est soumise & une dilatation,

— pour y > ¥, la poutre est soumise & une compression.

Soit dz’ la longueur d’un élément de poutre qui avait la longueur dx avant la déformation. On a dz’ > dx
pour y < yg, dz’ < dx pour y > yo, et dz’ = dx pour y = yo. La surface y = yo est celle dont la longueur ne
varie pas au cours de la flexion : c’est la surface neutre de la poutre.

Calculons la déformation d’une surface de la poutre pout laquelle y = cte avant la flexion. Le rayon de
courbure de cette surface est égal & R — (y — yp). On a donc :

da’ (y)
——— =df
R—(y— o)
Oreny=yp:
dx'(yo) dx
=df = —
R R

L’allongement relatif de la surface située en y est donc :

dx’ 1 YW

dr R

La déformation correspondante est :

_da’ —dx Y — Yo

3.2 Etat de contrainte de la poutre fléchie

La loi de Hooke associe a la déformation €., une contrainte o,,. Comme la déformation consiste ici en
une traction de poutre, les surfaces latérales étant libres de contrainte, on a :

Comme les surfaces latérales sont libres, on a d’une part o,y = oyy = 0,y = 0 a la surface libre LOy,
et d’autre part 0. = 0y, = 0., = 0 a la surface libre L Oz. Pour pouvoir s’annuler aux bords, les contraintes
Owy> Oyys Ozys Oz €t 0., doivent rester trés petites a I'intérieur de la poutre. On les considére nulles dans un
premier temps (on verra plus loin sur un exemple que le calcul prouve qu’elles sont effectivement négligeables).
0.2 st donc la seule composante non nulle du tenseur des contraintes.

3.3 Fléche de la poutre

On appelle fleche de la poutre {(x) la composante selon I'axe Oy du déplacement de la surface neutre de
la poutre (voir Figure 6a).

12



3.4 Moment fléchissant

> Ox
La contrainte o, est associée & un moment qui tend & fléchir la 72
barre autour du pivot (local) de la surface neutre, autrement dit un Yo ""/'Z e
moment orienté selon 'axe Oz (voir ci-contre). Nous allons calculer
ce moment. oy M;

Le moment infinitésimal qui s’exerce sur un élément de surface dy dz perpendiculaire & I’axe Oz, situé a
la hauteur y, est :

dm = (y — yo) gy N Umé’xdy dz = _Jzz(y - yO) dy dZé'Z

On définit le moment fléchissant de la poutre :

MfzJ/m
STIJ

= _/ wa(y_yo)dydzaz

E

2 =
= == Yy —yo) dydze,
R(z) /gf )

EIL

M_f - R €z (24)

x

ou I, est le moment d’inertie de la section géométrique S, par rapport a la surface neutre :

IZ=/ (y —yo)? dy dz

x

La courbure de la ligne neutre, qui est 'inverse du rayon de courbure, s’exprime en fonction de la fléche
de la poutre ((z) :

Dans ’hypothése de faible flexion % <1:

1 d¢

R~ dx?
Le moment fléchissant de la poutre devient donc :

d*¢

Mf:EIz@EZ

3.5 Equations d’équilibre de la poutre fléchie

A TDéquilibre, le moment fléchissant de la poutre doit étre égal au moment des forces extérieures M
appliqué a la poutre pour la fléchir. Soit M, la composante z de M. On a :

M. &, = My
d’ott ’équation d’équilibre des moments :
d*¢
M, = EI, — 26
dz? (26)

La poutre a donc une rigidité a la flexion qui est le produit EI,. Si on veut augmenter la rigidité de
la poutre en faisant des économies de matériau, il suffit donc de placer le plus possible de matiére le plus loin
possible de la ligne neutre (y —yo grand de fagon & augmenter I,). C’est ce qui explique la forme en I des poutres
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métalliques utilisées dans la construction de batiments, comme représenté sur la figure 3.5.

Forme de poutre IPN utilisée dans le batiment.
En général, M est le moment d’une force extérieure F' appliquée a la poutre. Considérons une section de
la poutre de longueur dz. Le moment élémentaire dM de la force F' qui fléchit la poutre est

dM = dzé, N F

Soit
dM, = Fydx
D’ou
_aM,
YT dx

F, est appelé effort tranchant.

D’aprés (26) on obtient I’équation d’équilibre des forces :

F,=E d (IZ dQC) (27)

dr \'* dx?

L’équation (27) est bien utile lorsque la force Fj, ne dépend pas de z, par exemple dans le cas d’une force
ponctuelle appliquée a l'extrémité de la poutre. Dans le cas ou la force extérieure dépend de = (par exemple
lorsqu’on considére le poids de la tige comme on le verra plus loin), on peut avoir de préférence affaire a la force
extérieure par unité de longueur f, = dd% (qui est constante dans le cas de la pesanteur et d’une poutre de
section constante). On a alors une équation d’équilibre des forces linéiques :

_ d? d*¢
fy—E@ (Iz de) (28)

Les équations (26), (27) et (28) constituent les équations d’équilibre d’une poutre faiblement fléchie.
Dans le cas d’une poutre de section constante, le moment d’inertie I, ne dépend pas de = et ces équations se
transforment en le systéme suivant :

d2
M, = EI chg (29)
d3
F, = EL dng (30)
di¢
fy = EIZ @ (31)

3.6 Conditions aux limites

Pour trouver la forme ((z) d’une poutre fléchie, on a les équations d’équilibre ci-dessus et des conditions
aux limites. Les conditions aux limites sont de deux types :

poutre posée : impose une condition sur ¢ & ’abscisse du point sur lequel repose la poutre.

poutre encastrée : cela impose une condition sur la position ¢ et sur la pente ¢’ de la poutre au point
d’encastrement.

On peut aussi avoir des conditions aux limites sur les forces ou les moments en un point de la poutre (e.
g. & son extrémité). Cela se traduit, en vertu des équations d’équillibre, en une condition sur ¢ ou sur ¢’/ en
ce point.
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3.7 Applications

3.7.1 Déformation d’une poutre encastrée soumise a une force perpendiculaire sur ’extrémité
libre.

On considére une poutre de section rectangulaire :
— longueur L le long de 'axe Oz,

— épaisseur h le long de Oy,

— largeur w le long de Oz,

avec h, w < L.
La poutre est encastré en x = 0. On choisit orientation du triedre (Oz, Oy, Oz) de fagon a ce que Ox

soit paralléle a la direction d’encastrement. A Uextrémité de la poutre (z = L), on applique une force F dans
la direction y > 0 qui provoque la flexion de la poutre.

Surface neutre

Comme aucune force extérieure n’est appliquée dans la direction Oz, on doit avoir

/ Ozzdydz = 0
Sz

h
Y—7Y0
E=——dy = 0
w/o I Y

2 h
5w
=5 — Yoy =0
5w,
h2
2 uyeh =
5 ~ Y 0
h
y0*§

La surface neutre est située au centre de la poutre. Pour simplifier les notations, on pose yy = 0

Forme de la poutre

On considére une tranche de poutre & I'abscisse z. Le moment de la force extérieure qui s’exerce en x
est :

—

M= (f,—7F)AF

ou 77, est le point d’application de la force F , SOit :

M,=F(L-x)
D’apreés I’équation d’équilibre (26), on a :
d*¢

Le moment d’inertie de la section S, de poutre est :

I, = /yZdydz
S,
h/2
= w/ y* dy
“h)2
h
5T,
w | 2=
3 —h/2
_ wh?

I, = —
12
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FIGURE 5 — Barre soumise & une force de traction par unité de surface o sur la face perpendiculaire a 'axe Oz.

>» Ox
I
]_’UXX

v Oy

FIGURE 6 — (a) Flexion faible d’une poutre : notations. (b) tranche mince transversale de la poutre en flexion.

N
AN

FIGURE 7 — Poutre encastrée a une extrémité et soumise a une force a 'autre extrémité.
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I, est indépendant de x.
L’équation d’équilibre de la poutre est donc :
d*¢ 12F

a2~ o L7

Soit aprés deux intégrations :

C(a:)z% (Lf—f)—kAa:—&—B
Or la poutre est encastrée en z = 0 :

0)=0—-B=0

¢0)=0—-A4=0

La forme de la poutre encastrée est donc :

Déviation maximale de la poutre

La fleche maximale A de la poutre est ici sa déviation en x = L :
B AFL3
~ EBwh3

La poutre peut étre considérée comme une tige élastique linéaire : la fléche est proportionnelle a la force
appliquée :

A=)

F=FEkA

o — Ew [(h\?
4 \L
est la constante de raideur de la poutre élastique fléchie. Plus le rapport d’aspect h/L est petit, moins la

ol

Remarques

a) Déformation maximale :
La déformation de la poutre en (z,y) est :

rw = —% (33)
d*¢
-y ) (34)
12F
= Y Ewh3 (L - ) (35)

|exa| st maximal en z =0 et |y| = h/2:

l(Ea) | = 6FhL
Foa)mazl = Fps
_ snA
2L L

A

b) Etat de contrainte de la poutre :
D’aprés (35) :
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FL
|U$I|maa: = E |E$I|maw ~ W

I existe aussi une contrainte tangentielle o, li¢e a la force extérieure F appliquée dans la direction Oy
sur la surface de la poutre de normale €, :

F
Ty = wh
Donc

Oy ith

Oz wh FL
h
L

Oy < 1

OIZL‘

On voit bien que, dans le cas d’une poutre allongée, seule la contrainte normale o,, doit étre prise en
compte, comme annoncé en début de chapitre.
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3.8 Déformation d’une poutre encastrée soumise a son propre poids.

On considére la poutre rectangulaire (longueur L, largeur w, épaisseur h) encastrée en 2 = 0, la direction
d’encastrement étant selon 'axe Oz. La poutre est libre a son extrémité, mais est fléchie sous son propre poids.
La force extérieure exercée en x est le poids de la portion de poutre comprise entre les abscisses x et L :

Fy(x) = pgwh(L — x)

ou p est la masse volumique de la poutre et g est 'accélération de la pesanteur. On peut alors utiliser
Péquation d’équilibre (27). Mais on peut aussi remarquer que la poutre est soumise a une force linéique constante
fy = pgwh et utiliser 'équation d’équilibre (28) . On obtient :

d2 d2¢
pgwh = Eos (fz dx2>

_ Ew h3 ﬂ
12 dat
Soit :
210y
dz*  Eh?2

Aprés quatre intégrations :

pg =t s poe
Q(x):W?+A9€ +Bz*+Cx+ D

ou A, B, C' et D sont des constantes.

Conditions aux limites :
e Poutre encastrée : ((0) = (0) et ¢'(0) = (0) = C=D =0

o Extrémité libre en x = L :

a) Force nulle en . = L

Fy(L) =0
¢"(L)=0

Py
A=-LLop
Eh?

Donc :
P9

() = 57 (z* — 4L23) + Ba?

a) Moment nul en . = L

M,(L)=0
¢"(L)=0

309 1o
B=—=1L
Eh?
Donc :

Pg

((z) = SER (z* — 4La® + 6L%2?) (36)

La fleche maximale de la poutre est :

_ 3pgL*
~ 2Eh?

A= (L)

2. On retrouve bien Fy(x) = sz fydz’ = pgwh(L — ).
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4 Flambage d’une poutre (buckling)

— —

F b

0 vy

FI1GURE 8 — Géométrie de flambage d’une poutre chargée axialement a ses extrémités libres.

On considére une poutre de longueur L et d’axe Oz chargée axialement & ses deux extrémités par deux
forces £F'€,. La barre est fixée et articulée aux deux bouts. Bien que la force ne soit pas dans la direction Oy,
Pexpérience que ’on peut faire en comprimant une baguette fine prouve que si la compression est suffisamment
forte, la baguette fléchit.

On suppose la poutre fléchie et on note ((x) sa déflexion a l’abscisse = (figure 8).

Au point M d’abscisse x, le moment de la force extérieure F est :

—

M = MO AF
¢(z)e, N Fé,
—((z) Fé;
M, = —((x)F

L’équation d’équilibre (26) s’écrit donc :

Si la section de la poutre est constante, alors I, ne dépend pas de z et ’équation ci-dessus admet des
solutions de la forme :

F
((x) = Acos(ax) + Bsin(azx) avec «= ol
Compte tenu des conditions aux limites :
0)=0 —- A=0
((L)y=0 — Bsin(aL)=0
La solution non triviale est donc :
sin(al) =0
Soit
a= Z% avec p € N
D’ou :
EI,
F=p'n*—5 (37)

Une solution fléchie ne peut exister que si F' > F, avec

F, est le seuil de flambage. Pour une poutrelle hauteur h et de largeur w on a
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Ewh? Ewh [ h\?
F. = 2 — 2 i
=T e T 12 <L)

La contrainte critique de flambage est donc :
F, 72 (h\?
=—S=F_ (=) .
eTwh T T 12 (L)
Plus le rapport d’aspect h/L est petit, plus le seuil de flambage est bas.

Note : si la force extérieure F' > F, (F, correspondant & p = 1) augmente, la déformation augmente
elle-aussi. La tige prend les formes représentées fig. 9.

Remarque : Le flambage concerne aussi les plaques minces élastiques. Il est a origine de certains reliefs
géologiques (bosses et creux secondaires aprés la compression d’une masse continentale).
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FIGURE 9 — Formes d’un tige ayant flambé, pour F' > F, (grandes déformations).
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