Radioactivité : approche théorique

1 Radioactivité o

Dans une désintégration a

2X = 275Y + 3He(+Q)
I’énergie des particules « varie faiblement, de 4 a 9 MeV, alors que les périodes varient considérablement,
de 1077 s & 10'° années.
Exemples :
28U — ZTh + 4He donne une énergie E, = 4,27 MeV et une période T = 4,5 x 10° années.
212Po — 238Pb + 2He donne une énergie E, = 8,78 MeV et une période T'=3 x 1077 s.

Etude de la radioactivité — loi de Geiger et Nuttal (1911) empirique. Si R est le parcours de la particule «
dans un gaz a pression et température définie, on a :

log(T) = A — Blog(R) (5.1)

Par ailleurs, parcours R dans U’air 1ié & E. (notée T,) de la particule @ par R = 0,325 x T, avec T, en
MeV et R en cm), et ceci pour T, € [3;8] MeV. Ceci donne :
log(T) = C — Dlog(T,) (5.2)

Le fait que les énergies des « soient du méme ordre de grandeur alors que les périodes different de 23 ordres
de grandeur demande une explication. Elle est donnée par 'effet tunnel.

1.1 Approximation semi-classique WKB

WKB = Wentzel, Kramers et Brillouin

Méthode pour trouver des solutions approchées aux équations différentielles linéaires dont les coefficients ont
une variation spatiale. Lorsque la méthode est appliquée aux systemes quantiques, on réalise un développement
de la solution en puissances de h.
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Dans notre cas, on part de ’équation de Schrédinger & une dimension notée z :
h2
—o V" +V(z) = Ey
2m
Considere successivement deux cas :

cas E > V(z)

Cherche & priori une solution de la forme : ¥ (z) = U(z)e**(®). Dérivons deux fois cette fonction :

O = (U +id'U)e? (5.3)
V" = U +i(@U +¢"U) +i¢ (U +i¢'U)] e® (5.4)
[U// _ U¢/2 + i(?d)lU/ + qi)"U)} eiqb (55)

L’équation de Schrodinger devient alors

2m
+7

2
U// _ U¢/ h2

(E-WVU +i(20'U" +¢"U) =0 (5.6)

L’approximation WKB consiste & négliger le terme en U”, ¢’est a dire & considérer que U(x) varie lentement
avec x. Dans ce cas, en séparant I’équation en partie réelle et partie imaginaire, on obtient pour la partie réelle :

(25/(1‘) _V 2m(E B V) _ p(.Z‘) _ 2£ (57)

h h A
et pour la partie imaginaire
2000 +¢'U=0 & %/ = 7%%’/’ = U=Ctex (¢)"V/? (5.8)
ce qui donne, en reportant la solution pour ¢’ :
U = Ctex (E-V)™ /4 (5.9)
oa) = ¢ [ ot (5.10)
et finalement la fonction d’onde approchée
Y(x) = Cte x (E—V) Y% exp <7Zi /09” p(x/)dx’) (5.11)

cas £ < V(z)

Les solutions cherchées sont de la forme t(z) = U(z)e~?®). Avec la méme démarche, en négligeant U” et
en imposant la condition 2¢'U’ + ¢'U = 0, on obtient :

Y(x) = Cte x (V — E)"Y*exp <_71i /Ow V2m(V (') — E)dx’) (5.12)
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Transparence d’une barriére de potentiel

La transparence d’une barriere de potentiel est définie comme

P(a) |
Y(x1)

-

ol z7 et xo désignent les points tels que V(z1) = V(zg) = E.

D’apres les expressions précédentes, en prenant origine en x; par exemple :

7o (-3 [ Ve - B (513)
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FIGURE 5.1: Calcul de la transparence d’une barriére de potentiel V(x) pour une particule d’énergie E.

1.2 Autre méthode de calcul

Soit une barriere de potentiel rectangulaire, de largeur a, de hauteur Vj ; dans le cas ou E' < Vj, le coefficient
de transmission est (exercice de mécanique quantique...) :

(5.14)

avec k'? = 2,7—’3(‘/0 — E). Dans le cas d’une barriére épaisse, c’est & dire lorsque la ”longueur d’onde” A = 1/’
de la fonction d’onde est beaucoup plus petite que la largeur a de la barriere (ou encore k'a > 1), le sinus
hyperbolique se simplifie :

ek/a, o e—k/a ek’a
h(k'a) = ———— =~
sh(ka) 2 2
et T est approximé par :
1 E E /
= Ve 1 ekl Y 167 (1 - V) e e (5.15)
1+ an 17‘%0 4 0 0

La parabole 16z (1 — x) varie entre 0 et 4 lorsque x varie de 0 & 1. Le maximum de 4 est atteint pour z = 1/2.

On peut donc écrire a 'ordre de grandeur :
T ~ €—2k'a
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Une barriere de forme quelconque peut étre approximée par une succession de barrieres élémentaires d’épaisseur
Az de hauteur V(z). Calculons la probabilité qu’a une particule de franchir la barriere.
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FIGURE 5.2: Calcul de la transparence d’une barriére de potentiel V(x) pour une particule d’énergie E.

Soit P(z) la probabilité de trouver la particule en x. La probabilité de franchir la barriere de z & x + Ax est
Pz + Az) = P(x)e 2F A
Si on fait tendre Az vers une valeur infinitésimale dx, cette expression se développe au premier ordre

Pz +dz) = P(z)(1 — 2k dx)

donc
dP = P(x + dx) — P(x) = —2k'P(z)dx

P

de  _ 9k = P(z)=Ctex exp </ﬂf —Zk/d:z:>
Plr) (z) ;

et puisque le coefficient de transmission total est par définition 7 = P(z2)/P(x1), on obtient le méme
résultat que dans I'approximation WKB ci-dessus :

7= exp (=2 [ Vam(Vi — By

1.3 Théorie de Gamow de la radioactivité «
Pour expliquer la loi de Geiger-Nuttal, Gamow et indépendamment Condon et Gurney ont développé, en
1929, la théorie quantique de l'effet tunnel d’une particule « a travers une barriere de potentiel coulombien.
Considérons la désintégration
338U — 35'Th + 3He + 4,2 MeV
92 90 2 5
Supposons que la particule « existe a l'intérieur du noyau. Elle est liée au noyau par I'interaction forte de
courte portée; le potentiel peut étre schématiquement représenté par la figure 5.3

et par
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V(T) A
Vo
E
Ry ’)"C r
Uy,
FIGURE 5.3
r < Ry, V =-U, région d’interaction forte
r > Ry, V= % région d’interaction coulombienne

ou Z est le numéro atomique du noyau fils. Pour I’'Uranium, on obtient les valeurs numériques suivantes :

Ry = 1,1 (234)1/3+41/3}:8,5fm
27 e?
Vo = — = 30,5 MeV
0 Ry x 4eg ’ ¢
27 e?
R — 61,7
" E * 4meg m

ott I'on a utilisé le fait que la constante de structure fine s’écrit o = €2 /(4meghc) = 1/137 et donc e?/(4meg) =
(197 Mev.fm) /137 = 1,44 MeV fm.

On voit que F < Vj.

Une particule o de masse m, de vitesse v,, & Uintérieur du noyau de rayon Ry se heurte en moyenne v, /(2Ry)
fois par seconde & la barriere de potentiel. v, peut étre estimée en supposant une vitesse non relativiste (ce qui
est vrai si 'on compare E, = 4,2 MeV a Iénergie de masse de la particule « qui est d’environ 4 GeV).

1 | 2F
E, = §mavi = Vo = maZQC

Ce qui donne le taux de collision avec la barriere :

Yo gy qgrr VEa

2Ry AL/3

~ 10%! collisions par seconde

La probabilité de désintégration du noyau, A est donc le produit du nombre de collisions par seconde et de
la probabilité qu'une collision permette a la particule de traverser la barriere. Cette derniere est simplement le
coefficient de transmission T calculé précédemment. Donc :

v
A= 1
2Roe (5.16)
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oun G = %f;b; V2m(V(r) — E) dr est le “facteur de Gamow”.

Calcul du facteur de Gamow G

Le calcul complet du facteur de Gamow se fera en TD. On part de

e [T | 2Ze? Mok [T (e V2
G =22 / & Badr=2y / (1—1) dr
n? Jgr, \ 4mweor h? R \ T

en posant 7 = r.cos et 8. = Arccos, / %, et en se mettant dans 'approximation de faible énergie r. — oo,
on obtient :

G~ 2 Zma {grc«/Ea — \/ROTCEQ} (5.17)

le terme r.\/E, est proportionnel & Z/v/E, et v/ Ror.Fo x VRoZ. Donc

Z
G~ Ki——— — Kov/RoZ 5.18
1~ KaV/RiZ (5.18)

Pour Z variant de 82 & 92, v/Z varie de 8%, donc est & peu pres constant et G ~ K1% — K. Le lien entre
période T et énergie E, de la particule a s’établit alors comme suit :

A = Ae ©
G
logipA = logjp Ao — m
In(2 G
log), T = logy (2) = logw(ln(2)) - 10g10()‘0) + m
d’ou :
A
logyT =~ C1—==+ Cs (5.19)

VEq

avec C et Cy des constantes. L’accord entre le modele et 'expérience est remarquable pour la tres grande
majorité des noyaux, compte tenu de la simplicité du modele. Le désaccord le plus important se produit pour
le ZPPo, ceci est probablement dii & la couche fermée N = 126 (magique) de cet isotope, qui est plus stable que

prévu par le modele de la goutte liquide.

2 Théorie de Fermi de la radioactivité

Théorie proposée par Fermi en 1934. Ne prend pas en compte la violation de la parité (découverte en 1957)
mais décrit correctement les spectres de désintégration ST et 5~ et donne les ordres de grandeur corrects des
périodes.

Rappelons ce qu’est une désintégration 5~ :

X = 2. Y+e +7,



