Modeles physiques de quelques instruments de musique
et acoustiques

Corrigé

Premiere partie

Corde vibrante - Instruments a cordes

A. Equation de propagation de I’ébranlement

oy’ 0
1. a) dl=+/(dz)? + (dy)? =dzy/1+ (_y) . Au premier ordre en Y a0 = d.

ox T

b) Soit I'élément de corde MM’ compris entre les abscisses = et x 4+ dz (sur la figure les
angles ont étés exagérés pour la rendre lisible) :

g (x+da:,it) N a(x+dz,t)

/o r+dz

Puisque le poids est négligé, I’élément de corde, de longueur d¢ ~ dz, de masse dm = ud/,
est soumis a :

—
e la tension de la portion de fil située a droite du point M’, soit T (x + dx, t),

e la tension de la portion de fil située a gauche du point M’, soit —?(x, t).

Le mouvement de la corde ayant lieu selon Oy, le théoreme de la résultante cinétique appliqué
a cet élément de corde s’écrit :

Py — —
dmwe_y> =T (x+dx,t) — T (z,1). (1)
Soit en projection sur Oy :
0%y . .
dm@ = (T'sina) (z + dz,t) — (Tsina) (z,1). (2)
Au premier ordre en Oy :
x
. Iy
dm =pdz, cosa(z,t)=1 et sina(zt)=a(zt)= I
x

0
En se limitant a lordre 1 en a—y, I'équation (2) s’écrit :



dz. (3)

Mais le module de la tension lui-méme est une légere perturbation par rapport a sa valeur 7T au

0
repos. Au premier ordre en 8_y’ Ta = Ty puisque 'angle a est un infiniment petit du premier
x

ordre.
L’équation (3) s’écrit alors, au premier ordre :

Py _poa_ .0
Hor = %9z ~ 9.

L’élongation y(z,t) vérifie donc 'équation d’onde de d’Alembert :

. 1p
ouc=4/—.
I

. ) o .
2. a) Tj est une force, donc s’exprime en N ou encore en kg.m.s™, i est une masse linéique,

Py 0%
2~ o (4)

1 2

. — 0 . _ . N N .
donc s’exprime en kg.m™", — s’exprime donc en m2.s72 : ¢ est bien homogene & une vitesse.
i

b) La solution générale de I’équation de d’Alembert unidimensionnelle est la somme d’une
onde plane progressive dans le sens des = croissants et d’une onde plane progressive dans le
sens des x décroissants, les deux a la vitesse c :

y(x,t) = f(z —ct) + g(z + ct)

ou

o= (e 2) o (1)

c) Pour la corde de guitare : ¢ = 185 m.s™!, pour celle de piano : ¢ = 310 m.s™! (u =
pxs=2882gm1).
La célérité c est d’autant plus grande que la corde est plus tendue.

B. Corde fixée a ses deux extrémités. Modes propres

1. Modes propres, fréquences propres

a) Une onde stationnaire est une onde de la forme y(z,t) = f(x)g(t), elle ne se propage
pas.
b) On cherche des solutions particulieres de I’équation de d’Alembert sous la forme y(z,t) =

f(x)g(t) ou f(z) est une fonction de I'abscisse seule et g(¢) du temps seul.
Alors :

g (1)
9(t)
en supposant que les fonctions f et g ne sont pas identiquement nulles. Les variables x et t

étant indépendantes, si une fonction de z est égale a une fonction de t, elle est nécessairement
constante. On pose alors :

Py 0P : : i
0208 o fg )= @) & L1

F@) 14
o) —@gn O




ou Cj est une constante.

Si Cy est positive, f(x) et g(t) s’écrivent comme la somme de deux exponentielles réelles,
I'une croissante, 'autre décroissante. Quand ¢ tend vers 'infini, g(¢) tend ou bien vers l'infini
(en valeur absolue) ou bien vers 0. Le premier cas n’a pas de réalité physique (et dans ce cas le
cadre de ’étude - petites perturbations - n’est plus respecté), le second correspond a un régime
transitoire inintéressant. Si Cjj est nul, le probleme est le méme. Le seul cas physiquement
acceptable est donc Cj négatif. On pose : Cy = —k2. Alors :

f(x) = Acos(kx + )
g(t) = Bcos(wt +1v) ou k= %

c) Les conditions aux limites imposent a la fréquence f = w/27 de ne prendre que certaines
valeurs f,, , ce sont les fréquences propres. L’élongation correspondante, y,,(z,t) = yo, cos(w,t +
©) cos(kn,x + 1) est le mode propre associé.

d) La condition y(0,t) = 0 impose cos(v)) = 0. On choisit 1) = —g, d’ou :

y(x,t) = yo cos(wt + @) sin(kx)

La deuxiéme condition y(L,t) = 0 donne : cos(kL) = 0, soit kL = nm ol n est un entier
strictement positif. Or f = w/27 et k = w/c donc :

c
= N—
fo=ngz
e) Un nceud de vibration est un point qui reste immobile : V¢, y(z,t) = 0. Les nceuds se
situent en z,, tel que kx,, = nm ou n est un entier positif. Deux noeuds sont donc distants de

T A

k
Un ventre de vibration est un point pour lequel 'amplitude de vibration est maximale. Les

. ™ .
ventres se situent en z/, tel que kz,, = mm + 5 oum est un entier. Deux ventres sont donc

A
également distants de 5

A
Un neeud et un ventre consécutifs sont distants de 1

f) L’aspect de la corde pour les premiers modes propres est le suivant :

g) Expérience : corde de Melde, les fréquences propres de la corde sont les fréquences pour
lesquelles il y a résonance (a peu pres ... ).

On peut aussi enregistrer le son émis par une corde (micro + carte d’acquisition) et faire
'analyse harmonique (logiciel).



h) Guitare : L = 63 cm. Piano : L = 105 cm.

2. Solution générale

a) Les conditions initiales imposent :

y(z,0) = a(z) = i ay, sin <n%x>
et : -
E(x, 0) =0(z) = ; bn% sin <n%x>

Les coefficients a,, apparaissent comme les coefficients du développement en série de Fourier

e la fonction a(x) définie dans 'énoncé. Les coefficients b,, sont égaux a —— fois les coeflicients
de la fonct définie d I L fh ts b, t fois 1 fh t
nme

du développement en série de Fourier de la fonction 3(x).

b)
a(z)
—3L /L M N

\\\V/ —2L ‘ 0 \\\V/ 2L BE

3. Corde pincée

a) La vitesse initiale est nulle donc les b,, sont tous nuls. Pour déterminer les a,, on calcule
les coefficient de Fourier de la fonction a(x).

b) Soit la fonction « définie par :
h L
oz(x):%x pour 0<x<5

nh L
—————(L—x) pour —<z<L
(n—l)L( ) U

ol 7 est un nombre entier positif (égal a 2 ou 5 dans les exemples proposés).
La dérivée de la fonction a est égale, sur une période, a :

a(z) =

( h L
6/(3:):% pour O<:C<E
h L L
~'(x)——777 pour — <z <2L— —
(n—1L U U
h L
d'(x):n— pour 2L — — < x < 2L
\ L 1
Elle est paire donc seuls ses coefficients a,, (en cosinus) sont non nuls. Ils sont proportionnels
a sin T) donc nuls pour n multiple de 7. Les coefficients de Fourier de la fonction & se
n

calculent simplement a partir de ceux de sa dérivée par une intégration par partie :

2L . - .
/0 &' (x) cos n_z:vdx = [&(x) cos n—zx]o + %/0 &(z) sin nzxdx _ %/0 &(z)sin n—zwdx

Donc si un coefficient en cosinus de la dérivée est nul, le coefficient en sinus correspondant
de la fonction est nul aussi : les harmoniques multiples de 7 sont absents, ce que 1’on voit bien
sur les spectres présentés.



Pour la corde pincée en son milieu, on peut donner un argument plus simple : il n’y a
que des harmoniques impairs parce que une translation d'une demi-période (c’est-a-dire de L)
transforme la fonction en son opposé.

4. Corde frappée

a) Maintenant, ce sont les a, qui sont nuls puisque a(x) = 0.

La ou on frappe la corde, il ne peut pas y avoir de nceud de vibration. Pour supprimer
I’harmonique n, il faut interdire le mode ou il y un noeud en z = sL, il faut donc que s = p/n
ou p est un entier pouvant prendre toutes les valeurs de 1 a n — 1.

b) Le son d’un clavecin est moins riche en harmoniques que le son d’un piano puisque les
amplitudes des harmoniques élevés sont plus faibles que pour le piano.

5. Limites du modele
On a oublié tout effet dissipatif (perte d’énergie dans la corde et au contact de I'air en
particulier).

C. Etude énergétique

1
1. a) L’énergie cinétique de la portion de corde {z,z 4+ dx} est de, = = dmw?(z,t), avec

dm = pdl = pdx a l'ordre 1. La densité linéique d’énergie cinétique de la corde est donc :

1, 1 [(dy)°
e =0 = —p (= | -
ot = oH

b)
H
T (z+dx,t) -
Wil
Y y(x+dz,t)
—T (z,t) | y(z,t)
S r+dz

i) La puissance des forces extérieures s’écrit :

Pext = Ty(z + dz, t)v(z + dz, t) — Ty (z, t)v(z, t)
o(Ty0) ©)

ou T} est la projection de la tension sur e_;.
ii) Le théoreme de 'énergie cinétique appliqué a 1’élément de corde {x,z + dx} s’écrit :

O(OE.)
ot

= Pext + Pint

Or §E. = e.(z,t)dx donc :




On déduit des équations (6) et (5) 'expression de la puissance des forces intérieures :

00E,)
7Dint - 8t - 7Dext
0 (1 o(Tv)

Or, compte tenu de la projection du théoreme de la résultante cinétique sur l'axe Oy, les deux
premiers termes de cette équation s’annulent. Il reste :

Pt = —1, avd:zc = -T 4 (@) de = —-T, 0 (@> de = L T. %dx = _2 (LTQ) dx

YOu Yox \ ot Yot \ Oz T, Yot ot \ 2T,V
0(0F
iii) La puissance des efforts intérieurs se met sous la forme : Pj = — ( atP). La densité

linéique d’énergie potentielle de la corde est :

1 TO 3y 2
=—T’=—1(=) .
PTor, v T 2 (ax)

2. a) L’énergie totale de la corde est :

B(t) = Eu(t) + E,(t) = /OL <%M (%)2 (2,1) + %TO (%)2 (x,t)) do

Dans le mode propre n, y,(x,t) = ¢, sin (w,t + ¢, ) sin (k,x). L’énergie E,, de la corde est donc :

b 1
E,(t) :/ (—,uciwi cos® (wnt + ¢n) sin® (k,x) + =Toc2 k2 sin® (wut + ;) cos® (k‘n:p)) dz
0

2 2
L 9o o Lo a2 2
= Hentn COS (wnt + ©n) + ZTocnk:n sin” (wut + ©n)
Or pw? = Tyk?, donc :
E,.(t) = £02T k% = n?c? 7T—2T
" g O "4’

b) 1l suffit d’écrire I’énergie de la corde sous forme d’une intégrale sur z et de permuter
I'intégrale sur x et la somme sur n. En utilisant I'orthogonalité des polynomes trigonométriques,

on obtient : o
E = Z E,
n=1

C’est I'égalité de Parseval.
L’énergie de la corde est la somme des énergies de chaque mode propre. Il n’y a pas de
"couplage” entre les différents modes propres.

2 T,
3. Pour une corde frappée : E, = — 0
) 17112 4L

Pour une corde pincée, E, = ¢ T 1 LO'

Pour un instrument a cordes frappées, ’énergie du mode n ne dépend pas de n, tous les
harmoniques participent a I’énergie de la méme fagon ce qui explique en partie la richesse du
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1
son d’un piano. Pour un instrument a cordes pincée, I'énergie des harmoniques décroit en — :

n
le son est plus pur, plus ”cristallin”.

D. Influence de la pesanteur

1. a) d¢ = /(dx)? + (dy)%.

b) L’élément de corde compris en x et x 4+ dx est soumis a son poids et aux deux tensions
en x et en x 4+ dx. A I'équilibre :

0= ?(m +dz) — ?(x) +udlg
c) En projection sur Ox, on obtient (avec les mémes notations que précédemment) :
To(x+dx) —T,(z) =0

d’ou T, = cste = Ty, avec T(x) = T'(x) cos ().

d) En projection sur Oy :

dT;
—Y = pgde

T, (x+dz) —T,(z) —pdlg =0 < o

Or T, (z) = T(x)sina(zr) = T,(z) tana(x) = Ty tan o(z) avec tana(z) = dy

Cda
Finalement, avec m = pL, on obtient I’équation demandée :
T, d? dy\
L - (7)
g da? dx

2. 0 est homogene a une longueur (rapport d’une force et d'une force par unité de longueur).

d
3. a) Soit u(z) = d_y Cette fonction vérifie I’équation :
x

d
D Y, Y
dx
qui s’integre en argsh(u) = % + cste. Or au point H (voir figure de I’énoncé), u et = sont nuls :
la constante est nulle.
. dy x R
Il vient : P sh <g>, qui s’integre en : y(x) = J ch <
x
que y(0) = —h. C’est I’équation demandée.

X

5) — h — § en tenant compte du fait

b) La longueur de la corde est :

+d +d T d
[ — — h(Z —925sh [ =
/_d d/ /_d C <5>dx 0s (5)

d h d L
c) Au point B (par exemple), y(d) = 0 soit : ch (5> =1+ 5 D’autre part : sh (5) = —.

Or : ch®z — sh?z = 1. On en déduit la relation donnée dans 1’énoncé.
d) 6 ~ 3415 met h ~ 15 um. La corde est quasiment horizontale, il est tout a fait 1égitime
de négliger le poids devant la tension.

E. Prise en compte de la raideur de la corde



1. Soit un échantillon de solide de longueur L et de section S. Quand on exerce la force F

A
dans le sens de la longueur de I’échantillon, celui-ci s’allonge de Al, I'allongement relatif —

F
étant proportionnel a la force surfacique — tant que l'on reste dans le domaine d’élasticité du

solide. Le coefficient de proportionnalité est I'inverse du module d"Young :

Al 1 F
L ES ®)

Le module d’Young est homogene a une pression. Il s’exprime donc en pascals ou en newtons
par metres carrés.

2. a) E s’exprime en N.m 2, S en m?, K en m et 9?y/0x? en m~', donc le membre de
droite de I’égalité s’exprime en N.m™'. Il est bien homogene & un moment de force.

b) Le théoreme de la résultante cinétique pour la tranche {x,x + dz} s’écrit (au premier
ordre, sa masse est udx) :

82y

S = T(z+da,t) - T (x,1)

pudx

En projection sur Ox :

oT,
0="T,(x+dx,t) —T,(z,t) < =0
ox
donc T, (x,t) ne dépend que de x. On prend : T,(x,t) = Ty.
En projection sur Oy :
0%y o*y  OT,

c) Soit M et M’ les extrémités du segment étudié et G son centre de masse. Le théoreme
du moment cinétique en GG pour cette portion de corde s’écrit :

dL(G)
dt

—)/ — — — — —
=GM'ANT (x+dx,t) —GM AN T (x,t) + (v +dx,t)e; —.(x,t)e;

Or L(G) est proportionnel au moment d’inertie du segment de corde. Celui-ci est proportionnel
a dm et & (dz)% 1l est du troisiéme ordre en dx. On le néglige.
— d dy d d dy d
Sachant que GM = — g x_> e yore

P ) ot GM' = - + = 55 5 6vr OB obtient, au premier
ordre en dx : T
Ty(z,t)dz — TO% a; =0
En remplacant I', par son expression, on obtient :
dy Py
T, — T, ESK*— =0
Bz TN e

d) En éliminant 7}, entre les deux équations précédentes, on obtient ’équation de propa-
gation :
82y 02y 'y
~To=—5 + ESK*— =0
Mo~ 0gez TN

3. Modification des fréquences propres



a) En remplagant y(x,t) par la forme donnée dans 1’énoncé, on obtient :

T ESK?

p p

k4

b) i) Les conditions aux limites sont les mémes. Les fréquences propres vérifient, comme
pour la corde sans raideur : k,L = nm ou n et un entier positif. On reporte dans 1’équation
obtenue précédemment et on obtient (avec Tyuc? = 1) :

_nme (o ESK?n2p2\ /2
Wn =TT T, L?

ou encore :

f _nc 1+ESK2n27T2 1/2
2L T, L2

C’est bien ’expression demandée en posant :

B ESK27T_2
Ty L?

Les fréquences propres de la corde avec raideur ne sont plus multiples d'une fréquence
fondamentale : le son n’est pas harmonique.

ii)

In,
60 - avec raideur
40 4 sans raideur
20 A
0 » T

20 40

iii) On cherche n solution de V1 + Bn? = ¥/2, ce qui donne : n = 18.



Deuxieme partie
Membranes vibrantes - Instruments a
percussion

A. Equation de propagation de la déformation

1. Projections de la résultante des forces de tension :

e Sur Oz :

dF, = (T cosa)(z + dz, y,t)dy — (T cos @) (z, y, t)dy ~ W(x, y,t)dxdy
e Sur Oy :

dF, = (T cos B)(z,y + dy, t)dz — (T cos B) (z, y, t)dz =~ E?(Taci;)sﬁ)@’ y, t)dydx
e Sur Oz :

dF, = (Tsina)(z + dz,y,t)dy — (Tsina)(z, y, t)dy
+ (T'sin B)(z,y + dy, t)dz — (T'sin 8) (z,y, t)dx

(T sin ) (T sin 3)
~ —— (2., t)dedy + ——~

Comme o et [ sont faibles et que T est uniforme, il vient : dF, ~ 0 et dF}, >~ 0. D’autre part,

0z 0z
a ~ — et f >~ — au premier ordre. On obtient alors :
ox oy

(z,y,t)dydx

— 0%z 0%z R

2. Le théoreme de la résultante cinétique appliqué a cet élément de surface s’écrit :

82
e = dFy

puisqu’on néglige le poids. Avec dm = odxdy, on obtient, apres simplification par dxdy :

0?2 T <822 822)

o2 " o \o2 o

d

3. a) Clest une équation de d’Alembert a deux dimensions. La célérité des ondes est :
T

C = .
g

b) T s’exprime en N.m™' donc en kg.s™?, o en kg.m 2 et ¢ en m.s~'. On arrive donc au
systeme suivant :
a+b=0
—2a = -1
—2b=1

T
ce qui donne : a = 1/2 et b= —1/2, soit : c = 1/ —.
o
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c) c=107T ms L

B. Modes propres d’'une membrane circulaire

82
1. z(r,0,t) vérifie 'équation : a—tj = ¢?Az. On cherche z(r,0,t) sous la forme : z(r,0,t) =
F(r)G(0)H (t). En utilisant I’expression du laplacien en coordonnées polaires donné par I’énoncé,
on obtient :
1" 1 1 11
F(r)GO)H (t) =c* (F (r)G(O)H(t) + ;F’(T)G(@)H(t) + T—ZF(T)G (H)H(t))

Aux points ou F(r)G(0)H (t) ne s’annule pas, on a :

H'(t) _ , (F”(r) RGNS G”(e))

H(t)

F(ry "r F@r) 12 G(H)

r, 0 et t sont des variables indépendantes donc les deux termes de cette égalité sont constants.
On a donc :
H'(t)= KH(t)
ou K est une constante. Si K est positive, H(t) diverge ou tend vers 0 quand ¢ tend vers l'infini :
le premier cas n’a aucune réalité physique et le second aucun intérét. Si K = 0, le probleme est

le méme. On choisit donc K < 0. On pose K = —w?.

2. a) On en déduit :

G" () F'(r) 1F'(r) &
G(0) F(r) rF(r) r2?

Donc les deux termes de cette égalité sont constants. On a donc :
G"(0) = K'G(0)

b) G(0) est périodique de période 27, ce qui impose a m d’étre entier.

3. a) F(r) vérifie I'équation :

b) On pose : u = e L’équation (9) devient :
w

¥F+1Mq_1 m2F()O
R N - u) =
du?  wdu u?
C’est bien I’équation donnée dans I’énoncé.
c) Au bord de la membrane, z(R,0,t) = 0 donc J,, <%> = 0. Les fréquences propres f, »
c
sont donc :

ou &y est le n zéro de la fonction J,,.

d) Les fonctions J,, et J_,, sont identiques, on a donc naturellement : f,, , = f_pn-

11



4. a) La plus petite valeur de &, ,, correspond a ;. La plus petite fréquence propre est
107 x 2,405 63 1
= Z.

d : = —"—
one : fo. 2x 7w x0,65

b)

0,2 (L1) [ (1,2) | (2,1) | (2,2)
foum (en Hz) | 145 | 100 | 134 | 184 | 221

Les fréquences propres ne sont pas des multiples de la fréquence du fondamental. Le son émis
par I'instrument n’est pas harmonique. Mais la caisse de I'instrument sélectionne certaines de
ces fréquences, celles qui correspondent a ses fréquences propres pour lesquelles il y a résonance
entre la membrane et la caisse.

So1

0,2

c) Pourle mode (0,2), R(r) s’annule en r tel que % = &p1, cequi donne ry = =0, 436.

C’est la ligne nodale représentée (cercle) sur la deuxieme figure.
Pour les modes ou m = 1, la fonction G(#) = cos(f) s’annule en § = +7/2 : c’est la ligne
nodale verticale représentée sur les troisieme et quatrieme figures.

€11

D’autre part, pour le mode (1,2), R(r) s’annule en ro = === = 0, 546, ce que I'on voit sur
1,2
la quatrieme figure.

Pour les modes ou m = 2, la fonction G(0) = cos(26) s’annule en § = +7/4 et § = £37/4 :
ce sont les lignes nodales rectilignes représentées sur les deux dernieres figures.

_ G2

Enfin, pour le mode (2, 2), R(r) s’annule en r3 = ¢ = 0,610, ce que I'on voit sur la sixieme
2.2
figure.

d) Pour visualiser ces déformations : figures de Chladni (on met de la semoule sur la
membrane, on la fait vibrer, la semoule se regroupe au niveau des lignes nodales), interférométrie
holographique, par exemple.
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Troisieme partie
Tuyaux sonores - Instruments a vent

A. Approximation des ondes sonores - Equation d’ondes

1. L’onde sonore est une perturbation par rapport a I’état d’équilibre. Les grandeurs %,

0
M1 ur (14 a s - . . .
= et — ou c est la célérité des ondes sonores dans le milieu sont des infiniment petits du
Ho c
premier ordre.

La pression au repos est de l'ordre de 1 bar = 10° Pa. La surpression maximale supportée
par le tympan est de 'ordre de 20 Pa. Au seuil d’audibilité, elle est de I'ordre de 2 10~° Pa.

2. ¢~ 340 m.s™! et f € [20 Hz, 20 kHz] (la borne supérieure est d’ailleurs plutot 15 kHz
pour la plupart des gens).

3. a) L’équation d’Euler est :

.

u(%—?Jr(ﬂ)-gﬂiﬂ))W):—gﬁiPJru? (10)

b) o g—fU On prend U ~ 1 mm.s™! et f ~ 1 kHz d’on T80~ 1 ms2 Le
ot A - ' - ot~

terme de pesanteur est environ dix fois plus grand. On n’en tient pas compte dans 1’étude des
ondes sonores car il est pris en compte dans la pression au repos s’il y a lieu, il compense le
gradient de pression.

c) Dans I'équation d’Euler, 'accélération convective, produit de deux termes du premier
ordre, est du deuxieme ordre. Elle est négligeable devant I'accélération locale, qui est du premier
ordre. Plus précisément :

U
5]~

| (7w~

donc :
—
&) er_ o
H LU L/T ¢
u
De plus, “W W a 'ordre un. L’équation d’Euler linéarisée dans le cadre de 'ap-
proximation des ondes sonores est donc :
ou oo
NOW = —gradps.

0 N
4. L’équation de conservation de la masse s’écrit :a—’l; +div(pai) = 0. A Pordre 1, elle
s’écrit :
8,ul

o + o div e = 0.
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On dérive cette équation par rapport au temps, on permute les opérateurs portant sur les
dérivées d’espace et ceux portant sur les dérivées temporelles et on utilise 1’équation d’Euler
linéarisée pour aboutir a 1’équation :

0%
ot?

= Apy

5. a) Un développement limité au premier ordre de I’équation de comportement p = u(P)
donne :

dp
p=pu(Fo+p1) = p(Fy) + (dP)plzopl

d,u>
()
dp p1=0

On remplace dans ’équation précédente pour montrer que la surpression p; vérifie I’équation
de I’Alembert a trois dimensions :

donc :

avec

b) i) La durée caractéristique 7qi¢ de la diffusion thermique sur une longueur L est donnée
2

par : Taig = Do ou Dy, est la diffusivité thermique du milieu.
th

La durée caractéristique 7,,40 de variation sur la méme distance L des grandeurs qui se

propagent est : Topge = —-
c

T, D D
On choisit comme longueur L la longueur d’onde : onde _ th _ S Din
Tdiff cA c?

longueurs d’onde audibles sont comprises entre 1,7 cm a 17 m environ).

<410°% <1 (les

ii) La durée caractéristique de la diffusion thermique est beaucoup plus grande que la
durée caractéristique de variation des grandeurs qui se propagent : I’évolution du fluide est
adiabatique au passage de ’onde sonore.

D’autre part, le fluide est supposé parfait, les effets de la viscosité ont été négligés : les
transformations subies par le fluide peuvent étre considérées comme réversibles.

Le fluide subit donc des transformations adiabatiques réversibles, c¢’est-a-dire isentropiques :

), ()
15 =\ 35 = HoXso
(dP p1=0 op S,repos

1
v/ HoX S0

c) i) Le fluide est assimilé a un gaz parfait. Son évolution étant adiabatique réversible,
I’équation qui la décrit est la loi de Laplace :

donc :

CcC =

P
— = cste (11)
I
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En différentiant le logarithme de 1’équation (11), on obtient :

dP dp
2
soit :
dp _ Mo
(d—/i)plo a ﬁ
donc :

o [7Fo [ RTo
Ho M
ii) Dans le cas de I'air, & 20 °C, I'application numérique donne : ¢ = 343 m.s™!. Cette valeur
est en bon accord avec les constatations expérimentales, ce qui valide a posteriori I'hypothese
d’échanges adiabatiques réversibles.
d) Deux micros distants de d recueillent le son émis par un haut parleur (fréquence f) sur

I’axe de celui-ci. On visualise a 1'oscillo les signaux des deux micros. On commence par prendre
d tres faible. La courbe donnant le déphasage Ay entre les deux signaux en fonction de d a

2 fd
m/ . On trace Ap = f(1/d), on obtient une droite de pente 27 f/c.

pour équation : Ap =

B. Propagation guidée dans une cavité infinie
1. Onde plane

a) Il faut que a et b soient < longueur d’onde.

b) Pour une onde plane progressive dans le sens des z croissants : u(z,t) = f(t — z/c).
L’équation d’Euler linéarisée permet d’obtenir la relation :

p1(z,t) = poc u(z,t)

Dans le cas d’une onde plane progressive dans le sens des z décroissants, u(z,t) = g(t+z/c)
et :

p1(z,t) = —poc u(z,t)
Dans le cas général, u(z,t) = ui(z,t) +u_(2,t) ol uy(z,t) est une onde plane progressive
dans le sens des z croissants et u_(z, t) une onde plane progressive dans le sens des z décroissants.
On a alors :

pi(z,t) = MOC(UJr(Za t) —u_(z, t))

2. Modes propres de la cavité

a) En remplacant p;(M,t) par I'expression donnée dans I’équation de d’Alambert, on ob-
tient, aux points ou X ()Y (y)Z(2) ne s’annule pas :

" "

X'@) Y'W), 2'C)_

X'@) V') 2
X(@)" Y(y)  Z(2)

Sur les parois de la cavité, la vitesse particulaire est tangente a celle-ci, les fonctions X (z) et
Y (y) sont donc sinusoidales sinon leur dérivée ne peut pas s’annuler deux fois. Les constantes

Les variables z, y et z étant indépendantes, sont constants.
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sont négatives et on a bien :

( 1 d2—X _ _kQ
X(z) da? *

1 4y
Y(y) dy? !

1 a3z,

L Z(2) dz? ?

2
avec k§+k§+k§ =—
c
b) Sur les parois de la cavité, la vitesse particulaire est tangente a celle-ci, d’ou : X'(0) =
X'(a) =0et Y'(0) =Y'(b) =0.

c) Compte tenu des conditions aux limites ci-dessus, X () = cos <@) et Y(y) = cos <@>
a

ol n et m sont deux entiers positifs ou nuls (donc k, = nrw/a et k, = mn/b).
En reportant dans I’équation de d’Alembert, on obtient :
Z"(2) w?  nPr? o omir

== = —k?
Z(z) 02+ a? * b2 ?

La solution est donc de la forme donnée par I'énoncé :

p(z,y, z,t) = Zanmxy,zt)

n=0 m=0

avec

Pnm(2,Y, 2,t) = cos <?) cos <@) (An,m exp (j(wt — k‘zz)) + B exp (j(wt + k‘zz))>

ou n et m sont deux entiers positifs ou nuls.
d) L’onde se propage dans la cavité si k. a une partie réelle non nulle. Comme k? est réel,
k. est ou bien réel ou bien imaginaire pur. L’onde se propage dans la cavité si k* > 0 donc

2 2
, In?  m o
sl w > we,,, =TC\| — + =l dans le cas ou (n,m) # (0,0). La cavité se comporte comme un

c [n?2 m?

filtre passe-haut de fréquence de coupure : f., . = S\ =2 5+ =
Si (n,m) = (0,0), 'onde est plane.
2 2
: : 2 2 9 WU o 2 W W, 1 1
e) i) Larelation k; + k, + k. = =5 éerit : k2 = ——%  ou encore F abvie )\—g
.o . 3 , . w . 2 (A)Q - wcn m
ii) La vitesse de groupe de I'onde est définie par v, = T De la relation : k7 = ———,
z C
kZ V4 Ve . 7’
on déduit : ?k,dk, = wdw, puis : Vg = 2= = ¢, Comme Ag > A, on v, < c:la célérité de
w

sondes guidée est inférieure a la célérité des ondes se propageant a l’air libre.
. . 3 N c Y
f) Sia < b, la plus petite fréquence pouvant se propager correspond a fo,, = T L’ap-

plication numérique donne : f. , ~ 17 kHz. Cette fréquence se situe a la limite supérieure
des fréquences audibles. L’hypothese selon laquelle 'onde est plane dans le tuyau est donc
parfaitement justifiée.

g) La nouvelle fréquence de coupure est : f. ~ 10 kHz. Il peut donc y avoir des modes
propres du tuyau sonore dans le domaine audible.
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h) Pour le mode (0,0) :
Pool, y, ) = Aexp(j(wt — k.2)) + Bexp(j(wt + k.2))

avec k, = w/c.

i) i) Au niveau du récepteur, on observe deux modes, le troisieme étant a peine visible. Ils
ne se propagent pas a la méme vitesse, donc arrivent a des instants différents a 'autre extrémité
du tuyau. Enfin, le caractere dispersif de la propagation se voit dans le fait que le signal est
déformé au cours de sa propagation.

ii) La durée de propagation des différents modes observée est :

e pour le premier : At = 6,0 ms;

e pour le deuxieme : At = 7.2 ms;

e pour le troisieme : At = 8,1 ms.

ce qui correspond a une vitesse de groupe :

e pour le premier : v, = 335 m.s™!;

e pour le deuxiéme : v, ~ 280 m.s™';

e pour le troisieme : v, ~ 250 m.s™'.

On vérifie bien que la vitesse de groupe est inférieure a la célérité des ondes sonores a 1’air
libre.

D’autre part, la longueur d’onde correspondant a la fréquence de coupure est d’autant plus
petite que le mode est élévé, donc la longueur d’onde dans le guide est elle d’autant plus grande
que le mode est élévé. Finalement, plus le mode est élevé, moins il se propage vite : les modes
observés sont en ordre croissant.

C. Propagation dans une cavité de longueur finie. Impédance

1. Impédance caractéristique

Su(z,t) est le débit volumique a travers une section droite du tuyau. Pour une onde plane
HoC

o

progressive dans le sens des z croissants, Z. =

2. Impédance acoustique

a) D’apres les questions précédentes :

pi(z,t) = Aexp(j(wt — k.z)) + Bexp(j(wt + k.z))

et :
A B
1) = — (Wt — k.2)) — — (Wt + k.
u(et) = - oxp (J(wt = k.2)) e &P (J(wt + k.2))
d'ou : Zy = Zcu et Z; = ZcAexp(—zkzL) +B€Xp(j,kZL>. L’expression de Zj s’écrit
A-B Aexp(—jk:ZL) — Bexp(jk‘zL)
aussi :

(A+ B)cos(kL) — j(A— B)sin(kL)  Zycos(kL) — jZ.sin(kL)

o=z (A—B)cos(kL) — j(A+ B)sin(kL)  Z.cos(kL) — jZysin(kL)

Cette équation s’inverse en :

_, Zpcos(kL)+ jZ. sin(kL)
- 7% Z.cos(kL) + jZp sin(kL)

Zo (12)

b) Quand Zj, tend vers Uinfini, Zy = —jZ.cotan(kL).
Quand Zj, tend vers zéro, Zy = jZ.tan(kL).
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3. Fréquences d’une flite et d’une clarinette
Dans les deux cas, Z;, = 0 donc Zy = jZ.tan(kL).

a) i) Pour une flute, Zy = 0 d’out tan(kL) = 0 soit kL = nm ol n est un entier positif. Les
fréquences propres de la flute sont donc :

C N
fn=n— ou neN*

2L

s
ii) Pour la clarinette Zy est infinie, ce qui donne : kL. = —— + nm ou n est un entier

positif (on choisit —7/2 pour numéroter les fréquences propres de la méme fagon pour les deux
instruments). Les fréquences propres de la clarinette sont donc :
c c

fn:_EJrnﬁ ot n € N*

iii) L’onde est stationnaire a l'intérieur du tuyau. La surpression en z = 0 est nulle pour
la flite (nceud), maximale pour la clarinette (ventre). En z = L, elle est nulle pour les deux
instruments.

iv) Surpression a l'intérieur des tuyaux :

o Flute :
n=1
n=2
e (Clarinette :
n=1
n=2

v) En ouvrant le trou de registre situé au tiers de la longueur de la clarinette, on impose
un noeud de surpression en ce point : on interdit donc tous les modes qui ne possedent pas ce
noeud, en particulier le fondamental. La premiere fréquence émise est donc ’harmonique 1, de
fréquence 3 fois plus élevée que celle du fondamental.

b) L =c¢/2f ~52 cm.

18



c) A longueur égale la clarinette joue un octave plus bas que la flite (fréquence fondamentale
deux fois plus faible). Le son émis par une flute possede tous les harmoniques du fondamental
alors que celui émis par la clarinette ne possede que les harmoniques impairs.

d) Quand la température augmente, la célérité du son augmente (c est proportionelle a
VT ) donc les fréquences propres d’un instrument a vent augmentent.

Pour un instrument a corde, ¢ = 4/7Tp/p ne varie pas quand la température augmente
mais la longueur de la corde augmente légérement (la corde se dilate). Les fréquences propres,
proportionnelles a ¢/2L diminuent.

4. Prise en compte de I’impédance de rayonnement

a) La puissance sonore transmise a I'extrémité de I'instrument est P = py (L, t)u(L,t)S = 0
car il y a un noede surpression en z = L.

b) La surpression p;(r,t) vérifie I'’équation :

Ppr 21 & (rp1)

C [
Ot? r  Or?

La fonction rp; est solution de :

0*(rp1) _ ,0%(rp1)

o2 or?

qui est une équation de d’Alembert a une dimension. On en déduit la forme générale de la

surpression :
r r
=) 7(t+3)
_N  C/ + _N ¢/

r r
— —

onde sphérique divergente  onde sphérique convergente

pl(T’, t) =

A
c) La surpression est : py(r,t) = ~ eXD (j(wt = kr))

. 0 1 9p . : oo
L’équation d’Euler linéarisée, a—% = __8;1’ permet de déterminer la vitesse particulaire :
Mo OT
A i
— . —
u(r,t)=——1[(1— — | exp(i(wt — kr)) e,
2(rt) = 2 (1 ) explitet - )

L’impédance acoustique en r = a est :

_ ]_91((7’715) _ HoC 1
= 2mau(a,t) 27?@21 K

ka

d) La puissance moyenne rayonnée vers l'extérieur est (en posant S = 27wa?) :

_ AP
HoC

P= %Re(l_%(% )’ (a,1)S)

Dans ce modele, elle est non nulle.

c
e) Si ka < 1, clest-a-dire si a < A\, Z, ~ 1 Ho
2ma?

cette limite, la puissance rayonnée est nulle (la vitesse particulaire et la surpression sont en
quadrature).

ka. Elle est imaginaire pure donc dans

Il faut pousser le développement limité a l'ordre 2, on obtient alors : Z, ~ 2,u002 ((k:a)2 + ik‘a).
a
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5. Application au son émis par une flite.

a) Avec les résultats précédents, on obtient :

Zcos(kL) + jZ.sin(kL) R+ jX + jtan(kL)

Zy= 2. = Zc : :
0 Z.cos(kL) + jZ,sin(kL) 14+ j(R+jX)tan(kL)

R est négligeable devant X et au dénominateur, le terme prépondérant est 1. Il reste :
Zy~ jZ.(X + tan(kL))

b) En z =0, 'impédance est nulle donc tan(kL) = —X = —aka.

c) On trace les courbes x — tan(z) et x — —aa/L sur le méme graphique et on cherche
leur intersection. Or aa/L est petit (tan(kL) < 1) : ces intersections sont légerement avant les
zéros de la fonction tangente. Les fréquences propres sont bien légerement inférieures a celle
que ’on obtient en considérant Z; = 0.

On a donc : kL = nm — ¢, ou ¢, < 1 avec ¢, > 0. Alors : tan(kL) = —tane, ~ —¢, =
kL —nm. Les valeurs de k vérifient donc : k(L + aa) = nm. On est ramené a I’étude d'un tuyau
idéal de longueur L + A ou A ~ «aa.
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Quatrieme partie

Restitution du son - Haut-parleur

A. Equations du mouvement

1. La bobine est alimentée par un générateur. Ce générateur fait donc passer un courant
dans le circuit. La bobine, parcourue par un courant et plongée dans le champ magnétique créé
par I'aimant, est soumise aux forces de Laplace. Elle est mise en mouvement. Elle engendre
alors une onde sonore par déplacement de I’air au voisinage de la membrane mobile.

Mais le circuit mobile se trouve dans un champ magnétique permanent. Il est donc siege
d’'un phénomene d’induction : une force électromotrice induite e(t) apparait qui s’oppose a
E(t).

L’énergie électrique fournie par le générateur est transformée en énergie mécanique.

2. L’équipage mobile est soumis :

e 2 son poids;

e a la tension du ressort équivalent ;

e 2 la force de frottement de I'air;

e a la force de Laplace.

La résultante des forces de Laplace sur la bobine est :

—

— —
Fras :f i(t)ydl A B
bobine
¢ ity (@) (57)
bobine

~ ¢ i)
bobine
= —i(t)2rNaBe,
Le théoreme de la résultante cinétique projeté sur l’axe Oz donne :

dv ,
m = —kx(t) — fu(t) — 2rNaBi(t) (13)

avec v(t) = de

=5
ﬁ
3. La force électromotrice induite par le mouvement du haut parleur dans le champ B est
égale a :

e(t) = f <7 A E)) dl = f (veg A Be;) - (dleg) = v(t)B x N x 27a
bobine bobine

On a donc :
e(t) = 2nrNaBuo(t)

L’ensemble du circuit mobile possede une résistance électrique R et une inductance propre
L. Le schéma électrique équivalent est donc :
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=l (Plert

e
ol er est la force électromotrice induite totale, somme de la force électromotrice induite par
di
le champ extérieur, e, et de la force électromotrice autoinduite : ep(t) = 2n NaBuv(t) — LE'

L’équation électrique est :
€
& 9xNaBu(t) (14)

E(t) = Ri(t) + Ldt

B. Impédance du haut-parleur
1. a) Les équations électrique (14) et mécanique (13) s’écrivent en notations complexes :

Uy=(R+jLw)l —2rNaBV

jmwV = v _ pv —9xNaBI
jw

Apres avoir éliminé V entre les deux équations, on obtient :

‘ 1
R+ jlw+ f Jmw k

(2rNaB)? - (2rNaB)? - j(2rNaB)*w

I =FE

On voit apparaitre 'impédance Z du circuit sous la forme Z = Z4 + Z,, ou :

1
Za=R+jL t 4 = —
=él +.] w € “Zm Zm
avec : ; . " )
Jmw )
Y = = — +5Ch
- 2rNaB)?2 + 2rNaB)? ta 2rNaB)?w Ry +ICmw i Low
( J j

ce qui correspond bien au schéma équivalent proposé dans I’énoncé.

b) Rm:M:ZSQ,Cm:Mw:?,B10_4Feth:M:4,4mH.
2.
Voie X
sl
O |E2
4 =]

Voie Y

Le circuit est alimenté par un signal sinusoidal e(t). Sur la voie X de l'oscillo, on recueille
une tension image de U'intensité (X = —ri(t)), sur la voie Y la tension u(t). En faisant varier la
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fréquence du signal d’entrée et en mesurant pour chaque fréquence I’amplitude des deux tensions
X et Y et le déphasage entre elles, on a acces a I'impédance du haut-parleur en fonction de la

fréquence.
Si le GBF est a masse flottante, le transformateur d’isolement est inutile.

@M_;L)

Rm<
5 et Xp = Lw —

Rn, L,
3. a) Rp=R+ 1 T 5
2 o 2 o
L+Rm(cgw lmw) L+Rm(C@w lmw)

b) Quand w — 0, I'impédance tend vers R, ce que 'on observe bien sur les courbes.

De méme, en tres haute fréquence, Ry tend vers R et X7 vers 'infini.

On observe une résonance de Ry pour w = wy = 1//L,,C,,, ce qui tout a fait en accord
avec l’expression littérale de Ry.

Si on cherche les valeurs de w pour lesquelles X7 s’annule, on trouve une premiere valeur
tres proche de wy (compte tenu des valeurs numériques) puis une seconde valeur, pour w ~ 4w.

C. Rendement énergétique

1. L’énergie mécanique du haut-parleur est composée d’un terme d’énergie cinétique et
d’un terme d’énergie potentielle élastique :

1

E,, = §m1)2 + 5]{?1‘2
L’énergie magnétique de la bobine est :
L.
EL:§Lﬂ

Le bilan énergétique du dispositif s’obtient (par exemple)en multipliant I’équation électrique
(14) par i(t)dt et 'équation mécanique (13) par v(t)dt :

E(t)i(t)dt = Ri*(t)dt + L%i(t)dt — [Bu(t)i(t)dt

et
d
mémmn:4mmwmp¢&@a—mmm@a
On en déduit :
Et)idt = Ri*dt + JRcanY + m 3 + kavdt +  fo’dt
T~ En En —
—— dt dt ——
5EG = Py;dt + dE;, -+ dE, -+ dEp —  Protedt
ou :
o 0Eq = E(t)i(t)dt est I'énergie fournie par le générateur entre ¢ et t + dt;
e P; = Ri*(t) est la puissance dissipée par effet Joule ;
1
o [(t) = aLiQ(t) est I’énergie magnétique de la bobine a l'instant ¢ ;
1
o £ (t) = émv2(t) est I'énergie cinétique de I’équipage mobile & I'instant ¢ ;
1
o E,(t) = ak:xQ(t) est Iénergie potentielle élastique a 'instant ¢;
® Prote = —fv?(t) est la puissance de la force de frottement.
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L’énergie fournie par le générateur est en partie stockée sous forme magnétique, cinétique
et potentielle dans le dispositif et en partie dissipée par effet Joule et par la force de frottement.

2. Ni la puissance des forces de Laplace ni celle de la force électromotrice induite n’appa-
raissent dans le bilan énergétique global. Le couplage électromécanique est parfait. La puissance
des forces de Laplace et celle de la force électromotrice induite se compensent exactement.

Le champ magnétique permet la conversion de puissance électrique en puissance mécanique.

3. a) Le bilan énergétique : E(t)i(t) = % + % + Ri*(t) + fv*(t) s'écrit en valeur
moyenne :

(Bi) =040+ (Ri®) 4+ (fv*)

En effet, 'énergie mécanique et 1’énergie magnétique sont périodique, de période T'/2, la valeur
moyenne de leur dérivée est nulle.

La puissance fournie par le générateur est en partie dissipée par effet Joule, en partie trans-
mise a 'onde sonore (puissance dissipée par frottements).

b) Le rendement énergétique du haut-parleur donc étre peut défini de la fagon suivante :

2
n= % En fonction des résistances, on trouve : n = Z—r; = RTT;R

c) Le rendement est maximum pour la valeur de w qui rend Ry maximal, ¢’est-a-dire pour
w = wp = 558 rad.s™! pour le haut-parleur étudié. Cette valeur correspond bien & ce que I'on
observe sur la figure (log(wg) ~ 2,7). La fréquence de résonance de ce haut-parleur est de 89
Hz.

Le haut-parleur est intéressant dans une gamme de fréquence ou la puissance acoustique
qu’il délivre est a peu pres indépendante de la fréquence. Les enceintes acoustiques sont équipées
de plusieurs haut-parleurs de fréquence de résonance différentes pour couvrir de maniere efficace
tout le spectre audible.

D. Onde acoustique rayonnée

1. Pour une onde plane progressive, p; = pocu. D’autre part, au niveau de la membrane,

la vitesse du haut-parleur est égale & celle de I'onde sonore, d’ott : F = —pupcSv ol f = pocS.
Avec les valeurs numériques précédentes : S ~ 15 cm?. Cette valeur semble raisonnable.

2. a) Il faut que la taille de la membrane soit faible devant la longueur d’onde des ondes
de déformation de la membrane.
b) On integre 'expression donnée sur toute la surface de la membrane du haut-parleur :

a . 2 2
2(0,0,2) = / _JWty j(w poVrita? )m
- 0o 2m\r? 4 12 c

On fait le changement de variable : & = /72 4+ 22 :

p0.0.0)= [ e j(w (t - %))d&
0

= 1pCVy (exp(—jkx) —exp (—jkVa? + x2)>

ouk=w/c.
c) i) Le module de la surpression en un point de 1’axe est :

1p(0,0,2)| = 2uocuy (1 — cos(kva? + 2% — kx)>
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Il est maximal pour x tel que :

\/m_x:@nmg

et minimal pour x tel que :

va2+ 2?2 —x=n\

Apres quelques calculs, on obtient :

e minima : z,, = mA ((%)2 _ 1>

ii) il n'y a pas d’extremum de surpression sur l'axe si a < A/2. Pour un haut-parleur
émettant un son de fréquence 500 Hz par exemple, A >~ 70 cm d’ou a < 35 cm ce qui vérifié

dans la pratique.

k 2
d) Loin du haut-parleur, p(M,t) ~ ,uocvoj2i exp j(wt — kx). C’est une onde sphérique :
= x

loin du haut-parleur, celui-ci est v comme une source ponctuelle émettant une onde sphérique.

k
e) Au niveau du haut-parleur (en x = 0), p(M,t) = 2jugcvg sin (7&) exp j(wt — ka/2),

k
son module est : [p(M,t)| = 2pocvg sin (g) Pres du haut-parleur, 'onde n’est plus du tout

sphérique (elles serait alors infinie).

Fin
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