ipe variationnel

m(::::dl? \é:::;:))ml;i :«:J :Zn::::"" A partir du principe d*Alembert (c'est-A-
i e j possible de le dériver & partir d'un principe

pel, le principe de Hamilton, c’est-A-dire sous la forme d'une recherche d'un extremum
jonnelle. Une fonctionnelle généralise le concept de fonction qui dépend d’une ou
g variables. Une fonctionnelle va dépendre d'une ou plusieurs fonctions. L’avantage

gincipe variationnel réside dans le fait qu'il s’affranchit de tout systéme de coordonnées.

1. Extrema libres et extrema liés

n d’aborder la problématique de la recherche d’un extremum d’une fonctionnelle, il peut
lutile de rappeler la problématique de la recherche d’un extremum libre d’une fonction
\sieurs variables et d’introduire la problématique de la recherche d’un extremum SOUS
trainte que l'on résout classiquement par le biais des multiplicateurs de Lagrange. Soit

r,) une fonction continue et dérivable de n variables zi i =k-..,n (Fig. 4.1).
on effectue une variation infinitésimale dz; des variables cela implique une variation
ale 0F de la fonction. La recherche d’un extremum de cette fonetion passe par la

| 'téSim
herche d’un point stationnaire

—
OF =

e soit la direction dans laquelle on opére une variation
dante de la fonction est nulle. On notera
t en général pas suffisante pour

best_i-dire a partir de ce point et quelqu
énitésimale des variables, la variation correspon
la condition de stationnarité est nécessaire mais n’es
we la condition d’extremum soit respecté. Il est en effet nécessair
pplémentaire sur les dérivées d’ordre plus élevé. Par exemple dans le cas d’une fonction d’une

wrizble il est nécessaire d’imposer que la dérivée premiére change de signe au voisinage du
'inflexion. ‘Si Pensemble

e
e d’imposer une condition

izt stationnaire sinon on se trouve dans le cas de figure d’un point d

e variables z; sont indépendantes alors I'Eq. (4.1) est équivalente au jeu de n équations

%:0, i=1,...,m (4.2)
6z,~
—______'__’___——-—'"’“"_—‘-—-——w-
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riable possédant un
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ction le long de

I
R nta une fOHCt]OIl a plusieurs va ;
e de Dextremum
diq

Le cercle vert in : f
i6 de la ton

vert indiqueé la posm mum

3 représentée en rouge-

FIGURE 41.-
on du J’extre

eme d’équation correspond bien & un. mi

Jution de cé syst
définie par

F si (mais pas seulement) 1 matrice Hessienne fij
oF

hij = Bz,0z;

On remarquera que la s0

n effet cette condition Impose

Zhudaaéx, >0, Vozi

i

est définie positive: E

On montre facilement que cette condition est remplie si ’ensemble des valeurs propr

matrice hessienne sont positives.

un extremum dans le cas ol les va
i

Nous allons maintenant considérer la recherche d

sont reliés par une contrainte

f(z1,22,. -, 2n) =0 ,

0
n parle d’extremum lié (Fig. 4.1). Pour simplifier nous allons supposer qu'il existe
une s

relation de
s 6contramte 1l sera aisé de généraliser a un nombre quelconque. Dan
10N8 023 N J s ce “
+ nessont plus‘indépendantes. En effet en effectuant une petite variat; .
ria ion dée

contrainte on voit qu'il exi
oit qu'il existe une relation
b

of = Zaféa:z—o Y 0zi 1
(4.6
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Hon tlea o
Utren par exemplo on e

ite on obt
i ont wne expression oy type

00
' |;rnhlhno o8t d'exprimer uno des eoor-
ul ¢
1lslr In coordonnée »,. A partir de la

l"‘ = g(ry
s e T 1) o
ors Injecter cette exprossion d o et

'
ey r“‘"‘ imm‘ de.la fonotion. L. 11 ne reste plus ~h
one 0,
on F(ey,... ,2n-1,9(x1,...,0n-1)) dans | ohac

e dimension B 1. |
<€ probléme dp ¢
saire de trouver TE”:LAWHO approche réside dang le fait qu'il est d'une porsigr 7
oo

Xpression de
9\T1y ..y 2n1) et d'autre part cela peut briser

-

la recherche d'un oxtromum (J

s symétries. Pourquoi choj
isir |
tilisation des multiplicateurs ;.a coordonnée x,, & éliminer ? Une approche alternative B s
Liagrange.
allons sommer les conditio
ns d'ext
multiplicatif. / NM’:e"'lollm et de contrainte L‘qs (4.1)et (4.6) nvec un o A
OF + \f = ( oF  of
+ ‘
e ; Oz ’\a )5&'. =0, VJx,-vX/ (4.8)

, (?quatlon est vr? “quelque soit la valeur du p a@mé;l'e 4\ Ce paramétre est appelé
plicateur de Lagrange. On-choisiJawvaleur.de.\.tel.que

| OF b
/83:,, +,\aTj:l = ek J / 0 (4.9)

ous allons voir que le choix de la coordonnées z, n’a aucune importance et que si nous
vions choisi une autre coordonnée par exemple z1 le résultat aurait 6té le méme. Si A prend
stte valeur alors 'Eq. (4.8) s’écrit

5 (5 a2k
> (5 5 o )51 =0, Vi (410)

Dans cette équation il n ly.a que"zr:—.'l\varidblesﬁé?g,«ils:scnt-donc'g@gssaimmndmts‘

Dn peut donc en conclure

oF aof ,
[ ik bt il S
S'il on combine Eq. (4.9) et Eq. (4 10) on en déduit
AF . of .
— A= o b AL
7z, + Tl gl (4.12)

Ceci démontre que le choix de la coordonnée z, n’a aucune importance, le choix de tout
bléme-de la

autre coordonnée méne au méme résultat. Iréquation-4.12 est, équivalent. au pro
recherche d’un extremum libre de la fonetionFdéfiri-par

{ F=F+M (4.13)
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g 4.2 -Le probleme du brac
“URE 4.2.
% Aect B tel que S!

ps de parcours o

dre le probleme en
,z, et A. Pour d

tem

5 ti
Lidée de la méthode des mul g’ml qyan+] inconnues Z1- t
une inconnue le parametre e +1 équations OF / 0z = 0 fimdynesa®E f= .-‘
J'ensemble des ces inconnues ilyan : ( . ) 8 = K. 1 est
: 5 I contraintes JB LR . i
1 est tres simple de genelahs era otz Ia fonction
démontrer que dans ce ¢as il suffit de rechercher un extremum P i
\F=F+ }: NS o
\*,_Mﬁ:} it 4
’ itat
Dans ce cas nous avons n-+J-inconnues Ty -5 Tn et M, ..~y A que I'on peut dét q
en résolvant le systéme de n + K équations : 8F/6zl, i=1,...,net fg= 0,8=1,.
4.2. Calcul variationnel
b oo 1
4.2.1. Brachistochrone o\a‘mvﬂ’ d' e %9" AN ]

|
Pour illustrer le concept de fonctionnelle nous allons introduire le probléme classique de
brachistochrone (Fig. 4.2), c’est-a-dire la courbe de descente la plus rapide. Ce problé
résolu pour la premiére fois par Jean Bernoulli en 1696. Soit une courbe 1 —. oo emet
/ les points A et B de coordonnées (a,) et (b, B) si bien que il il y = f(z) passant .
initialement en A et sans vitesse initiale glisse.sans frottement le 1 i) =2 Une mg
’ courbe minimise le temps de parcourt ? On formalise se iy ong de la courbe. Que L;,‘
Iénergie cinétique e en écrivant le théora ¢me dg
| 1 1
} ' 2 g (a i y) ) ;
| si bien que la vitesse v s%6crit (4.15)

| A0S el
| v-m—)d—tl 1+y/(2)? = /29 “mpE
: (4.16)

| et Ay
R




, 4 9 (‘alg't_llw Intlonne)
1]

r/( r)
—><

’/(}') ’/(,,’ | 15]/(1)

- 7

|a fonc-

F'GUI”': 4‘3‘ ," €0 ? n e
( lll,)( /i I) en noir ([)l(‘ ('II’(" finisea
”UHH('”(' ”7/ )’ O') (& n r’l)llf,)f ’H” d(mn un € trermnur d(
" . (l el ’ v 0
clue une petite variation de cette (;urbl ¢ d i nt

In courbe Jj(z) = y(z) + ay(z)

TR e e

ly/dz. 15
dy/ n supposant que dz/dt > 0V 1, le temps mis pour parcourir 1a conrbe s'écrit

b dt
L / Loty - /b Lyl
v V2 | a-y()
dépend de la courbe

l temps de parcours T.=-I|y{a)]-est-une fonctionnelle car sa valeur
;8/( r). La solution du brachistochrone n’est pas la ligne droite mais la courbe-eycknde Cette
“golution est détaillé par 1 utilisation de 'équation d’Euler dans les comp chapitre

(1A

oy =
(4.17)

léments du

4.2.2. Equation d’Euler

variationnel consiste en la recherche d’une courbe qui produit un extremuml
urbe y(z) définit sur

e. Soit une fonctionnelle Z[y(z)] d’une co
le de fonctionnelle s’écrit

pl()l)](‘ me
foncbwnneﬂe donné

Une forme asséz généra

Tital= [ o)

dépendre de y, de y' et également explicitement de la position z! On

[y(x)] en imposant les conditions aux limites y(a) = & et y(b) =

allons.effectuer-une- _petite variation o de-la fonction y(z )
arametre € qui pourra

iation infinitésimale par un p

pour une

intervalle [a; b].
(4.18)

o B,y ) peut

iorche un extremum de /

["onr trouver cet extremulll nous.

(I'ig. 4.3). On pourra définir cette varl

\endre vers zéro par exemple
(4.19)

|dvle) = 4le)

des dérivées d ‘ordre supérieurs

1. On peut égaloment, généraliser pour inclure




Chapitre 4. Principe

f nctionnel]e donne
- F yay .’B) dz
ki . : sy 5y, %) /
b / dz = F(TI + 0l ¢ aFJ Cor 6F d 6
61:5/ F(M,m) v /0F @6;}’) dz=L <—8—y— YT 5y dz y)

b
vy g
r)dz = / ((9?] o

/ y 1(’5 vuriations
1 (-
6 ] COI])UIIILM.W)L
us & ons lltlllﬁ - y y
' ol nou V |
6? d.l: d(l)'

o derniére équati

( ay T dz (9!/'
parne est nécess
de la fonction Y{&

i 8
En intégmntpam-pame cet

o=
airement nul. En effet on

orne de l'intégration PaT () tel que les bornes soies

Le terme de b
variation

mémoire que nous cherchons une

Si bien que
sy(a) = 0y(b) = 0.

| Ainsi la condition de stationnarité g'écrit
d OF
sy(z)dz =0 v dy(z)
61 / <3J dm@J) o)

Dans cette équation on peut choisir librement la variation 0y(z ), on peut par exemple .Z

6y(z) nul partout sauf en un point2. On pourra donc se convaincre que la condx

P ‘ stationnarité impose
OF d (OF e P < ot

! | ————<-—,>:0 ‘.‘"'g.,'f:‘l‘/ka'ﬂﬂ
| ay ay \ J o‘ o ) J—

Cette équation est l'équationd’Buler. On reconnait la forme que ’on avait trouvé po
équations d’Euler-Lagrange. Les équations de la mécani ‘

que classique peuve

, ‘ sous la forme d’un principe variationnel. b qucbics ‘expig
y‘v

]
1
t

‘g

, 4.3. Principe de moindre action de Hamilton
| I , Le principe de Hamilton s’exprime de la maniére suivant S !
coordonnées générali = ] i ey 4

nées généralisés go, @ = 1...,n et soit l'action Sla(t) 'l systeme décrit Par '

| définie par ] fOnctmnn
el
S = t2 'e de la traje
’ ‘1 / (91, - r219n, q1, . 3y Qn, t)de,
: ol % est-larfonetion'de L )
| / g : e-Lagrange. Le chemin o (t)-pris par la (4'26
| 2 que l'action soit'extremum. .y ). S0 nature entre

les
%W ( ‘) 3 lnsta.nts tl et

2. Clest la dlStl’lbUthl’l d oy de
e Dirac 6(.’11 .‘L‘o) cf cour - \
) ] mathematl
ques

fr\,ku
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Le prineipe-de-Hamilton so démo
: o ntre assez fac ‘ b
variation-infinitésimalo do T'action §'serit e facilement par ln condition de stationnarité. [®
| ty
JS:/ "'-2"dt=,/"' (0.2’ 0%
\/ Sm— ': BRI t) zn: E)-q_;‘sqn - 5{',;'(5(]") dt
2/22(95:“—(’-(02 oy 17 |
h o 0qa dt ;971;)) dgadt + Z [-07}';5(]“}“ / (4-27)
4]
: /

ux et finaux, ga(t1) =
ble on 5€ restreint
déterminer
é par 21

i

i Lors de la variation du chemin, on impose les conditions aux temps initia
' to)=-ga2- C’est & dire que parmi I'ensemble des trajectoires possi
3 gelles ayant un point initialetun point-final bien'déterminé. En mécanique pour
]e mouvement a partir de la solution générale, il faut 2n conditions initiales caractéris
constantes. On peut choisir go(t = 0) et go(t = 0) ou bien ga(t1) €t Go(t2). AiDSi lavariatior

o aaf

ge I'action est donné par
| io (0L d
' s 3] ( SdE (ag)) andt (428)

9¢a _ dt \Oda

“

g
?,c principe de sta
s et quelque-soit-a: On-retrouve doni¢"bién les équations™d

pe-de Hamilton:

tionnarité implique.nécessairement que ,l’iﬁtég‘fant “gstniul pour-tous les
'Buler-Lagrange-a- partir du

j‘ emp

Hrincl

4.4. Coordonnées cycliques

e coordonnée ga, O1 parle
ette coordonnée peut-étre
‘degrés de liberté
autres

Lagrange ne dépend pas explicitement d’un
Dans ce cas la dynamique le long dec
nous allons considérer un systéme amn

Lorsque la fonction de
alors de coordonnée cyclique.
plement. Pour simplifier,

rosolue sim
. nous allons supposer qué ]a coordonnée gn-estecyelique. Tl sera aisé de généraliser ad
\ordonnées. Par définition on a ofa
—6—(1— =, (4.29)
n

i P . " X .._—M’
si bien que le moment conjugué pPn a la coordonnée g, est une quantité conservéeque 1’on note

"H‘ P
o pn nofpot
. | m=gmenmae VP alps @9
uisque la fonction de Lagrange ne dépend pas de g, on a
(4.31)

Pn =pn(Q1,---,qn—l,q'l,---,fl'n-l,émt) = Cp.

A partj
rtir de ’ex :
. . ! .
pression de p, on peut donc exprimer gn en fonction des autres coordonnées

¢l vitesses,

--,q'n-—l,cn,,t)- (432)

B

| 5
/ Gn = f(q1,---»@n-1,41

B
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A ant g, par son
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agrange directement, dans un principe variationnel. Cette appr pOSSi ;} |
toutefois modifier ce prineipe. Fn effe el noyg aVign.
lon veut Prendre o
ant impose une relatjon entre

a variation §'

les déplacements virtuels étaie

|
|
\

que le mom

(Eq. 4.33). On définit ainsi |

Pp = Oy = (‘St(‘, (s, | {S

eint aux traj ;
(4

tel que I'on se restr
m=c,- La variation de l'action donpe

ty N
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ond terme est |

N nul §

IQ&(tl) =
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Y Ar 1) 2mf’ f w’j',‘ Vir) - ps I‘*}
1y
i M
ymt? - T
;! 2 dy
-— ‘l (
sz V.m,, )

N 1 N ' "
tromve done Tncllement, | axpression oy potentlel effectif oy probléme & deux corps

Vr(r) = Vir) 4 70 sl
2mir?
euntion d'Euler-Lngrange correspondante donne
AV

my e - (442)

dr

5. Principes de Maupertuis, Jacobi et Fermat

4 principe de moindre action de Hamilton permet de-déduiredes équd’wdlm o” :1
o (quations donnent directement I'évolution temporelle du sys’tcnw, Dans b;e; ‘:‘ rf;is
et copendant pas nbeessatre (ou trop difficile) de déduirel’-évolut'm temporelle. e?nc[i)a e
il de rechercher directement la trajectoire en éliminant la vanablc’ temps. Lf’ Ff" | ’p i
- indre action de Maupertuis différe du principe de Hamilton car il perm'et d‘diﬂﬂla re“ﬂmiére
: s Ce principe historiquement précéde le principe de Hami‘lt'on et ’con'stntue .PCi - e
lation d’un principe variationnel. Nous allons ccpcndantl ici le deduu-f: dl; Pzﬂenfre Y
Lmilton, Cette approche via notamment le principe de Jacobi permet une analogl

ol anigue classique et 'optique avec le principe de Fermat,

bomps ¢ ) aramétre. On peut aussi le
Das Je principe de Hamilton, on traite le R pdrdme;n a nl:leg’l‘é liberté
A T asse-d'u steme
convidérer comme une variablesindépendante. Ainsi on - ”f’, tions étendu et la
i wysteme i n 4 1 degrés-de-liberté, on parle d'espace des configura
gt
rajectoire dang cette espace est ﬂ,ppelé ﬂgﬂﬁ o

ta(7), (4.43)

Ga(t) 4r),
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Je décrie la trajectoire dans Pespacg

i permel o
emiire- " ju parametre 7 selon

fonction ¢

/
T2 q ;
" ] = Z ,—,t)t dr
S=/{ ((],(],t)dt—/;l (g ¥ )
1

o) 7 est un pan -
1 Sdenit €
| étendu. L'action g'éerl

! = dgo/dT = dat’. On note la fonction de L&gr&nge 3
ol t/ = dt/dr et ¢o =

/ <
systéme étendu

L

t—’,
; iy gt
Cette fonction dépend en général des 2n+2 variables ¢, ¢', ¢, ¢/, Calculong o)
€ C '
conjugué p, associés aux variables ¢, dans I'espace des configurationg ¢ tondiy
\ a G0
L O D ;
S

Les moments conjugués aux variables d’espace sont dong j

dentiques danS I
gurations et I'espace étendu. A la coordonnée temps ¢ on peyt associer yp
B

7((], q/’ t t,) = Z(q,

4

eSpa :

0P 0L ¢
Le moment conjugué 3 Ja coordonnée temporelle egt donc |’
la fonction de Lagrange étendu op peut dérj
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”,f ) q‘?' Ly 7y -

< prd L"u'f F 4T 5

-‘() ¥y "””'“ done an m*; {A % ) " o C |l = L’,ﬂ”; (4.52)

gU" ° mperuil,’ !

o

F

P PR P

o € cha —

woiolio, W =0 w. /"Zp dq, w 2 o dhor
— , o dr. (4.53)
L dr
pe falt apparaitre PR

4 ,
? R ,.rlll"‘

: I'nction W —
“tel que A6
manso-par-In-vitesse e définte-par-Manpertuis, c'est-a-dire le-prodet

e,
On parle aujourd'hui d'action réduite. Dans le

i ipe de Maupertuls le temps 4 disparu, i g
) » 1 5 exprime-wigquement /
I"'“wm' dans |'espace des configurations " P @1 Tonction du chemin

h
o In

On pevt considérer le eas d’une particule unique-de masse.m d potentiel U/ (r). La
ans un e

(petion de Lagrange s'écrit
()

1
,3(“ V)= 5""’2 -U(r) (4.54)
o |'action rédui i .
rivons jiu,g(}ir.l réduite de; Maupertuis en fonction de Iabscisse curviligne . dy _ s
J f"ﬁﬁ £:1 u: 2 dr 5 d . ",g » *,; "
e Rem ETod W= | p.--ds= 40 T - df (45
lf:\:j:’h isi\f_u_j ds - mvdsd‘s' b e P AﬂJ““"T
e k' V2 70 Ly = Mg o VLSl
inétique (=)

exprimer la vitesse le long de I’abscisse curviligne en fonction de I'énergie ¢
\/27"7?5,, de plus on utilise la conservation de I'énergie et 'action réduite s’écrit

W= \/2%/;2 VE-U(r)ds e cupr : (4.56)

(n l"'”'

§=

U Daegho

| déduit donc Je principe variationtel de"Jacobi*

o | " JE-UE)ds =0 (4.57)

rnier principe est

(n €1

o on voit clairement ici que dans ce principe le temps & disparu. Ce de
(ement équivalent auprincipvde"i?elmat'p'ouH%pﬁque’géoﬁfétﬁque. Ce principe sti-
ke en effet que Ja Jumiére se propage-d’un-point-a-l'autre tel-que-la-durée du parcours soit

wirémal, Soit 7' le temps de parcours d’un rayon lumineux " ." o JL"; Y’m,l—?

P it Y h
l T=/1—)ds= E/n(r)ds, (

¢ de Fermat s’écrit de maniére concise

mmjth

4.58)

oinlr) est Vindice de réfraction du milieu. Le princip

ST =0 (4.59)

m(R) = m
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| la dyna“"q orme du pr I :

e, ce Pringipe se géndralise sous In |
Sr.
Z (]‘" Hl,i",) COXg S 0, V or;
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a 1

dnns l(‘ cas (‘l(‘ ]\(»‘q"”““-(\ ]1\_\ ,h-:
dutiliser les

i

lonc
& indépendant on a ¢
Sachant que Pensemble des dg, sont indéper

L")l‘: = ],..-,Tl
Z m;ti - 557 — (Jnv «a (3-3}

) ses cartésiennes en fonction des
On remarquera que dans la définition des coordonnées ¢

tion de @ x R & valeur ¢y
nées généralisées (Eq. 3.8) la fonction ri est une fonc' ine d’une part dans |, df]s - La
i rend son origl €
dépendance temporelle de cette fonction p i
a dépendance temporel]
explicite par rapport au temps et d’autre part dans la déj p e de d‘aqm

. ik i
La vitesse cartésienne s’éerit do

coordonnées g, (t)

\
‘ .

or; or; |
=2t ; ga (3.25)
iv ou la dérivée partielle par rapport au temps s'effectue a coordonnées généralisgg fixées On

remarque que la vitesse r; est une fonction des positions et vitesses généralisées et du temps

. . 3
r;:l'z'(‘lh---7QmQI»--'>qT“t)’ TQXR—)E (3‘27)

On remarque également que les vitesses cartésiennes sont linéaires dans les vitesses

générali.
sées. A partir de I'Eq. (3.26) on en déduit 'expression
0f‘,' (91‘1'
| 9o ~ Baa (323)

. \\\."—’ ) s .
Cette équation caractérise la dépendance des vitesses cartésiennes

généralisés. Pour caractériser la dépendance des vites

en fonction des Vitesses
ses cartésiennes en fonction des Coor-

données généralisées on pourra dériver I'Eq. (3.26) sachant que les variables da

et ¢o sont
indépendantes

81*,- 621‘1' 821"

AT T ok — .

o Otog, Zﬂ: 9940q5 U (349

Cette dernjere EXpression se met sous |a forme simple

@ - i (")ri
9o dt (ﬁ) : (3-30)




lintions o ‘Fhaler-Lagranige
Caix Dge. (4.28) et (3.30) on peut dorfre In paitle ine
v nertielle dyy y )
an) gous In forme principe d'Alombert
- (’r ~ l’ I"r "
Nt '» Y (m.l‘ ') ) d (Or
pPLULIRY 2 (" <Y gy rhod.
: O -t g 2" " (()q,,)
— d / O
.y (n TR ') # Oty
s it " s 2,4"""1)},,,

d 1Y) wng ] 9 p) I
h =~y f e 7
Al (”(7" (‘ 27”;!‘1)) Dt (;de‘,) (3.31)

n reconnait fcf I'expression de |'énergie cinétique

‘ | p
b , 2
({, = 2‘: é”),‘l’,, (332)
i bien que le principe d'Alembert 8'écrit, sous la forme simple
' d/0T\ OT
=(m—] =g =0 @=Ll 3.33
@a@%) T (3.33)

(On remarquera-que la.dérivée totale par rapport au temps et la dérivée partielle-par-rapport

pux vitesses généralisées ne commutent pas. En effet, on peut voir que
od O 42,0 (3.34)
O dt Oga " dt 0o,
({f,; 7, ;1) le principe d’Alembert s’écrit

Dans le cas de forces dérivant d’un potentiel U, =U

E(ai/)_ﬁf:o, a=lo (335)
d aqa 0qa
oil £ est la fonction de Lagrange ou Lagrangien définie par

e -A»AQna.Q.l:.-.;.:.rq.m,é)_:_' U(Qh -y qns t)' (3-36)

ntion particuliére au signe négatif qui différencie la fonction de Lagrange
— T + U du systéme. Les n équations (3.35) constituent les
ue Lagrangienne. Ces équations sont

Z(qr,-- 9 . Gt) = Tlan

(On portera une atte
de I'énergie mécanique En
Lagrange & la base de la mécaniq

équations de Euler-
e Newton, leur expression toutefois permettra

completement équivalentes aux équations d
¢me mécanique de maniére beaucoup plus simple puisque

d'aborder un certain nombre de probl
faites dans ce formalisme. Lies équations~

s sont naturellement satis
Iensemble des forces dérivent d’un potentiel:

forces qui ne dérivent pas d’un potentiel.

Jes contraintes géométrique
de Euler-Lagrange (3.35), sont données lorsque
1l est facile de généraliser ce principe dans le cas de
Les équations de Euler-Lagrange s’écrivent alors

d 102\ 0%

E(Eq:) = a:1,...,n (3.37)
oii (), ne contient que les forces ne dérivant pas d’un potentiel.
Une des propriétés importantes des équations d’Euler-Lagrange (Eq. 3.35) est qu’elles sont
indépendantes du jeu de coordonnées généralisés utilisé. Une démonstration de cette propriété

est donnée en annexe.
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Chapitre 3. Equabions d’EUlar 9

3.4, Exemples

3 équations d’Euler-

Le pendule simple  Pour illustrer I'utilisation des (quatlonst e La’fmnge
. \ o Tl b
considérer le cas dy pendule simple (Fig. 3.4a). Le sy stem’G 'es ) % Plar angl

Pendule ayeg |y verticale si bien que les coordonnées cartesiennes s'écrivent,

’ n0ua‘
¢ 6 qug,

iU

= CSiDH,

y = Lcos.

L €nergije Cinétique et Iénergie potentielle du pendule exprimés en fonction de g et 0 g'gom

. <,
T:%mﬁgQ, ‘/ rem [ Q )

U = —mglcos¥,

Si bj ;
bien que la fonctjop de Lagrange sécrit

£(0,0) = %mﬁé? +mglcost
L’équation ge Euler.

Lagrange donne directement I'équation du pendule

potentiel est défini par ’équation

)Qa=i(a\U>\OU
A T

Dans le cas de telles forces, les dquations deUIer-Lagmnge (B
désignera ces forces comme mono-géniques pour repreng,

(3.43) |
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