
Exercices sur la dérivation MA101 23 septembre 2014

Ex.1) On considère la fonction f : R Ñ R, x ÞÑ px4 ` 2qe2x. JustiĄer que f est
inĄniment dérivable, puis calculer f pnqpxq pour tout x P R et tout n P N.

Ex.2) Soit x P R. Calculer
n

ÿ

k“0

k cospkxq.

Ex.3) Soit f P FpR,Rq (i.e. f est une fonction de R Ñ R), dérivable en a P R.

Montrer que lim
hÑ0

fpa ` hq ´ fpa ´ hq

2h
“ f 1paq. La réciproque 1 est-elle vraie ?

Ex.4) Pour T ą 0, la dérivée dŠune fonction T -périodique est-elle encore T -périodique ?
Donner un exemple classique pour lequel T “ 2π.

Ex.5) On considère le polynôme P pXq “ Xn `aX `b, avec n ě 2, a, b P R. Montrer
que P admet au plus 3 racines réelles distinctes.

Ex.6) (Théorème de Darboux) Soit f P D
1pra, bs,Rq (i.e. f : ra, bs Ñ R continue

sur ra, bs et dérivable sur sa, br). On suppose que f 1paq ă 0 et f 1pbq ą 0.

(i) Montrer quŠil existe c Psa, br tel que f 1pcq “ 0.
(Vous montrez donc quŠune fonction dérivée vériĄe toujours le théorème
des valeurs intermédiaires, même sans être continue partout).

(ii) (Bonus) Trouver un exemple dŠune fonction f telle que f 1 ne soit pas
continu partout sur sa, br.

Ex.7) Théorème de Rolle généralisé

(i) Soit f P C
0pra, `8r,Rq, dérivable sur sa, `8r. On suppose de plus que

fpaq “ lim
xÑ`8

fpxq. Montrer quŠil existe un c Psa, `8r tel que f 1pcq “ 0.

(ii) (Bonus) En est-il de même si on remplace la borne inférieure fer-
mée (ŞraŤ) par une borne ouverte Şs ´ 8Ť ? CŠest-à-dire si f P C

0ps ´
8, `8r,Rq, dérivable sur s´8, `8r. On suppose de plus que lim

xÑ´8
fpxq “

lim
xÑ`8

fpxq. Existe-t-il un c Ps ´ 8, `8r tel que f 1pcq “ 0 ? Comme tou-

jours, le prouver si cŠest vrai, trouver une contre-exemple si cŠest faux !

Ex.8) Soit α P R`. Déterminer la classe 2 de la fonction fα : R Ñ R, x ÞÑ |x|α.

Ex.9) Soit f P C
0pra, bs,Rq, avec b ą a ą 0, dérivable sur sa, br. On suppose que

fpaq “ fpbq “ 0. Montrer quŠil existe c Psa, br tel que
fpcq

c
“ f 1pcq. Bonus :

Trouver un exemple dŠune telle fonction f .

1. Si cette limite existe, � est-elle dérivable en � ? Si oui, le prouver, si non, une contre-exemple
suffit !

2. Rappel : Une fonction est de classe C
0 si continue ; classe C

1 si continue, dérivable, de

dérivée C
0 ; classe C

k`1 si continue, dérivable, de dérivée C
k (@� P N).

Un problème ? Signalez-le à MA101@crans.org 1 Mahindra École Centrale, 2014

http://www.MahindraEcoleCentrale.edu.in/portal/course/view.php?id=7
mailto:MA101_�_crans_._org
http://www.MahindraEcoleCentrale.edu.in/


Exercices sur la dérivation MA101 23 septembre 2014

Ex.10) Soient a, b, c P R. Montrer que lŠéquation (en x) 18ax17 ` 14bx13 ` 5cx4 ´
pa ` b ` cq “ 0 possède au moins une solution dans s0, 1r.

Ex.11) Soit f P C
1pR,Rq, vériĄant lim

xÑ`8
xf 1pxq “ 1. Montrer que lim

xÑ`8
fpxq “ `8.

Donner un exemple de telle fonction f .

Ex.12) Soit f P C
1pR,Rq, vériĄant @x P R, f ˝ fpxq “

x

3
` 4.

(i) Montrer que lŠon a : @x P R, fp
x

3
` 4q “

fpxq

3
` 4,

(ii) En déduire que f 1 est constante (sur R),

(iii) En déduire lŠexpression de f .

Ex.13) Soit f P C
1pr0, 1s,Rq, telle que fp0q “ 0 et f 1pxq ą 0 pour tout x P r0, 1s.

Montrer quŠil existe un m ą 0 tel que, pour tout x P r0, 1s, fpxq ě mx.
Donner un exemple dŠun fonction (trigonométrique) classique qui satisfait
ces conditions. Quelle est la plus grande valeur que ce m peut prendre 3 ?

Ex.14) Soit f P C
1pra, bs,Rq. On suppose que f admet une inĄnité de zéros. Montrer

quŠil existe c P ra, bs tel que fpcq “ f 1pcq “ 0.

Ex.15) Soient f, g P C
1pra, bs,Rq, dérivables sur sa, br. On suppose que fpaq “ fpbq

et gpaq “ gpbq. Montrer que f 1 ` fg1 admet un zéro sur sa, br.

Ex.16) Soit f P D
1pR,Rq telle que lim

xÑ`8
pfpxq ` f 1pxqq “ l pour un certain l P R.

Montrer 4 que lim
xÑ`8

fpxq “ l.

Ex.17) Soit f P C
8 telle que fp0q “ 0 et lim

xÑ`8
“ 0. Montrer quŠil existe une suite

pxnqnPN strictement croissante telle que fnpxnq “ 0 pour tout n P N.

Ex.18) Déterminer les couples dŠapplications pf, gq dérivables, avec f déĄnie sur R

et g sur R
˚
`, telles que f ˝ g “ Id et f 1 ˝ g “ Id.

3. On pensera à une inégalité de convexité pour trouver ce �.
4. On pourra essayer de considérer �

def

“ � ˆ exp : R Ñ R, � ÞÑ �p�qex.
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