
TP no 5: Arbres binaires de re
her
he, arbres splayBATOG Guillaume01 février 2007De nombreuses stru
tures de données en informatique sont appelées di
tionnaires : 
e sontdes stru
tures de données supportant les opérations de requête, d'insertion et de suppression de
lé. Le premier di
tionnaire ren
ontré est implémenté par les listes triées : toutes les opérationsde di
tionnaire s'e�e
tuent en temps O(n) 
e qui n'est pas a

eptable. Les arbres binaires dere
her
he sont à peine plus satisfaisant 
ar les opérations prennent un temps linéaire en lahauteur de l'arbre, dont les bornes sont données par le lemme suivant.Lemme 1. La hauteur h d'un arbre binaire de re
her
he à n n÷uds (internes) véri�e lesinégalités :
⌈log n⌉ ≤ h ≤ n − 1 et E[h] ∼ C log nla moyenne étant 
onsidérée sur tous les arbres binaires de taille n.L'obje
tif est de 
onstruire une stru
ture d'arbres telle que la 
omplexité logarithmiquesoit atteinte. On ne le réalisera pas dans 
e TP mais on 
onstruira une stru
ture adaptative,qui se transforme au 
ours d'une requête. Dans le pire des 
as, la 
omplexité d'une requêtereste linéaire mais une suite de m opérations aura une 
omplexité en O(m log n) d'où une
omplexité amortie en O(log n).On implémentera les arbres binaires de re
her
he sous Caml de la façon suivante, où onintroduit un 
hamp objet qui permettra d'étendre la stru
ture d'ABR à d'autres plus 
om-plexes.type 'a node_type = { mutable gau
he : 'a abr ; mutable droit : 'a abr ;mutable 
le : int ; mutable objet : 'a }and 'a abr = Nil | Noeud of 'a node_type ;;Exer
i
e 1 [Opérations élémentaires dans un ABR℄É
rire les fon
tions usuelles re
her
her, inserer, prede
esseur et supprimer dans les arbresbinaires de re
her
he.Exer
i
e 2 [Rotations℄Implémenter les opérations zig droite et zig gau
he (opération inverse de zig droite, 
f �gure).Implémenter alors les opérations zig-zig et zig-zag gau
hes et droites.
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Fig. 1 � Opérations zig, zig-zig et zig-zag droites
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Exer
i
e 3 [Splay trees℄Une requête dans un splay tree s'e�e
tue en deux étapes :1. par
ourir l'arbre en profondeur jusqu'à atteindre le noeud de 
lé re
her
hée, s'il n'existepas, retourner immédiatement faux ;2. remonter le noeud de 
lé re
her
hée jusqu'à la ra
ine : si on note 
ourant, le noeud
ourant de 
lé re
her
hée au 
ours de sa remontée, la transformation de l'arbre suit lesrègles suivantes :- si 
ourant est la ra
ine, retourner vrai ;- si 
ourant est un �ls de la ra
ine, e�e
tuer l'opération zig adéquate ;- sinon e�e
tuer l'une des opérations zig-zig ou zig-zag adéquate.É
rire une fon
tion de requête pour les splay trees.Exer
i
e 4 [Insertion dans un arbre rouge-noir℄ (5/2)Un arbre rouge-noir est un ABR véri�ant les 
inq propriétés suivantes :(A-1) Chaque n÷ud est soit rouge soit noir.(A-2) La ra
ine est noire.(A-3) Chaque feuille est noire.(A-4) Si un n÷ud est rouge, ses deux �ls sont noirs.(A-5) Pour un n÷ud x �xé, tous les 
hemins issus de x vers une feuille possèdent le mêmenombre de n÷uds noirs.En Caml, on implémentera 
es arbres de la façon suivante :type 
ouleur = Rouge | Noirand 'a partielRN = { mutable 
ouleur : 
ouleur ; mutable objet : 'a }and 'a arbreRN == ('a partielRN) abr ;;É
rire une fon
tion d'insertion pour les arbres rouge-noir en utilisant les rotations et re
olo-riages adéquats. (partie I, 
on
ours Centrale-Supéle
 2000)Complexité amortieUne opération sur une stru
ture de données a une 
omplexité amortie en O(f(n)) s'il existeune fon
tion g(n) telle que tout suite de m opérations au 
ours desquelles l'objet abstrait sous-ja
ent reste de taille inférieure à n, s'e�e
tue en temps au plus g(n) + O(mf(n)), 
'est-à-direque 
ette opération s'e�e
tue en temps O(f(n)) en moyenne sur une longue suite de tellesopérations. (À ne pas 
onfondre ave
 la 
omplexité moyenne d'un algorithme où la moyenneest prise sur l'ensemble des entrées de l'algorithme). En analyse amortie, on introduit souventune fon
tion potentielle V : une di�éren
e de potentiel résultant d'une opération traduit ledéséquilibre apporté par 
elle-
i suivant une mesure adéquate. I
i, 
e sont les hauteurs desnoeuds qui nous intéressent d'où les dé�nitions suivantes.Dé�nition Pour tout arbre de re
her
he et toute a�e
tation de poids (stri
tement positifs) auxnoeuds de l'arbre, on dé�nit :- la somme des poids s(u) d'un n÷ud u 
omme étant la somme des poids des n÷uds dusous-arbre de ra
ine u,- le rang r(u) du n÷ud u dé�nit par r(u) = log(s(u)),- le potentiel V de l'arbre 
omme étant la somme des rangs de ses n÷uds.Exer
i
e 5 On note Vavant, ravant, savant et Vaprès, raprès, saprès les fon
tions 
orrespondantesavant et après une opération de rebalan
ement. On utilisera les notations de la �gure.a) Montrer l'inégalité Vaprès − Vavant ≤ 3(raprès(v)− ravant(v)) au 
ours d'un rebalan
ementde type zig.b) On se pla
e dans le 
as d'un rebalan
ement de type zig-zig.. Montrer que (ravant(v) − raprès(v)) + (raprès(t) − raprès(v)) ≤ −2.2



. En déduire que Vaprès − Vavant ≤ 3(raprès(v) − ravant(v)) − 2.
) On se pla
e dans le 
as d'un rebalan
ement de type zig-zag.. Montrer que (raprès(u) − raprès(v)) + (raprès(t) − raprès(v)) ≤ −2.. En déduire que Vaprès − Vavant ≤ 3(raprès(v) − ravant(v)) − 2.d) En déduire que si l'opération de requête d'un n÷ud v dans un splay tree requiert kopérations zig, alors on a l'inégalité k + (Vaprès − Vavant) ≤ 1 + 3(raprès(v) − ravant(v)).Exer
i
e 6 Majorer le nombre total d'opérations zig e�e
tuées au 
ours d'une suite de mrequêtes sur un splay tree de taille n. En déduire que toute suite de m requêtes sur un splaytree de taille n s'e�e
tue en temps O(m log(n) + n log(n)). Qu'en est-il si on 
onsidère unesuite de m opérations de type requête, insertion et suppression ?Exer
i
e 7 Quel est la 
omplexité amortie des requêtes d'un splay tree de taille n lorsque
es requêtes sont 
hoisies indépendamment suivant une distribution de probabilités (pi)i=1...n ?Référen
es[1℄ B. Allen et J.I. Munro. Self-organizing binary sear
h trees. Journal ACM, 25 :526-535,1978. Essentiellement les te
hniques développées dans 
e TP.[2℄ P. Brass. Advan
ed Data Stru
tures, Version provisoire 07/2006, 
hapitre 3.8. http ://www-
s.

ny.
uny.edu/∼peter/dsa4.ps[3℄ D.D. Sleator et R.E. Tarjan. Self-adjusting binary sear
h trees. Journal ACM, 32 :652-686,1985. Les véritables splay-trees ave
 d'autres propriétés adaptatives.
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