
TP no 3: Re
her
he linéaire du ke plus grand élémentBATOG Guillaume22 dé
embre 2006Un médian d'un ensemble X = {e1, ..., en} de n nombres entiers distin
ts est unnombre e dans X tels que les nombres d'éléments stri
tement inférieurs et stri
tementsupérieurs à e di�èrent d'au plus de 1 (n>0). Si n est impair, le médian est unique ; si
n est pair, il y a deux médians possibles. Le problème de la séle
tion 
onsiste à trouverl'élément de rang k dans X, 
'est-à-dire l'élément se trouvant en k-ième position quand
X est trié en ordre 
roissant (1 ≤ k ≤ n). Nous supposerons l'ensemble X représentépar la liste de ses éléments.type ensemble == int list;;Question 1 É
rire la fon
tion 
ard qui prend un ensemble en argument et retourneson nombre d'éléments. Quel est la 
omplexité de 
ette fon
tion par rapport à n ?
ard : ensemble -> intSoit p un entier quel
onque, on sera amené à partitionner l'ensemble X en élémentsplus grands ou plus petits que p. p sera appelé le pivot.Question 2 É
rire la fon
tion partitionP (respe
tivement partitionG) qui prend enarguments un entier p et un ensemble X et qui retourne l'ensemble de tous ses élémentsstri
tement plus petits (respe
tivement stri
tement plus grands) que p. Quelles sont les
omplexités de 
es fon
tions par rapport à n ?partitionP : int -> ensemble -> ensembleQuestion 3 É
rire la fon
tion ré
ursive elementDeRang qui prend en arguments unnombre entier k et l'ensemble X et qui retourne l'élément de rang k dans X, en 
hoi-sissant 
omme pivot le premier élément de la liste représentant X. Quel est le nombremaximal M(n) d'opérations pris par 
ette fon
tion ?elementDeRang : int -> ensemble -> intQuestion 4 En supposant équiprobables tous les rangs possibles pour le pivot 
hoisidans X, montrer que le temps moyen pris par la fon
tion pré
édente est bornée par
T (n) où T est une fon
tion 
roissante, véri�ant T (0) = 0 et la formule de ré
urren
esuivante :

T (n) ≤ ln +
1

n

n−1
∑

i=1

max {T (i − 1) ; T (n − i)}où l est une 
onstante indépendante de n et de k. En déduire une 
onstante c, qu'ondéterminera en fon
tion de l telle que pour tout entier n, on a T (n) ≤ cn.1



On s'intéresse à présent à optimiser le 
oût dans le 
as le pire M(n). Considéronsd'abord les sous-ensembles Xi = {e5i+1, e5i+2, e5i+3, e5i+4, e5i+5} de 5 éléments 
onsé
utifsdans X pour 0 ≤ 5i < n. Soit Y l'ensemble des médians des Xi.Question 5 É
rire une fon
tion medians qui prend en argument l'ensemble X et quiretourne l'ensemble Y (de 
ardinal exa
tement ⌊n/5⌋). Quelle est la 
omplexité de 
ettefon
tion ?medians : ensemble -> ensembleQuestion 6 É
rire une fon
tion elementDeRangBis qui prend en argument un entiernaturel k et l'ensemble X et qui retourne l'élément de rang k dans X, en prenant 
ommepivot le médian de l'ensemble Y .elementDeRangBis : int -> ensemble -> intQuestion 7 Montrer que son temps maximum M ′(n) véri�e la formule :
M ′(n) ≤ l′n + M ′

(⌊n
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⌋)
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(

7
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⌋

+ 4
)et l′ une 
onstante indépendante de n et de k. En déduire que, pour n su�sammentgrand, on a M ′(n) ≤ c′n où c′ est une 
onstante à déterminer en fon
tion de l′. Que diresi l'on 
onsidère des sous-ensembles de 
ardinal 3 ? de 
ardinal impair supérieur à 7 ?Appli
ations1. Si n ≥ 140, alors il y a au moins ⌈n/4⌉ éléments plus grands que le médian desmédians x et au moins ⌈n/4⌉ éléments plus petits que x.2. Le ke quantile d'un ensemble à n éléments est l'ensemble des k − 1 rangs quidivisent l'ensemble trié en k sous-ensembles de taille égale (et supérieure à 1).Donner un algorithme en O(n log k) pour énumérer le ke quantile d'un ensemble.3. Dé
rire un algorithme en O(n) qui, étant donnés un ensemble S de n nombresdistin
ts et un entier positif k ≤ n, détermine les k nombres de S qui sont les pluspro
hes du médian de S.4. Soient deux tableaux de n nombres triés 
ha
un. Donner un algorithme en O(log n)pour trouver le médian des 2n éléments présents dans 
es deux tableaux.L'inspe
teur Derri
k est 
onsultant pour une 
ompa-gnie pétrolière, qui projette de 
onstruire un grandoléodu
 d'Est en Ouest à travers un 
hamp pé-trolier de n puits. Chaque puits devra être relié àl'oléodu
 prin
ipal par un 
hemin minimal (Nord ouSud). Connaissant les 
oordonnées des puits, 
om-ment l'inspe
teur trouvera (en temps linéaire) l'em-pla
ement de l'oléodu
 prin
ipal qui optimise la lon-gueur totale des ra

ordements aux puits ?
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