
Corre
tion TP no 3 (X2004 - première partie)BATOG Guillaume10 janvier 2007let re
 
ard = fun
tion| [℄ -> 0| t::q -> 1+(
ard q);;let re
 partitionP p = fun
tion| [℄ -> [℄| t::q -> let res = partitionP p q inif (t<p) then t::reselse res;;let re
 partitionG p = fun
tion| [℄ -> [℄| t::q -> let res = partitionG p q inif (t>p) then t::reselse res;;Le pivot est en tête. La fon
tion proposée est ré
ursive. On prendra garde à 
her
herl'élément de rang k−p−1 dans l'ensemble des éléments plus grand que le pivot si k > p+1où p est le nombre d'éléments plus petits que le pivot. Le pire des 
as se produit lorsquela liste est triée dans l'ordre dé
roissant en 
her
hant l'élément de rang 1 : on obtient une
omplexité quadratique (on applique la fon
tion de partition � linéaire � su

essivementà des listes de taille n, n − 1,..., 1).let re
 elementDeRang k = fun
tion| [℄ -> failwith "l'élément n'existe pas"| [t℄ -> if k=1 then telse failwith "l'élément n'existe pas"| t::q -> let petit = partitionP t qand grand = partitionG t q inlet p = 
ard petit inif (p>=k) then elementDeRang k petitelse if (p=(k-1)) then telse elementDeRang (k-p-1) grand;;Établissons la 
omplexité moyenne de 
et algorithme en supposant équiprobables toutesles permutations possibles sur les éléments d'une liste : à une liste de taille n 
orrespondune permutation de Sn à travers la fon
tion rang. Voyons les 
onséquen
es de 
ettehypothèse à travers le lemme suivant.Lemme 1. Soit Ii (resp Ji) l'ensemble des permutations produites par partitionP pivot sigma(resp partitionG pivot sigma) où le pivot est de rang i et où σ par
ourt Sn de façon1



équiprobable. Ii (resp Ji) est isomorphe à Si−1 (resp Sn−i) et tous ses éléments sontéquiprobables.Ce lemme est fondamental pour l'analyse de la 
omplexité. Imaginons que partitionPretourne toujours un résultat tel que le premier élément soit de rang 1, il n'y a plus équi-répartition des permutations produites ! Au 
ours du premier appel de elementDeRangsur une liste σ de taille n :� les 
al
uls de petit, grand et p sont linéaires en n don
 on peut majorer leurtemps total d'exé
ution par ln où l est une 
onstante indépendante de σ don
 letemps moyen de 
es exé
utions est majoré par ln ;� notons σ1 = partitionP σ(1) σ et σ2 = partitionG σ(1) σ, on appelle alorsla fon
tion ré
ursive elementDeRang sur σ1 ou σ2. Notons T ′(n) le temps moyend'exé
ution de 
et appel et T ′(n, i) 
e même temps lorsqu'en plus le pivot est derang i, ie ave
 probabilité (n − 1)!/n! = 1/n. La formule de la moyenne donne
T ′(n) = 1

n

∑

n

i=1
T ′(n, i). L'appel ré
ursif se fait sur σ1 ∈ Ii ou σ2 ∈ Ji ave
 lesnotations du lemme. On obtient la majoration

T ′(n, i) ≤ max( T (i − 1 | σ1 ∈ Ii) , T (n − i | σ2 ∈ Ji) )où on note T (k | σ ∈ K) le temps moyen d'exé
ution de l'algorithme sur l'ensembledes permutations de K sous-ensemble de Sk. D'après le lemme, T (i−1 | σ1 ∈ Ii) =
T (i − 1) et T (n − i | σ2 ∈ Ji) = T (n − i).� �nalement, on obtient la majoration de 
omplexité suivante :

T (n) ≤ ln +
1

n

n
∑

i=1

max(T (i − 1), T (n − i)).On fait un raisonnement par analyse/synthèse pour montrer que T (n) est linéaire. Ana-lyse : supposons qu'il existe une 
onstante c telle que pour tout n ≥ 1, T (n) ≤ cn. Lamajoration pré
édente devient alors pour tout n ≥ 1 :
T (n) ≤ ln +

c

n

n
∑

i=1

max(i − 1, n − i) ≤ ln +
2c

n

⌊n

2
⌋

∑

i=1

i − 1

≤ ln +
2c

n

n/2(n/2 + 1)

2
≤ (l +

c

4
) n +

c

2
≤ (l +

3c

4
) n.En 
hoisissant c = 4l, on obtient T (n) ≤ (l + 3l)n = cn. Synthèse : on montre parré
urren
e sur n que T (n) ≤ 4ln pour tout n ≥ 1 (on a tout fait pour).Le pivot est le médian des médians. Plus pré
isément i
i, 
'est le médian desmédians des paquets de 
inq éléments 
onsé
utifs dans la liste. Puisque l'énon
é demandeexa
tement ⌊n/5⌋ médians, on ne se sou
ie pas du dernier groupement de 
ardinalstri
tement inférieur à 5. Pour 
al
uler le médian sur 
es paquets de taille bornée, onpeut utiliser la fon
tion quadratique elementDeRang. Par 
ontre, pour 
al
uler le pivot,qui est le médian des médians des groupements, on ne doit pas réutiliser la fon
tionelementDeRang si on veut améliorer la 
omplexité de re
her
he du ke élément !let re
 medians = fun
tion| [t1;t2;t3;t4;t5℄�q -> (elementDeRang 3 [t1;t2;t3;t4;t5℄)::(medians q)| _ -> [℄;; 2



let re
 elementDeRangBis k = fun
tion| [℄ -> failwith "l'élément n'existe pas"| [t℄ -> if k=1 then telse failwith "l'élément n'existe pas"| l -> let med = medians l inlet k = 
ard med inlet pivot = elementDeRangBis (k/2) med inlet petit = partitionP pivot qand grand = partitionG pivot q inlet p = 
ard petit inif (p>=k) then elementDeRangBis k petitelse if (p=(k-1)) then telse elementDeRangBis (k-p-1) grand;;Cal
ulons la 
omplexité de 
e nouvel algorithme dans le pire des 
as. Au 
ours du premierappel de la fon
tion :� les 
al
uls de med, k, p, petit et grand se font en temps linéaire, on peut majorerle temps total de 
es exé
utions par l′n où l′ ne dépend pas de la liste de taille n
hoisie ;� le 
al
ul de pivot se fait en temps M ′(⌊n/5⌋) ;� l'appel ré
ursif à elementDeRangBis se fait soit sur petit soit sur grand, sontemps d'exé
ution est don
 majoré par max(M ′(|petit|), M ′(|grand|)). Utilisonsla spé
i�
ité du pivot pour pré
iser 
ette majoration. On notera x = 1/2⌊n/5⌋,
y = ⌊n/10⌋ et r le reste de n modulo 5 : on remarque selon la valeur de n que
x = y ou x = y + 1/2 don
 ⌊x⌋ = y.* Les trois plus grands éléments d'un paquet de 
inq dont le médian est stri
tementsupérieur au pivot sont plus grands que le pivot, il y a exa
tement y tels paquetsdon
 |grand| ≥ 3y +2 en 
omptant les deux éléments du paquet dont le médianest le pivot ; ainsi |petit| ≤ n − 3y − 2 = 10x − 3y + r − 2 ≤ 7y + 7.* Symétriquement, on obtient les mêmes résultats si x = y + 1/2 et dans le 
asoù x = y, on obtient |grand| ≤ 7y + 5.Le temps d'exé
ution de l'appel ré
ursif est don
 majoré par M ′(7y + 7).On obtient �nalement

M ′(n) ≤ l′n + M ′
(⌊n

5

⌋)

+ M ′
(

7
⌊ n

10

⌋

+ 7
)

.Supposons que pour tout n su�samment grand, M ′(n) ≤ c′n. L'inégalité 
i-dessus setransforme en M ′(n) ≤ (l′+ 9

10
c′)n+7 ≤ c′n pour c′ = 11l′ et pour n ≥ 70/l′. On montreque M ′(n) ≤ 11l′n pour tout n ≥ 70/l′ par ré
urren
e sur n en ajustant la 
onstantesuivant le 
as de base : Si k désigne le nombre maximal d'opérations élémentaires pourle 
as de base, alors on peut montrer que M ′(n) ≤ (11l′ + k/770)n pour tout n ≥ 70/l′.Si on avait fait des paquets de trois pour 
her
her le pivot, une analyse similaireaurait 
onduit à l'inégalité l′ + c′ + 2c′/n ≤ c′ qui ne permettait pas de 
on
lure. Pourdes paquets de 7, on obtiendrait la relation M ′(n) ≤ l′n + M ′(n/7) + M ′(5n/7 + q) eton aurait c′ de l'ordre de 70l′ 
e qui est une 
onstante largement trop grande pour depetites données.
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