
Éléments de 
orre
tion du TP no 2BATOG Guillaume7 dé
embre 20061 Mots re
onnus par un automate déterministe1.1 Constru
tion des langages Ln,p,qOn 
onsidère un automate A de fon
tion de transition δ. On note A[p, q] l'automate dontl'unique état initial est p et l'unique état �nal est q. On va 
onstruire ré
ursivement les en-sembles de mots de longueur n re
onnus sur 
es automates : Ln,p,q = {w | |w| = n et w ∈
L(A[p, q])}. On obtient la relation de ré
urren
e suivante, où U · V = {uv |u ∈ U, v ∈ V }

∀n ≥ 0, ∀ p, q ∈ Q, Ln+1,p,q =
⋃

x∈Σ

{x} · Ln,δ(p,x),q et L1,p,q = {x ∈ Σ | δ(p, x) = q}.Le langage re
onnu par l'automate A est alors le suivant :
L(A)\{ǫ} =

⋃

n≥1

⋃

f∈F

Ln,i,f .En Caml, on représentera un mot à l'aide du type suivant :type lettre = Lettre of int;;type mot = lettre list;;La réunion dans la relation de ré
urren
e est une réunion disjointe (les mots ne 
ommen
entpas par la même lettre) don
 on peut implémenter les ensembles Ln,p,q sous forme d'uneliste de mots (mot list), l'opération de réunion 
onsistant simplement en une opération de
on
aténation de deux listes. L'opération d'adjon
tion d'une lettre est la suivante :let re
 addLettre x = fun
tion| [℄ -> [℄| t::q -> (x::t)::(addLettre x q);;À l'aide de la relation de ré
urren
e plus haut, on 
onstruit un tableau tab à trois dimensionsoù tab.(n).(p).(q) 
ontient l'implémentation de Ln,p,q puis on retourne la liste des Lk(A)pour k variant de 0 à n.1.2 Tri lexi
ographiqueDé�nition. Soit <i un ordre sur un ensemble Xi. On étend 
es ordres sur X1 × ...×Xn par larelation < notée (<1, ..., <n)lex appelée 
omposée lexi
ographique des ordres <i et dé�nie par
(a1, ..., an) < (b1, ..., bn) ⇔ ∃ j ∈ ⌊⌈|1, n|⌋⌉, ∀i ∈ ⌊⌈|1, j − 1|⌋⌉, ai =i bi et aj <j bj.Proposition. Si <1, ..., <n sont des ordres bien fondés, alors (<1, ..., <n)lex est bien fondé.(Un ordre < sur X est dit bien fondé si toute suite de X stri
tement dé
roissante pour < est�nie 
e qui est utile pour les preuves de terminaison de programmes.)Pour un ordre < sur X, on 
onsidère 
ouramment l'extension <lex sur les mots de X dé�niepar x <lex y si et seulement si x est un pré�xe stri
t de y ou (x1, ..., xn)(<, ..., <)lex(y1, ..., yn)1



ave
 n = min(|x|, |y|). C'est pourquoi dans la dé�nition Caml, une lettre est étiquetée par unentier pour obtenir un ordre pratique sur les lettres.Pour 
haque ensemble Lk(A), on e�e
tue un tri lexi
ographique.Première méthode : é
rire une fon
tion ordreLexi
o qui teste l'ordre lexi
ographique puisl'utiliser dans un tri fusion ; si n est le nombre de mots à trier et k la longueur de tous 
esmots, on obtient une 
omplexité en O(kn log n).Deuxième méthode : On suppose que l'alphabet est de taille nAlph (variable globale, les lettressont alors numérotées de 0 à nAlph-1). Cette information supplémentaire sur les mots à trierpermet d'obtenir un algorithme de 
omplexité linéaire en O(kn).let re
 triLexi
o motListe = mat
h motListe with| [℄ -> [℄| [[℄℄ -> [[℄℄| _ ->let baquet = make_ve
t nAlph [℄ inlet re
 split = fun
tion| [℄ -> ()| mot::q -> ( mat
h hd(mot) in| Lettre x -> baquet.(x) <- tl(mot)::(baquet.(x)) ;split q )insplit motListe;let partiel = map_ve
t triLexi
o baquet inlet addLettreI i = addLettre (Lettre i) (partiel.(i)) inlet partiel2 = init_ve
t (ve
t_length partiel) addLettreI init_list (prefix �) [℄ (list_of_ve
t partiel2);;En�n on 
on
atène tous les Lk(A) triées pour obtenir la liste triés des mots de longueurinférieure à n re
onnus par l'automate A.2 Opérations sur les automates2.1 Produit d'automatesLe produit de deux automates est une 
onstru
tion qui permet d'obtenir un automatere
onnaissant les langages A∪B, A∩B, A\B, A∆B où A et B sont re
onnaissables. Si A′ et
A′′ sont deux automates dé�nis sur un même langage Σ, on dé�nit formellement l'automateproduit par

A′ ×A′′ = (Q′ × Q′′,Σ, δ̃, I ′ × I ′′, F̃ )où ((p′, p′′), a, (q′, q′′)) ∈ δ̃ ⇐⇒ (p′, a, q′) ∈ δ′ et (p′′, a, q′′) ∈ δ′′Un 
hemin dans l'automate produit simule en parallèle deux 
hemins de même étiquette dansles automates 
orrespondants. On 
hoisit F̃ égal à F ′ × F ′′ pour re
onnaître l'interse
tiondes langages des deux automates initiaux, F ′ × Q′′ ∪ Q′ × F ′′ pour la réunion, F ′ × (Q′′\F ′′)pour la di�éren
e (A′′ doit être déterministe 
omplet), F ′ × (Q′′\F ′′) ∪ (Q′\F ′) × F ′′ pourla di�éren
e symétrique (les deux automates doivent être déterministes 
omplets). De plus,le produit d'automates déterministes est déterministe : 
ette méthode est don
 très pratiqued'un point de vue algorithmique, la seule di�
ulté étant de 
oder les produits d'états en lastru
ture adéquate. Par exemple, si Q′ = {0, 1, ...,N − 1} et Q′′ = {0, 1, ...,M − 1}, on 
odele 
ouple (p, q) par pN + q : on obtient une bije
tion entre Q′ × Q′′ et {0, ...,N + M − 1} (laré
iproque étant fa
ilement 
al
ulable...).2.2 Partie a

essible d'un automateLa partie a

essible d'un automate est l'ensemble de ses états qui peuvent être atteints parun 
hemin à partir d'un état initial. Dans 
e problème, on ne se sou
ie plus de l'étiquette des2
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Exemple de parcours en largeur Exemple de parcours en profondeurtransitions/
hemins, il su�t de 
onsidérer le graphe sous-ja
ent à l'automate. Les solutionsalgorithmiques de 
e problème repose tout simplement sur un par
ours de l'automate / dugraphe. Il en existe deux types : en largeur et en profondeur. Des algorithmes plus e�
a
esseront étudiés au 
ours du TP à venir sur les graphes.2.2.1 Une solution de par
ours en largeurSi on note Succ(P ) = {δ(p, a) | a ∈ Σ, p ∈ P} les états a

essibles à partir des états de
P à l'aide d'une seule transition, l'ensemble R des états a

essibles de l'automate est le pluspetit point �xe (au sens de l'in
lusion) de la fon
tionnelle φ 
ontenant {i} (
f dé�nition del'exer
i
e) où φ(P ) = P ∪ Succ(P ). On dé�nit par ré
urren
e les ensembles An où A0 = {i}et An+1 = φ(An). La suite (An)n≥0 est stri
tement 
roissante tant que R n'est pas atteint et
R est de 
ardinal au plus N (nombre d'états de l'automate) don
 R = Aj ave
 j ≥ N . Sansparler de plus petit point �xe, An représente l'ensemble des états a

essibles à partir de i parun 
hemin de longueur au plus n. Or tout état a

essible l'est par un 
hemin de longueur auplus N −1 : supposons que tous les 
hemins permettant d'a

éder à un état q sont de longueurau moins N , soit un tel 
hemin C de longueur minimale ≥ N . Il 
omporte au moins N + 1états dont au moins deux égaux à q′ : C est de la forme i → q′ → q′ → q. Le nouveau 
hemin
i → q′ → q est de longueur stri
tement inférieure 
e qui 
ontredit la minimalité de C.Dans 
ette algorithme, on 
al
ule la suite des (An)n≥0 tant qu'elle ne stationne pas. Cetalgorithme s'arrête d'après 
e qui vient d'être dit. On implémente les ensembles par des listes,on prendra garde à 
e que les éléments de la liste soient deux à deux distin
ts : on 
onstruiraalors une fon
tion insere qui insère un élément en tête de liste s'il n'appartient pas à 
ette liste.Ainsi on peut tester fa
ilement si An+1 = φ(An) en 
omparant les têtes des listes représentant
An+1 et An, 
e qui est implémenté dans itere. La fon
tion su

 implémente la fon
tionnelle
φ. La fon
tion générale de 
al
ul de R est notée etatsA

. Pour le 
as parti
ulier du TD, onobtient :let etatsA

 auto =let d = auto.delta inlet re
 su

 sto
kA

 = fun
tion| [℄ -> sto
kA

| t::q -> let newSto
k = insere (d.(t).(1)) ( insere (d.(t).(0)) sto
kA

 ) insu

 newSto
k qinlet re
 itere a

_n =let a

_n2 = su

 a

_n a

_n inif hd(a

_n2) = hd(a

_n)then a

_nelse itere a

_n2initere [auto.initial℄;; 3



2.2.2 Une solution de par
ours en profondeurL'idée d'un par
ours en profondeur est de par
ourir tant qu'on peut par
ourir en sto
kantles no÷uds non traîtés dans une pile. Le par
ours sera terminé lorsque la pile sera épuisée.Dans l'exemple de la �gure, lorsqu'on se trouve dans l'état numéroté 4, la pile est forméedes états numérotés $-9-6-5. Dans l'algorithme 
i-dessus, la liste sto
k tient lieu de pile desétats à traîter et la liste a

 
ontient tous les états a

essibles qui ont déjà été ren
ontrés. Lafon
tion 
loture termine : en e�et si on note N le nombre d'états de l'automate, la mesure
(N − |acc|, |stock|) dé
roît stri
tement pour l'ordre lexi
ographique après 
haque exé
ution dela fon
tion 
loture. Le programme 
i-dessus est ré
ursif terminal.let etatsA

 auto =let d = auto.delta inlet misajour a b q =if not (mem q a)then (q::a,q::b)else (a,b)inlet re
 
loture a

 sto
k = mat
h sto
k with| [℄ -> a

| t::q -> let (a2,s2) = misajour a

 q (d.(t).(0)) inlet (a2,s2) = misajour a

 q (d.(t).(0)) in
loture a3 s3in 
loture [auto.initial℄ [auto.initial℄;;3 Problèmes de dé
idabilitéCe
i n'a pas été donné en TP, mais il est possible de déterminiser un automate, à l'aide dela méthode sous-ensemble : pour tout automate �ni A = (Q,Σ, δ, I, F ), on 
onstruit l'automate�ni déterministe et 
omplet B = (P(Q),Σ, δ′, {I}, F ′) tel que L(A) = L(B) ave
 F ′ = {S ⊂
Q | S ∩ F 6= ∅} et l'appli
ation de transition δ′ dé�nie par

∀S ∈ P(Q),∀a ∈ Σ, S · a = {q ∈ Q | ∃q′ ∈ Q, ((q′, a), q) ∈ δ}.La partie a

essible de l'automate B est appelée déterminisé de A. Il existe des automates à
n états pour lesquels le déterminisé est de taille 2n, d'où une 
omplexité exponentielle dans lepire des 
as.Les problèmes suivants sont dé
idables :� Un mot appartient-il au langage d'un automate ? Se fait en temps linéaire.� Soit A un automate, A est-il vide ? �ni ? in�ni ? Se fait en temps polyn�mial. On utilisei
i la te
hnique du par
ours du graphe sous-ja
ent. Le langage est vide si et seulement siles états �naux ne sont pas a

essibles. Le langage est �ni si et seulement si l'automatene possède pas de 
y
le : dans nos algorithmes, on peut déte
ter un 
y
le lors du testd'appartenan
e aux sommets déjà ren
ontrés dans les fon
tions insere et misajour.� Soient A et B deux automates, A = Σ∗ ? A ⊆ B ? Se fait en temps exponentiel (à 
ausedu passage au 
omplémentaire qui né
essite une déterminisation de l'automate).Bilan : le but du TP était de montrer qu'on pouvait dé
ider si un système d'équations dio-phantiennes linéaires possédait une solution à l'aide d'automates �nis. Dans le 
as d'équationsdiophantiennes générales, 
e problème est indé
idable (il n'est pas possible de trouver un al-gorithme qui répond OUI si l'équation possède une solution et qui répond NON si elle n'enpossède pas).
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