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⋆ ⋆ ⋆Graphes ET/OU et automates alternantsPartie I. PréliminairesQuestion 1 [2 pts℄ La fon
tion appartient est de 
omplexité O(|S|).let re
 appartient e x = mat
h e with| [℄ -> false| t::q -> (t=x) or (appartient q x);;Question 2 [4 pts℄ La fon
tion ens_egaux est de 
omplexité O(|S1| × |S2|).let re
 ensIn
lus e1 e2 = mat
h e1 with| [℄ -> true| t::q -> (appartient e2 t) & (ensIn
lus q e2);;let ensEgaux e1 e2 = (ensIn
lus e1 e2) & (ensIn
lus e2 e1);;Question 3 [3 pts℄ La fon
tion union est de 
omplexité O(|S1| × |S2|).let re
 union e1 e2 = mat
h e2 with| [℄ -> e1| t::q -> if (appartient t e1) then union e1 qelse t::(union e1 q);;Question 4 [3 pts℄ D'après la question pré
édente, il existe une 
onstante k (indépendante des en-trées) telle que le 
oût de l'union de S1 et S2 soit majoré par k|S1|×|S2|. Si on note e=[e_n;...;e_1℄,et un la taille de gunion g [e_n;...;e_1℄ et cn son 
oût de 
al
ul, on obtient cn ≤ k|g(en)|×un−1+

cn−1+k′ (k′ 
onstante indépendante de n) ie cn ≤ k|g|2+cn−1+k′ ≤ (k|g|2+k′)n d'où une 
omplexitéen O(|S||g|2).let re
 gunion g e = mat
h e with| [℄ -> [℄| t::q -> union (g.(t)) (gunion g q);;Partie II. Graphes ET/OUQuestion 5 [10 pts℄ La fon
tion inter est de 
omplexité O(|S1|.|S2|) et ginter de 
omplexité
O(|S|.|g|2). Dans la fon
tion est_
ompatible :� le 
al
ul d'une étape est de 
omplexité O(|e(s)|.|g|2) et retourne un ensemble de taille O(|g|),� le 
al
ul d'égalité d'ensembles est de 
omplexité (|g|2),� on en déduit don
 une 
omplexité totale en O(|G|.|g|2).1
f 
orre
tion de http ://www.dptinfo.ens-
a
han.fr/
on
ours-ens/Ressour
es/ (BATOG Guillaume)1



let re
 inter e1 e2 = mat
h e2 with| [℄ -> [℄| t::q -> if (appartient t e1) then t::(inter e1 q)else inter e1 q;;let re
 ginter g e = mat
h e with| [℄ -> failwith "interse
tion vide"| [x℄ -> g.(x)| t::q -> inter (g.(t)) (ginter g q);;let it_ve
t f u0 tab =let n = ve
t_length tab and res = ref u0 infor i = 0 to (n-1) dores := f (!res) (tab.(i))done; !res;;let est_
ompatible graphe g =let uneEtape graphe g s =let opGs = if graphe.f.(s) then gunion g (graphe.e.(s))else ginter g (graphe.e.(s))in union opGs [s℄ inlet it_f u s = u & ( ensEgaux (g.(s)) (uneEtape graphe g s) )in it_ve
t it_f true g;;Question 6a) [3 pts℄
1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 {1} {2} {3} {4} {5} {6} {7} {8} {9}
1 {1, 3} {1, 2} {3, 4, 6} {4} {5, 8} {6} {7, 8} {3, 8} {6, 8, 9}
2 {1, 3, 4, 6} {1, 2, 3} {3, 4, 6} {4} {3, 5, 8} {6, 8} {3, 7, 8} {3, 4, 6, 8} {3, 6, 8, 9}
3 {1, 3, 4, 6} {1, 2, 3, 4, 6} {3, 4, 6, 8} {3, 4} {3, 4, 5, 6, 8} {3, 6, 8} {3, 4, 6, 7, 8} {3, 4, 6, 8} {3, 4, 6, 8, 9}
4 {1, 3, 4, 6, 8} {1, 2, 3, 4, 6} {3, 4, 6, 8} {3, 4, 6} {3, 4, 5, 6, 8} {3, 4, 6, 8} {3, 4, 6, 7, 8} {3, 4, 6, 8} {3, 4, 6, 8, 9}
5 {1, 3, 4, 6, 8} {1, 2, 3, 4, 6, 8} {3, 4, 6, 8} {3, 4, 6} {3, 4, 5, 6, 8} {3, 4, 6, 8} {3, 4, 6, 7, 8} {3, 4, 6, 8} {3, 4, 6, 8, 9}
6 {1, 3, 4, 6, 8} {1, 2, 3, 4, 6, 8} {3, 4, 6, 8} {3, 4, 6, 8} {3, 4, 5, 6, 8} {3, 4, 6, 8} {3, 4, 6, 7, 8} {3, 4, 6, 8} {3, 4, 6, 8, 9}b) [4 pts℄ Notons An = (An(0), ..., An(N − 1)) et An+1 = ψ(An). La suite (An)n≥0 est 
roissante(pour l'in
lusion, 
ar ses 
omposantes le sont) majorée par {0, ...,N − 1}N don
 
onverge etstationne vers AG . De plus si AM est point �xe de ψ, alors An = AM pour tout n ≥ M (parré
urren
e sur n) don
 l'ensemble des n tel que An n'est pas point �xe de ψ est majoré par

|AG | ≤ N2 don
 on peut 
hoisir M = N2 (même N2 −N 
ar |A0| = N).
) [6 pts℄ Montrons par ré
urren
e sur n que pour tout s, An+1(s) = {s} ∪
⊕

(s,s′)∈E An(s′) (où
⊕

= ∪ ou ∩). Pour n = 0, 
'est la dé�nition de A1. Supposons l'égalité vraie au rang n.
An+2(s) = An+1(s) ∪

⊕

(s,s′)∈E

An+1(s
′) = {s} ∪

⊕

(s,s′)∈E

An(s′) ∪
⊕

(s,s′)∈E

An+1(s
′)en appliquant l'hypothèse de ré
urren
e à An+1(s). Or la 
roissan
e des An(s) permet d'é
rireque ⊕

(s,s′)∈E An(s′) ⊆
⊕

(s,s′)∈E An+1(s
′) d'où An+2(s) = {s} ∪

⊕

(s,s′)∈E An+1(s). En 
hoi-sissant n = M , on obtient que AG est 
ompatible pour G.Soit g 
ompatible pour G. Montrons par ré
urren
e sur n que pour tout s, An(s) ⊆ g(s). Ave

n = M , on obtient le résultat souhaité. Pour n = 0, {s} ⊆ g(s) 
ar g est 
ompatible. Supposons
An(s) ⊆ g(s), alors

An+1(s) = An(s) ∪
⊕

(s,s′)∈E

An(s′) ⊆ g(s) ∪
⊕

(s,s′)∈E

g(s′) ⊆ g(s)la dernière inégalité venant du fait que g est 
ompatible don
 g(s) 
ontient ⊕

(s,s′)∈E g(s
′).d) [10 pts℄ 2



� l'initialisation de aG prend un temps O(|V |),� le 
al
ul d'une étape se fait en O(|e(s)|.|g|2) (
f question 5),� à 
haque itération de bou
le, le réinitialisation de aG demande O(|E|.|aG|2) opérations ave

|aG| ≤ |V |2 et |E| ≤ |V |2 d'où O(|V |4) opérations, et le test An = An+1 s'e�e
tue en O(|V |3)opérations,� on obtient alors une 
omplexité �nale en O(|V |6).let gEgaux t1 t2 =let n = ve
t_length t1 and res = ref true infor i = 0 to (n-1) dores := !res & (ensEgaux (t1.(i)) (t2.(i)))done; !res;;let rel_a

 graphe =let n = graphe.v inlet aG = ref ( init_ve
t n (fun x -> [x℄) ) and test = ref true inlet uneEtape graphe g s =let opGs = if graphe.f.(s) then gunion g (graphe.e.(s))else ginter g (graphe.e.(s))in union opGs (g.(s)) inwhile !test dolet aG2 = init_ve
t n (fun s -> uneEtape graphe !aG s) inif gEgaux aG aG1 then test:= falseelse aG := aG2done; !aG;;Question 7 [5 pts℄ La 
onstru
tion de aG prend un temps O(|V 6|) d'après la question pré
édente.Pour 
ha
une des étapes de par
ours_aG, le test de va
uité se 
al
ule en O(|aG(j)|.|S|) d'où une
omplexité totale du par
ours en O(|aG|.|S|) = O(|V |3). La fon
tion rel_a

_inv est don
 de
omplexité O(|V |6) (O(|V |3) si on dispose de AG).let rel_a

_inv graphe e =let n = graphe.v and aG = rel_a

 graphe inlet it_f u s =if (inter (aG.(j)) e) = [℄ then u else j::uin it_ve
t it_f [℄ aG;;Question 8a) [4 pts℄ La 
réation de pre s'e�e
tue en O(|V |) opérations et la fon
tion par
ours_aretes estlinéaire en le nombre d'arêtes don
 pred est de 
omplexité O(|G|).let pred graphe =let n= graphe.v inlet pre = make_ve
t n [℄ inlet re
 par
ours_aretes = fun
tion| -1 -> ()| j -> let f_do_list a = pre.(a) <- j::(pre.(a)) indo_list f_do_list (graphe.e.(j));par
ours_aretes (j-1)in par
ours_aretes (n-1); pre;;b) [2 pts℄let nb_su

 graphe =let f i = if graphe.f.(i) then 1 else list_length (graphe.e.(i)) ininit_ve
t (graphe.v) f;; 3



Question 9a) [5 pts℄ Les initialisations des lignes 1-3 se font O(|G|) d'après la question pré
édente. Pour tout
s dans V , s ne peut être ajouté qu'au plus une fois dans S : n(s) est dé
rémenté à 
haquevisite dans la bou
le 7-12 et s est ajouté à S si n(s) = 0. Ainsi la bou
le 4-13 est exé
utée auplus |V | fois et les instru
tions 8-11 sont globalement exé
utées au plus ∑

s∈V |pred(s)| = |E|.Au total, le 
oût de l'algorithme est au plus O(|V |) +O(|E|) = O(|G|).b) [15 pts℄ Montrons l'invariant de bou
le suivant (pour la bou
le externe) :1. pour tout élément s ∈ S ∪ T , s0 ∈ AG(s),2. pour tout s /∈ S ∪ T tel que f(s) = ∧, n(s) = |G(s)| − |G(s) ∩ T |.Pour 
ela, on raisonne par ré
urren
e sur le nombre d'exé
utions de la bou
le externe. C'estvrai initialement. Supposons don
 l'invariant avant une exé
ution de la bou
le externe. Soient
T ′, S′, n′ les nouvelles valeurs de T, S, n à la sortie de 
ette bou
le : on obtient T ′ = s :: T et,pour tout s1 ∈ prec(s), n′(s1) = n(s1)−1. Si f(s1) = ∧, on a don
 G(s1)∩T

′ = (G(s1)∩T )∪{s}et don
 |G(s1)| − |G(s1) ∩ T
′| = |G(s1)| − |G(s1) ∩ T | − 1 = n(s1) − 1 (T ′ ne 
ontient pas derépétition), soit n′(s1) = |G(s1)| − |G(s1) ∩ T

′|.Par ailleurs, si s1 ∈ S′\S, alors n(s1) = 1 et, ou bien f(s1) = ∨ et dans 
e 
as, 
omme
(s1, s) ∈ E et s0 ∈ AG(s), on a aussi s0 ∈ AG(s1), par 
ompatibilité de AG . Ou bien f(s) = ∧.Dans 
e 
as, n′(s1) = 0 entraîne G(s1) = G(s1) ∩ T

′ et don
 G(s1) ⊆ T ′ .Or, par hypothèsede ré
urren
e, pour tout s2 ∈ T ′ , s0 ∈ AG(s2) don
 pour tout s2 ∈ G(s1), s0 ∈ AG(s2). Par
ompatibilité de AG , AG(s1) ⊇
⋂

s2∈G(s1)AG(s2) et don
 s0 ∈ AG(s1). Ré
iproquement, si
s ∈ AG(s0), soit n le plus petit entier tel que s ∈ An(s0) (il existe d'après la question 5.3). Onmontre par ré
urren
e sur n que s ∈ T après exé
ution de l'algorithme. Pour 
ela, il su�t demontrer que s est ajouté à S à l'une des étapes de 
al
ul. Si n = 0, alors s = s0 et don
 s ∈ S(au départ). Si la propriété est vraie pour p < n et n > 0 supposons d'abord que f(s) = ∨.Dans 
e 
as, An(s) = An−1(s)∪

⋃

(s,s′)∈E An−1(s
′) et, par minimalité de n, s0 ∈ An−1(s

′) pourau moins un sommet s′ tel que (s, s′) ∈ E. Par hypothèse de ré
urren
e, s′ est ajouté à S àune étape de l'algorithme. D'autre part, par dé�nition, s ∈ prec(s′). Lorsque s′ est ajouté à
T , la bou
le suivante ajoute s à S (puisque n(s) est initialement à 1 et n'est jamais passépar 0). Si maintenant f(s) = ∧, An(s) = An−1(s) ∪

⋂

(s,s′)∈E An−1(s
′) et, par minimalité de

n, s0 ∈ An−1(s
′) pour tout s tel que (s, s′) ∈ E. Par hypothèse de ré
urren
e, 
ha
un dessommets s′ est ajouté à S à l'une des étapes de l'algorithme. Chaque fois que l'un des sommets

s′ est ajouté à T , n(s) est dé
rémenté (et seulement à 
es o

asions). Lorsque le dernier dessommets s′ est ajouté à T , n(s) = 0 et s est ajouté à S.
) [2 pts℄ On 
al
ule d'abord pred et su

 en temps O(|G|) d'après la question 8. Puis on appliquel'algorithme de la �gure 2 ave
 s0 = s qui s'exé
ute en temps O(|G|) d'après la question a).D'après la question b), il su�t alors de tester l'appartenan
e de t à l'ensemble T = A−1
G ({s})(test linéaire). Partie III. Automates alternantsQuestion 10 [3 pts℄
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Question 11 [3 pts℄ À l'aide de la dé�nition d'un 
al
ul réussi, on montre par double in
lusion :
L(A[q]) =

⋃

a∈{0,1}

{a} ·
⊕

q′∈δ(q,a)

L(A[q′])4



où ⊕ représente une interse
tion si τ(q, a) = ∧ et une réunion si τ(q, a) = ∨ ave
 la 
onvention
∩∅ = {ǫ} (ensemble réduit au mot vide) et ∪∅ = ∅.Question 12 [6 pts℄ Soit A1 = (Q,A, I, F, δ) un automate �ni non-déterministe donné. On
onstruit l'automate alternant A2 = (Q,A, I, F, δ, τ) où on dé�nit pour tout q et a, τ(q, a) = ∨.
A2 est bien de taille O(|A1|).Montrons par ré
urren
e sur |w| que pour tout q ∈ Q, w ∈ L(A1[q]) si et seulement si w ∈
L(A2[q]). Le 
as de base est immédiat par identité des états de A1 et A2. Puisque tous les étatsde A2 sont étiquetés par ∨, les 
al
uls réussis de w de A2 sont des listes de longueur |w| (arbreslinéaires) dont on montre la 
orrespondan
e dire
te ave
 les 
al
uls réussis de A1 à l'aide de laré
urren
e énon
ée plus haut.Question 13 [10 pts℄a) On montre par ré
urren
e sur |w| que pour tout q ∈ Q, si w ∈ L(A[q]) alors w /∈ L(Ac[q]). Le
as de base se déduit de la 
omplémentarité des états �naux et non �naux de A. Considérons wde taille n véri�ant l'hypothèse de ré
urren
e, soient q ∈ Q et a ∈ A, supposons aw ∈ L(A[q]).Utilisons le résultat de la question 11 :� Si τ(q, a) = ∨, alors il existe q′ ∈ δ(q, a) tel que w ∈ L(A[q′]). Par hypothèse de ré
urren
e,

w /∈ L(Ac[q′]) pour tout q′ ∈ I. Puisque τ c(q, a) = ∧, d'après la question 11, aw /∈ L(Ac[q])d'où le résultat.� Si τ(q, a) = ∧, alors pour tout q′ ∈ δ(q, a), w ∈ L(A[q′]). Par hypothèse de ré
urren
e,
w /∈ L(Ac[q′]) pour tout q′ ∈ δ(q, a) don
 aw /∈ L(Ac[q]) d'après la question 11.Ainsi en appliquant 
e résultat pour q = q0 (état initial), on obtient que les langages L(A) et

L(Ac) sont disjoints.b) On montre par ré
urren
e sur |w| que pour tout q ∈ Q, si w /∈ L(A[q]) alors w ∈ L(Ac[q]). Le
as de base se déduit de la 
omplémentarité des états �naux et non �naux de A. Considérons wde taille n véri�ant l'hypothèse de ré
urren
e, soient q ∈ Q et a ∈ A, supposons aw /∈ L(A[q]).Utilisons le résultat de la question 11 :� Si τ(q, a) = ∨, alors pour tout q′ ∈ δ(q, a), w /∈ L(A[q′]). Par hypothèse de ré
urren
e,
w ∈ L(Ac[q′]) pour tout q′ ∈ I. Puisque τ c(q, a) = ∧, d'après la question 11, aw ∈ L(Ac[q])d'où le résultat.� Si τ(q, a) = ∧, alors il existe q′ ∈ δ(q, a) tel que w /∈ L(A[q′]). Par hypothèse de ré
urren
e,
w ∈ L(Ac[q′]) don
 aw ∈ L(Ac[q]) d'après la question 11.Ainsi en appliquant 
e résultat pour q = q0 (état initial), on obtient que L(A) ∪ L(Ac) = A∗.
) Finalement L(Ac) = (L(A))c et l'automate Ac est de même taille que A.Question 14 [17 pts℄ On va réduire le problème d'a

eptation des automates alternants au pro-blème d'a

essibilité des graphes ET/OU. On dispose d'un automate alternant A = (Q, {0, 1}, q0 , Qf , δ, τ)et d'un mot w = w1...wn de taille n. On 
onstruit le graphe ET/OU G(w,A) = (V,E, f) ave
 V
omme dans l'indi
ation de l'énon
é. On dé�nit E 
omme étant l'ensemble des transitions suivantes :� (q, i) → (q′, i+ 1) pour tout q ∈ Q et 0 ≤ i ≤ n− 1 et q′ ∈ δ(q, wi+1) ;� (q, i) → r pour tout q, i tels que δ(q, wi+1) = true ;� (q, n) → r pour tout q ∈ Qf .En�n f est dé�nie de la manière suivante : f((q, i)) = τ(q, wi+1) pour tout q et 0 ≤ i ≤ n − 1 et

f((q, n)) = f(r) = ∧ pour tout q. Notons AG la relation d'a
essibilité de G(w,A).Montrons par ré
urren
e le résultat H0 (0 ≤ k ≤ n) : si Wk = wn−k+1...wn, alors pour tout
q ∈ Q, Wk ∈ L(A[q]) si et seulement si r ∈ AG((q, n − k)). Pour k = 0, W0 = ǫ ∈ L(A[q]) si etseulement si q ∈ Qf et (q, n) → q′ dans E si et seulement si q′ = r et q ∈ Qf don
 par 
ompatibilitéde AG , r ∈ AG((q, n)) si et seulement si q ∈ Qf don
 (H0) est vraie.Supposons (Hk) vraie pour un k dans {0, ..., n − 1}. Notons i = n − k, Wk+1 = wi.Wk. Soit qquel
onque dans Q. Supposons τ(q, wi) = ∧ et notons I = δ(q, wi).� Si I est non vide, d'après la question 11, Wk+1 ∈ L(A[q]) si et seulement si pour tout q′ ∈

δ(q, wi) = I, Wk ∈ L(A[q′]). Par hypothèse (Hk), r ∈ AG((q′, i)) pour tout q′ ∈ I. Par5




onstru
tion de G(w,A), succ((q, i− 1)) = δ(q, wi) × {i}. Par 
ompatibilité de AG ,
AG((q, i − 1)) = {(q, i − 1)} ∪

⋂

q′∈δ(q,wi)

AG((q′, i)) ∋ rdon
 (Hk+1) est vraie.� Si I est vide, Wk+1 ∈ L(A[q]) (dé�nition d'un 
al
ul réussi) et r ∈ AG((q, i−1)) (par 
onstru
-tion du graphe) don
 l'équivalen
e est vraie.Si τ(q, wi) = ∨, la démonstration est symétrique. Ainsi on montre que (Hn) est vraie par ré
urren
e,d'où le résultat attendu en spé
ialisant q = q0.Finalement, G(w,A) possède (n + 1)|Q| + 1 sommets et au plus n(|δ| + 1) + |Q| arêtes don
 detaille O(|w| × |A|). Sa 
onstru
tion est linéaire en sa taille et le test d'a

essibilité est linéaire en sataille d'après la question 9. Étant donnés w et A, le test w ∈ L(A) peut être dé
idé par un algorithmede 
omplexité O(|w| × |A|).Question 15 [14 pts℄ On dispose d'un automate alternant A1 = (Q, {0, 1}, q0, Qf , δ, τ). On 
onstruitl'automate �ni non déterministe A2 = (2Q, {0, 1}, {q0}, 2
Qf , δ2) qui simule les 
al
uls de A1 par unpar
ours "parallèle" de la façon suivante : (S, a, S′) ∈ δ2 si et seulement si� pour tout q ∈ S∧(a) = {q ∈ S | τ(q, a) = ∧}, δ(q, a) ⊆ S′,� pour tout q ∈ S∨(a) = {q ∈ S | τ(q, a) = ∨}, |δ(q, a) ∩ S′| = 1.Montrons par ré
urren
e sur |w| que pour tout état S ⊆ Q de A2, w ∈ L(A2[S]) si et seulementsi w ∈

⋂

q∈S L(A1[q]). Initialisation : w = ǫ ∈ L(A2[S]) si et seulement si S ⊆ Qf . Supposonsl'hypothèse de ré
urren
e vraie pour w de taille n. Soit S ⊆ Q quel
onque, a ∈ {0, 1}, par 
onstru
tionde A2, aw ∈ L(A2[S]) si et seulement s'il existe S′ ∈ δ2(S, a) tel que w ∈ L(A2[S
′]). Par hypothèsede ré
urren
e, 
e
i équivaut à (*) : il existe jq ∈ δ(q, a) pour tout q ∈ S∨(a) tels que

w ∈
⋂

q′∈S′

L(A1[q
′]) =

⋂

q∈S∧(a)





⋂

q′∈δ(q,a)

L(A1[q
′])



 ∩
⋂

q∈S∨(a)

L(A1[jq]).D'après la question 11 (et une ré
urren
e sur |S|), (*) est équivalent à aw ∈ ∩q∈SL(A1[q]).Finalement, en spé
ialisant S = {q0}, on obtient que L(A1) = L(A2). La 
onstru
tion de A2 àpartir de A1 est exponentielle.Question 16 [3 pts℄ Raisonnons par l'absurde et supposons que 
e langage soit re
onnu par unautomate ayant au plus 2n états. Alors 12n , de longueur 2n, peut s'é
rire w1 · w2 · w3 ave
 w2 6= ǫet w1 · w
k
2 · w3 dans le langage d'après le lemme de l'étoile. Or 
'est absurde puisque le langage ne
ontient qu'un mot. * **
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