
LYCEÉ STANISLAS FILIÈREMPOPTION INFORMATIQUECONCOURS BLANC 2007COMPOSITION D'INFORMATIQUE1(Durée : 4 heures)L'utilisation des 
al
ulatri
es n'est pas autorisée pour 
ette épreuve.
⋆ ⋆ ⋆Graphes ET/OU et automates alternantsOn atta
hera une grande importan
e à la 
on
ision, à la 
larté et à la pré
ision de la réda
tion.La troisième partie du problème est quasiment indépendante des deux autres.Partie I. PréliminairesSi S est un ensemble, on note 2S l'ensemble des sous-ensembles de S. On 
hoisit i
i de représenterun ensemble S d'éléments de V par une liste de taille |S| :type ensemble == int list ;;Question 1 É
rire une fon
tion appartient qui teste si un entier n apparaît dans un ensemble S.Quelle est sa 
omplexité ?appartient : ensemble -> int -> boolQuestion 2 É
rire une fon
tion ens_egaux qui teste si deux ensembles S1 et S2 sont égaux. Quelleest sa 
omplexité ?ensEgaux : ensemble -> ensemble -> boolQuestion 3 É
rire une fon
tion union qui retourne l'union de deux ensembles S1 et S2. Quelle estsa 
omplexité ?union : ensemble -> ensemble -> ensembleQuestion 4 Notons V = {0, ..., n − 1}. É
rire une fon
tion gunion qui, étant donnés un ensemble

S ⊆ V et un tableau g indi
é par V à valeurs dans 2V , 
al
ule l'union des g(s) pour s ∈ S. Exprimersa 
omplexité en fon
tion de |S| et |g| (|g| étant la somme des tailles des listes que 
ontient g).gunion : ensemble ve
t -> ensemble -> ensemblePartie II. Graphes ET/OUUn graphe ET/OU G est un triplet (V,E, f) où V est un ensemble �ni (les sommets), E est unsous-ensemble de V ×V (les arêtes) et f est une appli
ation de V dans {∧,∨}. La taille |G| d'un grapheET/OU est la somme du nombre de sommets |V | et du nombre d'arêtes |E|. On pourra supposerque les sommets sont numérotés et don
 que V = {0, ...,N − 1}. V sera représenté par l'entier N , Epar un tableau t d'ensembles de sommets dé�ni par s′ ∈ t(s) si et seulement si (s, s′) ∈ E et en�n fsera représenté par un tableau de booléens où ∨ (resp. ∧) est représenté par true (resp. false) :1Largement inspirée de l'épreuve é
rite des ENS 2004 (BATOG Guillaume)1
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Fig. 1 � Un graphe ET/OUtype grapheETOU = { v : int ; e : ensemble ve
t ; f : bool ve
t } ;;Si g est une appli
ation de V dans 2V , on dira que g est 
ompatible ave
 G si, pour tout s ∈ V� ou bien f(s) = ∨ et
g(s) = {s} ∪

⋃

(s,s′)∈E

g(s′)� ou bien f(s) = ∧ et
g(s) = {s} ∪

⋂

(s,s′)∈E

g(s′).Question 5 É
rire une fon
tion est_
ompatible qui, étant donnés un tableau g indi
é par V àvaleurs dans les ensembles de sommets et un graphe ET/OU G, teste si g est 
ompatible ave
 G.Exprimer sa 
omplexité en fon
tion de |G| et |g|.est_
ompatible : grapheETOU -> ensemble ve
t -> boolOn dé�nit la suite d'appli
ations An(s) qui asso
ient à 
haque sommet un ensemble de sommets :� A0(s) = {s} pour tout s� si f(s) = ∨, An+1(s) = An(s) ∪
⋃

(s,s′)∈E An(s′)� si f(s) = ∧, An+1(s) = An(s) ∪
⋂

(s,s′)∈E An(s′)Question 6a) Cal
uler la suite An(s) (n ≤ 6) pour 
ha
un des 9 sommets du graphe G donné dans la �gure1, dans lequel f(s) = ∨ pour les sommets représentés par des 
er
les et f(s) = ∧ pour lessommets représentés par des 
arrés.b) Montrer que, pour tout graphe ET/OU G, il existe un entier M que l'on pré
isera tel que, pourtout n ≥ M , pour tout s, An+1(s) = An(s). On notera alors AG(s) la limite obtenue.
) Montrer que AG est 
ompatible ave
 G et que pour tout g 
ompatible ave
 G et pour toutsommet s de G, on a AG(s) ⊆ g(s).d) En déduire une fon
tion rel_a

 qui 
onstruit 
ette appli
ation AG , appelée relation d'a

es-sibilité de G. Exprimer sa 
omplexité en fon
tion de |V |.rel_a

 : grapheETOU -> ensemble ve
tQuestion 7 Si S est un ensemble de sommets de G, on note A−1
G

(S) = {t ∈ V |S ∩ AG(t) 6= ∅}(ensemble des sommets desquels on peut a

éder à un sommet de S). É
rire une fon
tion rel_a

_invqui, étant donnés G et S, 
al
ule A−1
G

(S).rel_a

_inv : grapheETOU -> ensemble -> ensemble
2



T := liste vide ; S := liste réduite à s0 ;pre
 := pred(G) ; n := nb_su

(G) ;n(s0) := 0 ;TANT QUE non_vide(S) faire
s := tête(S) ; S := queue(S) ;L := pre
(s) ; T := 
ons(s,T) ;TANT QUE non_vide(L) faire

s1 := tête(L)L := queue(L)n(s1) := n(s1) - 1SI n(s1) = 0 alors S := 
ons(s1,S)Fin tant queFin tant queFig. 2 � Un algorithme sur les graphes ET/OUQuestion 8a) Construire une fon
tion pred qui, étant donné un graphe G, retourne en temps O(|G|) untableau dont l'élément d'indi
e s ∈ V est la liste des prédé
esseurs de s dans G.pred : grapheETOU -> ensemble ve
tb) Construire une fon
tion nb_su

 qui, étant donné un graphe G, retourne en temps O(|G|) untableau dont l'élément d'indi
e s ∈ V est un entier égal au nombre de su

esseurs de s si
f(s) = ∧ et égal à 1 sinon.nb_su

 : grapheETOU -> int ve
tQuestion 9 On va maintenant étudier l'algorithme de la �gure 2 é
rit en pseudo-
ode. cons(s, T )retourne la liste obtenue en plaçant l'élément s en tête de la liste T .a) Montrer que la 
omplexité de 
et algorithme est O(|G|).b) Montrer qu'après exé
ution de l'algorithme, T = A−1

G
({s0}). Indi
ation : on pourra montrerque, si f(s) = ∧, n(s) = |G(s)| − |G(s) ∩ T | à 
haque entrée dans la bou
le externe.
) Dé
rire alors un algorithme linéaire en |G| qui résout le problème d'a

essibilité : étant donnés

G et s, t ∈ V , l'algorithme retourne vrai si t ∈ AG(s) et faux sinon.Partie III. Automates alternantsUn automate alternant est donné par un ensemble �ni d'états Q, un état initial q0 ∈ Q, unensemble d'états �naux Qf ⊆ Q, un alphabet d'entrée A, une fon
tion de transition δ : Q×A → 2Qet une fon
tion de type τ : Q × A → {∧,∨}. On é
rira en abrégé δ(q, a) = q1 ∨ ... ∨ qm (resp.
δ(q, a) = q1 ∧ ... ∧ qm) si τ(q, a) = ∨ (resp. τ(q, a) = ∧). On é
rira de plus δ(q, a) = false (resp.
δ(q, a) = true) lorsque δ(q, a) = ∅ et τ(q, a) = ∨ (resp. τ(q, a) = ∧). Dans toute la suite, onsupposera que A ⊆ {0, 1}.

ǫ désignera le mot vide, w1 · w2 la 
on
aténation des mots w1 et w2, w(i) la ie lettre du mot w(si elle est dé�nie) et |w| la longueur de w.Un 
al
ul de l'automate A = (Q, q0, A, δ, τ) sur le mot w est un arbre T étiqueté par Q et telque :� La ra
ine de l'arbre est étiquetée par q0. (C'est le n÷ud de l'arbre de profondeur 0).� Si un n÷ud n de l'arbre, de profondeur k, est étiqueté par q et si τ(q) = ∨, |w| ≥ k + 1,
w(k + 1) = a et δ(q, a) = {q1, ..., qm}, alors n a exa
tement un �ls (de profondeur k + 1)étiqueté par l'un des états q1, ..., qm. Noter que l'on doit avoir m > 0 et don
 qu'un 
al
ul nepeut pas utiliser de transition δ(q, a) = false.3



� Si un n÷ud n de l'arbre, de profondeur k, est étiqueté par q et si τ(q) = ∧, |w| ≥ k + 1,
w(k + 1) = a et δ(q, a) = {q1, ..., qm}, alors n a exa
tement m �ls (de profondeur k + 1)étiquetés respe
tivement par q1, ..., qm. Noter que, si m = 0 (
'est-à-dire δ(q, a) = true), n estune feuille.� Tous les n÷uds de l'arbre sont de profondeur inférieure ou égale à |w|.Un 
al
ul T de A sur w est réussi si toute feuille n de T de profondeur |w| est étiquetée parun état �nal. (Noter que si le 
al
ul ne 
omprend au
une feuille de profondeur |w|, il est toujoursréussi). Le langage a

epté par A, noté L(A), est l'ensemble des mots w de A∗ tels qu'il existe un
al
ul réussi de A sur w.Question 10 On 
onsidère l'automate alternant dont la fon
tion de transition est donnée par :

δ 0 1

q0 q0 ∧ q1 q2 ∨ q3

q1 true q0 ∨ q1

q2 false true

q3 q2 false

τ 0 1

q0 ∧ ∨

q1 ∧ ∨

q2 ∨ ∧

q3 ∧ ∨L'état initial est q0. Il n'y a pas d'état �nal. Donner des 
al
uls réussis de l'automate sur les mots0101, 0110, 0111.Question 11 Soit A un automate alternant, pour tout q ∈ Q, on note A[q] l'automate alternant
A dont q est l'unique état initial. Pour tout q ∈ Q, exprimer L(A[q]) en fon
tion de l'ensemble des
L(A[q′]) pour q′ ∈ Q.La taille d'un automate non-déterministe 
lassique est égale à la somme de son nombre d'étatset de son nombre de transitions. La taille d'un automate alternant est la somme, pour tout les états
q et pour toutes les lettres de l'alphabet a, du 
ardinal de δ(q, a) et du nombre d'états :

|A| = |Q| +
∑

q∈Q

∑

a∈A

|δ(q, a)|.Question 12 Montrer que tout langage re
onnu par un automate �ni non-déterministe A1 estaussi re
onnu par un automate alternant A2 de taille O(|A1|).Question 13 Étant donné un automate alternant A, on 
onsidère l'automate dual noté Ac obtenuen é
hangeant ∨ et ∧ d'une part et les états �naux et non �naux d'autre part.a) Montrer que L(A) ∩ L(Ac) = ∅.b) Montrer que tout mot de A∗ est a

epté par A ou Ac.
) En déduire qu'on peut 
al
uler en O(|A|) un automate qui a

epte le 
omplémentaire de L(A).Question 14 Donner un algorithme de 
omplexité O(|w| × |A|) qui, étant donnés un mot w etun automate alternant A, détermine si w est a

epté par A. Indi
ation : on 
onstruira un grapheET/OU G(w,A) à partir de w et A de sommets V = {(q, i) | q ∈ Q, 1 ≤ i ≤ |w|} ∪ {(q0, 0)} ∪ {r}tel que r est a

essible à partir de (q0, 0) dans G(w,A) si et seulement si w est a

epté par A.Question 15 Montrer que tout langage re
onnu par un automate alternant A1 est aussi re
onnupar un automate �ni non-déterministe A2. Quel est la 
omplexité d'un algorithme 
al
ulant A2 àpartir de A1 ?Question 16 On 
onsidère le langage Ln qui 
ontient le mot unique 12n . Montrer que tout automatenon-déterministe a

eptant Ln 
omporte au moins 2n + 1 états.* **4


