MP - Semaine 14

) Calcul différentiel
Eléments propres d'un endomorphisme

1 Calcul différentiel
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Exercice 1 (Identité d’Euler).
Soit f : R? — R de classe C! et o > 0.

1. Supposons f(tu) = t* f(u) pour tout t > 0.
Montrer que f vérifie I’équation aux dérivées partielles suivante

o(f) =7 oL 445l —af 0

2. Supposons ®(f) = af. On fixe u € R? et on pose h(t) =t~ f(tu).
(@) Quelle est la régularité de h?
(b) Calculer A'(t)
(c) Conclure f(tu) = t* f(u) pour tout ¢t > 0
3. Montrer que ® est une application linéaire de C''(R?, R) vers C(R?* R).

4. Déterminer le noyau de ®

5. Montrer que ® est surjective ? ?

=343 =
Exercice 2 (Fonctions radiales).
On considére 1’application linéaire suivante

af 8
®(f) =y a£+ ag

1. Donner un espace vectoriel d’arrivée et de départ pour cette application

@)

2. On cherche a résoudre @(f) = 0. Faire une interprétation géométrique, en déduire un chan-
gement de coordonnées a essayer.

3. Soit f de classe C? de R? dans R. On pose
g(r,0) = f(rcos,rsin) 3)

Calculer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f
4. Montrer que si ®(f) = 0 alors g(r, #) ne dépend que de r.
5. En déduire les solutions de ®(f) = 0.
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Exercice 3 (Régularité d’une fonction).

flu) = {6_“15 si ] #0 @

0 sinon

Montrer que f est une fonction C> de R? dans R.
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Exercice 4 (Un petit théoréme de Poincaré).
Soient f, g deux fonctions C? de R? dans R

1. Supposons qu’il existe h tel que % = fet g—’; =g.

of _ 9g
dy ~ Oz

2. Réciproquement

Montrer que

(a) Justifier qu’on peut supposer que f(z,0) = 0 et g(0,y) = 0.
(b) Proposer une solution au systeme

(c) Justifier que c’est bien une solution
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Exercice 5 (Lois de groupe sur R).

On pose f(z,y) = z xy de classe C'! sur R?. On suppose de plus que f est une loi de groupe sur R
avec comme élément neutre e.

1. Enoncer ’associativité de f

2. Montrer que pour tout z,y,z on a
(02f)(x xy, 2) = (o) (x,y % 2) X (82f)(y 2) ®)

3. En déduire que (02f)(y,e) >0
Indication: Appliquer en y=1, vy, e I'égalité précédente...

4. Supposons qu'il existe ¢ de classe C"! telle que

¢(xxy) = o(z) + 6(y) (6)
Montrer en dérivant en y qu’on a nécessairement une constante a telle que
* dt
z)=a | S 7
o0 =1 | i 7

Indication: ¢(e) = 0, dériver I'égalité par rapport a y et appliqueren y = e

5. Réciproquement, montrer que si a # 0 alors I'égalité précédente définit un difféomorphisme C*
de I vers ¢(I).

6. Vérifier que ce difféomorphisme vérifie ¢(x + y) = ¢(z) + ¢(y).

7. Montrer que I = ¢(I) =R
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Exercice 6 (Fonctions coercives et gradient).
Soit f une fonction coercive de R? dans R, c’est-a-dire qui vérifie

x
T “+o00 ||| = +o0 ®)

1. Montrer qu'une telle fonction possede un minimum global
2. En déduire qu'il existe un u tel que V f(u) =0
3. Soit v € R?, montrer que f — (v|-) vérifie les mémes hypotheses que f.

4. En déduire que V f est surjective.
2 Eléments propres

=334«
Exercice 7 (Diagonale Dominante).
On consideére une matrice A a coefficients dans C véifiant

Vi<i<n, Y laijl <lail )

1<j#i<n
1. Interpréter la formule en terme de diagonale
2. Montrer que A est inversible

3. On appelle valeur propre de A un A tel que ker(A — AI) # {0}. Montrer qu’il y a un nombre
fini de valeurs propres.

Indication: Utiliser les dimensions... Ou connaitre le cours

4. Montrer que les valeurs propres (complexes) de A sont contenues dans une union de disques
dont on précisera les centres et rayons.
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Exercice 8 (Inverse d’une matrice).
Soit M une matrice carrée inversible, montrer que M ~! est un polynoéme en M.

Indication: Considérer x

=345

Exercice 9 (Commutant d'un endomorphisme (facile)).

Soit M une matrice carrée. On pose I'y; = {A | AM = M A}
Supposons M diagonalisable, calculer I'j;.
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Exercice 10 (Valeur propre commune).
Soient A et B deux matrices carrées.

1. Soit P # 0 tel que AP = PB, montrer que A et B ont une valeur propre commune
Sous questions :
(@) Que dire des polyndmes en Aeten B?
(b) Quel est le lien entre valeurs propres et racines de polynomes ?
(c) Quelle est I'écriture factorisée du polyndme caractéristique ?
(d) En déduire que (B — A;I) est non inversible pour un certain ¢

2. Montrer la réciproque
Sous questions :

(a) Soit v, A un élément propre commun a A et B, décomposer 1’espace en somme directe.
(b) Définir P sur la décomposition de maniére a ce que Pv = v et Pz = 0 autrement

(c) Conclure que P convient.

4 Lopez Aliaume



	Calcul différentiel
	Éléments propres

