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Introduction

Les Enjeux

Les protocoles de communication sont des règles d’échange entre plu-
sieurs processus, plus ou moins proches. Avec le développement des réseaux
de communication, tels Internet et les réseaux de téléphonie (mobile ou non),
la complexité des protocoles mis en jeux s’accroît de manière vertigineuse.
De même, la miniaturisation des composants électroniques permet d’intégrer
dans la même puce de plus en plus de possibilités, concrétisées par des proto-
coles de communication nombreux et constamment mis à jour. Par exemple,
les transactions sur internet sont régies par des protocoles bien précis. De
même, dans un ordinateur, un contrôleur mémoire accède aux données sto-
ckées d’une manière très spéciale.

Les communications se séparent en deux grandes catégories :

– Synchrones lorsque les données s’échangent entre les différents proces-
sus à des instants bien déterminés (les tops d’horloge). La grande spé-
cificité de ces échanges est que le temps pour communiquer une donnée
précise d’un processus à un autre est connu. Ce type de communica-
tion ne peut être mis en œuvre que si la topologie exacte du réseau est
connue, les canaux de communication sûrs et de débit constant, par
exemple à l’intérieur d’un processeur. De plus, la vitesse de communi-
cation est décidée par le processus le plus lent.

– Asynchrones lorsque les données s’échangent entre les différents proces-
sus lorsque ceux-ci sont prêts à les envoyer. Le temps de transmission
d’un message ne peut alors pas être connu a priori. Ce type de commu-
nication peut être mis plus facilement en œuvre.

La seconde catégorie de communication semble prendre le pas sur le pre-
mière à cause de sa simplicité à mettre en œuvre et de sa meilleure perfor-
mance. Nous nous intéresserons ainsi à cette seconde catégorie de communi-



cation. Nous choisirons également d’étudier les communications asynchrones
par passage de messages, plutôt que par variables partagées.

Comprendre. Le grand problème des protocoles asynchrones est qu’ils
sont intrinsèquement plus compliqués à comprendre que les protocoles syn-
chrones1. Ainsi, une des premières tâches est de comprendre quel genre de
protocole il est possible de décrire avec quel genre de structure. Ce travail
a été commencé dans [HMNK+04] pour des protocoles restreints, puis repris
par [Kus03, Mor02]. Dernièrement, [BL04] ont obtenu des résultats partiels
sans restriction sur les protocoles.

Construire. En fait, les protocoles de communication mettent en œuvre
des processus en parallèle, c’est à dire faisant des choix dépendant unique-
ment de leur connaissance, et non de la connaissance de l’état des autres
processus. Nous dirons de tels protocoles qu’ils sont à contrôle local. Une
croyance partagée par beaucoup est que notre mode de pensée est intrinsè-
quement séquentielle, et que penser d’une manière parallèle est plus compli-
qué. Ainsi, un autre but est d’aider à construire des protocoles de commu-
nication, par exemple en distribuant automatiquement des algorithmes trop
séquentiels en des algorithmes avec un contrôle local, comme l’ont commencé
[AEY00, AEY01, BM03] en supposant qu’il ne pouvait y avoir des données
additionnelles de contrôle. Une approche différente a été menée par [HJ00]
en exhibant une classe de langages toujours implantable, et par [CDHL00]
qui supposaient que plus de libertés étaient laissées aux ingénieurs.

Vérifier. Enfin, la complexité grandissante des protocoles de communi-
cation a amené à de nombreuses erreurs par le passé. Tous les protocoles de
communication de ces 5 dernières années ont vu leurs premières implémen-
tations sur PC ponctuées de problèmes. Les premiers contrôleurs intégrant
l’usb étaient incapables de communiquer en l’utilisant, les premiers contrô-
leurs mémoire RDRAM étaient instables (intel i820,i840) quand plus de deux
bancs mémoires étaient accédés, et le protocole agp 8x des premières puces
graphiques ATI R300 générait de nombreux problèmes. Enfin, la dernière
nouveauté en terme de communication, le protocole PCI-Express connaît
des problèmes sur le chipset serveur intel Lindenhurst quand trop de pé-
riphériques accèdent aux canaux point à point. Vérifier les protocoles de
communication assez tôt permettrait d’économiser des sommes très impor-

1Un nouveau genre de communication pour le matériel embarqué, plus facile à appré-
hender, fait la jonction entre les deux, en étant globalement asynchrone et localement
synchrone.



tantes consacrées à rappeler puis remplacer les composants défectueux. Cette
idée, nous la retrouvons dans les travaux de [AY99, MP99] qui modélisent la
propriété par un ensemble d’exécutions à éviter, puis de [Pel00, MM01] qui
modélisent la propriété par des logiques d’ordre partiel.

Les Outils

Les outils dont nous allons nous servir dans le cadre de cette thèse sont
les suivants :

L’algorithmique Notre but est de donner des algorithmes qui construi-
sent un modèle à partir d’un autre, donnant une preuve constructive
de l’inclusion d’une classe de structures dans une autre. De même, on
donnera également des algorithmes qui vérifient que certaines proprié-
tés sont satisfaitent (par exemple être un élément d’une classe de struc-
tures). Quand cela est connu, nous donnons une preuve que la trans-
formation est optimale, dans ce sens qu’il y a des objets de la classe
qui requièrent cette transformation. Pour plus de précisions concernant
l’algorithmique, nous renvoyons le lecteur à [CLRS01].

La théorie des automates Une structure très étudiée par l’informa-
tique est celle des automates, et plus généralement de plusieurs struc-
tures qui modélisent les langages réguliers. Nous nous servirons à de
nombreuses reprises des algorithmes connus pour de telles structures.
Ainsi, nous essayerons souvent d’exprimer nos systèmes et propriétés
sous forme de langage réguliers. Pour plus de précisions concernant la
théorie des automates, nous renvoyons le lecteur à [HU79].

Décidabilité et complexité Connaître des algorithmes qui calculent ce
que nous voulons est nécessaire, mais pas suffisant. En effet, il se pour-
rait qu’un algorithme ne termine pas toujours, c’est à dire ne nous
donne jamais la réponse. De plus, même si l’algorithme termine, il se
peut que le temps pris soit démesuré par rapport au problème posé.
Si de nombreuses questions sont en général indécidables, il suffit sou-
vent de réduire le problème à une sous classe. Cette sous classe doit
permettre d’exprimer les modèles intéressants, mais en ayant un algo-
rithme de complexité plus faible. Ainsi, un algorithme n’est souvent pas
suffisant pour résoudre un problème. Il vaut mieux avoir un algorithme
rapide pour une sous classe, et avoir un algorithme plus lent mais qui
donne une réponse correcte dans tous les cas intéressants. Pour plus



de précisions concernant la théorie de la complexité, nous renvoyons le
lecteur à [Pap94, GJ78].

Les traces de Mazurkiewicz Comme nous l’avons remarqué précédem-
ment, les protocoles de communication mettent en œuvre des processus
en parallèle. Il se trouve que les traces de Mazurkiewicz modélisent des
événements concurrents. Il serait donc judicieux de découvrir quand
nous pouvons appliquer les résultats nombreux de cette théorie aux
protocoles de communication. Pour plus de précisions concernant les
traces de Mazurkiewicz, nous renvoyons le lecteur à [DR95].

Vérification Enfin pour vérifier qu’un protocole donné est conforme à
une spécification fixée, nous utiliserons la théorie prolifique du model-
checking. Ainsi, nous considérerons souvent le système donné par un
modèle abstrait, et une propriété donnée soit par une formule logique,
soit par un ensemble d’exécutions d’un autre modèle. Le but est de sa-
voir si toutes les exécutions du système sont incluses dans les exécutions
de la propriété (model-checking positif), ou bien si aucune exécution
du modèle n’intersecte celles de la propriété (model-checking négatif).
Parfois, les modèles mis en œuvre sont trop imposants pour être vérifiés
directement, et ils doivent être abstraits en des modèles beaucoup plus
petits, qui ne contiennent pas les détails inutiles à la vérification. Pour
plus de précisions concernant la vérification, nous renvoyons le lecteur
à [CGP00, BBF+01].

Pour décrire des scénarios de communication, un modèle visuel largement
utilisé, les diagrammes de séquences (time-space diagrams) [LL90, Lyn96] a
été réintroduit sous le nom de Message Sequence Chart (MSC) par la com-
munauté du langage SDL. On les retrouve également dans UML (Unified
Modeling Language) [BJR97]. Afin de décrire des protocoles complets de
communication, un réseau d’automates communicants via des files de com-
munications point à point (CFM) sont utilisés [BZ83]. Une autre solution est
d’utiliser des sortes d’automates de MSCs, appelés MSC-graphes [itu96].

Cette thèse est articulée autour de deux grandes parties qui reflètent les
deux équipes du laboratoire LIAFA entre lesquelles j’étais partagé, l’équipe
Automate et Applications et l’équipe Modélisation et Vérification. La pre-
mière partie de cette thèse est centrée sur les automates communicants (com-
prendre leur pouvoir d’expression etc.), et essaie de les éclairer sous la lumière
d’autres structures, telles les MSC-graphes. La seconde partie est centrée
quant à elle autour des MSC-graphes. En effet, ils sont a priori plus simples



à comprendre de par leur caractère visuel. De plus, le contrôle global des
MSC-graphes rend des restrictions décidables plus faciles à mettre en œuvre.

Plan de la Partie Automates, Communication et Dia-

grammes

Cette partie s’intéresse à montrer les relations entre plusieurs structures
communicantes par messages. Nous commençons par définir les outils dont
nous avons besoin dans les trois premières sections du premier chapitre :
automates et langages réguliers, décidabilité et complexité puis les traces
de Mazurkiewicz. Nous donnons les théorèmes qui unissent les structures
ainsi exposées, les théorèmes de Kleene, de Büchi et d’Ochmanski. Puis nous
introduisons dans les autres sections du premier chapitre les différentes struc-
tures communicantes qui nous intéressent, logiques, automates communicants
(contrôle local) [BZ83] et MSC-graphes (contrôle global) [MR97, GMP04]. En
particulier, nous expliquons en quoi modéliser avec des traces la communica-
tion par message est en général difficile.

Dans le second chapitre, nous expliquons les relations entre les auto-
mates communicants et les autres structures de la communication. Pour
cela, nous avons besoin de la structure de CMSC-graphe introduite par
[GMP01, GMP04]. Nous terminons en démontrant un théorème central qui
explique l’expressivité des automates communicants en terme de logique du
second ordre et de MSC-graphes dans un cas un peu restreint, celui des ca-
naux existentiellement bornés. En fait, cette restriction permet de modéliser
assez bien la communication par message avec des traces, et ainsi d’appliquer
les théorèmes concernant les traces, comme l’avait fait [Kus03] dans le cas
des canaux universellement bornés. Nous étendons ainsi avec [GKM04] des
résultats de [HMNK+04, Mor02, Kus03].

Plan de la Partie Vérification

La première application des MSC-graphes est que, de part leur caractère
globalement séquentiel, ils sont plus proches de la pensée qu’un automate
communicant modélisant le même langage. Ainsi, le problème que nous nous
posons dans le troisième chapitre est de savoir quand il est possible de trans-
former, et comment, un MSC-graphe en un automate communicant sans
blocage. C’est ce qu’on appelle l’implémentation, qui correspond à distribuer



le contrôle global d’un MSC-graphe en un contrôle local. Nous donnons une
solution efficace au problème, mais malheureusement incomplète, qui peut
se trouver également dans [GMSZ02, GM03, Gen04]. Nous demandons ainsi
quels protocoles peuvent être exprimés par un CMSC-graphe à choix local,
classe toujours implémentable sans blocage. D’autres approches, elles aussi
incomplètes, peuvent être trouvées dans [AEY01, BM03].

Ainsi, les MSC-graphes apparaissent très tôt dans la modélisation des pro-
tocoles de communication. Il serait alors judicieux de vérifier les protocoles
dès cette phase de la modélisation, pour ne pas perdre du temps à implémen-
ter un protocole défectueux [AHP96]. De plus, les détails sont souvent non
présents au début de la modélisation, ce qui évite d’avoir des systèmes de
taille trop grande. Ainsi, nous donnons la complexité exacte de la vérification
des MSC-graphes par rapport à de nombreux formalismes dans le chapitre
quatre, issu de travaux précurseurs de [MP99, AY99, MM01, Pel00], ainsi
que de nos travaux [GMSZ02, GKM04, GMMP04].

Enfin, la taille des systèmes peut tout de même être trop importante pour
que les algorithmes donnent une réponse en un temps raisonnable. Ainsi,
nous nous intéressons dans le chapitre cinq à réduire la taille de ces MSC-
graphes, à la manière de [AY98, AKY99]. Pour ce faire, nous proposons
d’abstraire certaines parties qui ne concernent pas la propriété à vérifier.
Nous proposons également de se servir de l’aspect généralement modulaire
des protocoles pour gagner du temps. En effet, ces modules expriment une
redondance dans le protocole (on peut voir une description modulaire comme
une sorte de compression). Nous montrons comment il est parfois possible,
parfois difficile, de se servir de cette information de redondance pour éviter de
calculer plusieurs fois les mêmes opérations, et ainsi accélérer les algorithmes.
Cet aspect n’a pas été beaucoup considéré pour les MSC-graphes, à part dans
[GM02, GHM03]. On notera tout de même que compresser des systèmes
concurrents a été considéré dans [ACE+03].

Résultat Principal

Les contributions principales de cette thèse concernent trois axes déter-
minants pour l’utilisation des specifications basées sur les diagrammes de
séquence : cerner le pouvoir expressif en termes de langages, examiner les
limites de la validation algorithmique et proposer des heuristiques pour ac-
célérer les algorithmes.



Dans cette thèse, nous allons présenter un panorama de classes de sys-
tèmes communicants par passage de messages. Cependant, toutes ces classes
ne sont pas aussi intéressantes les unes que les autres.

Un soin particulier a été apporté aux systèmes à canaux existentiellement
bornés, parce qu’ils apparaissent être les plus intéressants. Considérer des
systèmes non existentiellement bornés a le défaut d’amener l’indécidabilité
de beaucoup de problèmes. En revanche, ça n’est pas le cas pour les systèmes
à canaux existentiellement bornés grâce à une représentation régulière des
comportements non réguliers de ces systèmes.

En fait, la classe des CMSC-graphes sûrs semble être des plus robuste :

1. Elle généralise les MSC-graphes et les automates communicants exis-
tentiellement bornés (Chapitre 2).

2. Une restriction structurelle (globalement coopératif) des CMSC-graphes
sûrs capture exactement les automates communicants existentiellement
bornés (Chapitre 2).

3. Une heuristique générale peut être décidée pour implémenter de tels
systèmes en algorithmes distribués sans blocage (Chapitre 3).

4. On peut vérifier de tels scénarios (Chapitre 4) par rapport à des spéci-
fications exprimées par
– formule de la logique MSO,
– formule de la logique temporelle ’template MSC’,
– automates communicants,
– CMSC-graphes globalement coopératif,

5. Contrairement aux MSC-graphes, les CMSC-graphes sûrs sont clos par
projection (Chapitre 5).

Les comparaisons de langages, et dans une moindre mesure le model-
checking de beaucoup de spécifications découlent du théorème 5 page 84, vé-
ritable pierre angulaire de la thèse, aussi important que compliqué à prouver.
Ce théorème montre l’équivalence entre logique MSO, automates communi-
cants et CMSC-graphes globalement coopératif dés que les canaux sont exis-
tentiellement bornés. Les résultats présentés avant ce théorème sont souvent
déjà connus, alors que les résultats suivants sont issus d’une collaboration de
l’auteur (sauf indication contraire).





Première partie

Automates, Communication et

Diagrammes.
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Chapitre 1

Structures MultiplesoÕtw
 oÎq �ma p�nta jeòı qar�enta didoũsin�ndr�sin, oÖte fu�n oÖt' �r frèna
 oÖt' �gorhtÔn1

Homère in l’Odyssée, Chant VIII, vers 167-168

Nous présentons dans les trois premières sections des définitions et nota-
tions pour les structures de base que nous allons utiliser. De plus, on rappelle
le Théorème de Kleene-Büchi pour les mots en section 1, qui unit les langages
reconnaissables aux rationnels aux formules de la logique MSO. En section
3, nous donnons une nouvelle démonstration pour le théorème d’Ochmański,
extension du théorème de Kleene aux traces.

Puis nous motivons le besoin d’une extension du théorème de Kleene-
Büchi liant les différentes structures communicantes que nous définissons
dans les sections 4. Enfin, nous présentons les MSC-graphes en section 5.

1.1 Langages Réguliers

L’informatique théorique a débuté par l’étude de la décidabilité, ainsi que
par celle du monoïde libre, structure très peu étudiée par les mathématiciens
auparavant. L’étude du monoïde libre par les informaticiens s’explique en
ce qu’un élément du monoïde libre représente exactement un mot sur un
ensemble fini de lettres, appelé alphabet fini. Le comportement d’une machine

1"Beauté, raison, bien dire ;
on voit qu’en un même homme, les dieux jamais ne mettent tous les charmes."
On pourrait reformuler cela en "Expressivité, compléxité, concision ; on voit qu’en une

même structure, les dieux jamais ne mettent tous les charmes."
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peut être décrit par la succession de ses actions, c’est à dire un mot sur
l’alphabet des actions. L’ensemble de ses actions sera appelé le langage d’une
machine.

Définition 1 Le monoïde libre Σ⋆ sur l’alphabet (fini) Σ admet un neutre
que l’on notera ǫ. Sa loi de composition interne sera appelée concaténation.
Il est défini par sa représentation par son ensemble Σ de générateurs et par
une absence de règles (à l’exception de l’associativité), absence à laquelle il
doit son nom de libre.

Dans le monoïde libre, on note la concaténation de u par v par u · v, ou
plus simplement par uv quand il n’y a pas ambiguïté. Pour ai ∈ Σ et bj ∈ Σ,
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, on a a1 · · ·an = b1 · · · bm si et seulement si n = m (la
longueur des mots est la même), et ai = bi pour tout 1 ≤ i ≤ n (les i-ème
lettres des deux mots coïncident). Ainsi, Σ⋆ représente l’ensemble des mots
finis sur l’alphabet Σ, et chaque u ∈ Σ⋆ est défini de manière unique par sa
décomposition u = a1 · · ·an pour ai ∈ Σ. On notera l’ensemble des lettres de
u par Σ(u).

On se bornera à utiliser les lettres grecques capitales (Σ,Ω, . . .) pour dési-
gner les alphabets, et on essaiera de garder les premières lettres de l’alphabet
(a, b, . . .) pour désigner les lettres, ainsi que les lettres de la fin de l’alphabet
pour les mots (u, v, . . .).

On dit qu’un mot v ∈ Σ⋆ est facteur d’un mot u ∈ Σ⋆ si il existe y, z ∈ Σ⋆

avec u = yvz. On appelle v facteur strict si u 6= v. De plus, si y = ǫ, alors v
est un préfixe de u, alors qu’il est appelé suffixe si z = ǫ.

On notera par |u| la taille d’un mot u, c’est à dire son nombre de lettres,
et par |u|a le nombre de lettres a ∈ Σ dans u.

1.1.1 Un Modèle de Machines

Une machine a un certain nombre de cellules où elle peut stocker de l’in-
formation. On appelle ces cellules la mémoire de la machine. Cette mémoire,
bien que pouvant être très grande, est finie. C’est à dire qu’on ne peut pas
stocker plus d’information qu’une certaine borne fixée. Une manière simple
de modéliser le comportement d’une machine est alors d’utiliser un auto-
mate à états finis, où les états représentent les différentes configurations de
la mémoire. Les actions de la machine seront quant à elles modélisées par les
lettres de l’alphabet.
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Définition 2 Un automate fini A sur un alphabet fini Σ est un quintuplet
(Q,Σ,→, Q0, Qf ), avec

– Σ est un ensemble fini de lettres.
– Q est un ensemble fini d’états.
– →⊆ Q×Σ×Q est une relation décrivant les transitions de l’automate.
– Q0 ⊆ Q est l’ensemble fini des états initiaux.
– Qf ⊆ Q est l’ensemble fini des états finaux.

Exemple 1 On donnera toutefois souvent un automate sous sa forme gra-
phique, avec des cercles symbolisant les états de l’automates, ainsi que des
flèches entre des états symbolisant la relation de transition →. Un état desti-
nataire d’une flèche sans état initial représente un état initial. Un état source
d’une flèche sans état final représente un état final. Voilà ci-dessous la repré-
sentation graphique de l’automate A = (Q,Σ,→, Q0, Qf ), avec

– Σ = {a} est composé d’une seule lettre.
– Q = {p, q} est composé de deux états.
– →= {(p, a, q); (q, a, p)}.
– Q0 = {p} et Qf = {q}.

p q
a

A a

Fig. 1.1 – L’automate A

Comme mentionné plus tôt, un des aspects intéressants d’une machine
est la suite des comportements qu’elle peut exhiber. Ainsi, un automate A
génère le langage L(A), c’est à dire l’ensemble des suites de comportements
entre un état final et un état initial.

Définition 3 Soit A = (Q,Σ,→, Q0, Qf ) un automate fini.

On note p
a

−→ q quand (p, a, q) ∈→. De même, pour un mot w =
w1 · · ·wn ∈ Σ⋆, on note p

w
−→ q quand il existe q0 · · · qn avec q0 = p, qn = q
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et pour tout i, qi−1
wi−→ qi. Si p ∈ Q0 et q ∈ Qf , alors on dit que w est un

mot engendré par A. Le langage L(A) est l’ensemble des mots engendrés par
A. De même, on appelle q0 · · · qn un chemin dans A. Il est initial si q0 ∈ Q0,
final si qn ∈ Qf , et acceptant si q0 ∈ Q0, qn ∈ Qf . On appelle ce chemin un
cycle si q0 = qn. Il est sans cycle si pour tout i 6= j, qi 6= qj. Si un cycle ne
contient pas de cycles strictement plus petits, alors on dire que c’est un cycle
simple.

Exemple 2 Dans l’exemple de la figure 1.1 page précédente, le langage gé-
néré par A est l’ensemble des mots de longueur impaire, c’est à dire {a2i+1 |
i ∈ N}.

Il est important de savoir quel est le pouvoir d’expression d’une classe
de langages. C’est à dire, quels sont les langages que l’on peut représenter
et quels sont ceux que l’on ne peut pas représenter avec cette classe. On
appellera un automate B équivalent à un automate A si L(B) = L(A).

Il est important de savoir que beaucoup de variantes des automates ont
le même pouvoir expressif.

Remarque 1 Les automates déterministes sont ceux qui n’ont qu’un seul
état initial et pour lesquels la relation de transition → satisfait que si p

a
−→ q

et p
a

−→ q′, alors q = q′. Ils ont le même pouvoir expressif que les automates
(non déterministes).

Si on oublie les états initiaux et finaux ainsi que les étiquettes des transi-
tions, alors un automate peut être décrit par un couple (Q,→). On appellera
un tel automate un graphe, que l’on notera alors plutôt par (V,E), où V est
l’ensemble des arêtes et E ⊆ V × V l’ensemble des transitions entre arêtes.
Puisque les transitions ne sont plus étiquetées, on ne s’intéresse qu’aux che-
mins dans un graphe.

On peut avoir une vue grammaticale des automates :

Définition 4 Un langage régulier sur l’alphabet Σ est défini par une gram-
maire sur l’alphabet de terminaux Σ et de non terminaux Var avec des règles
de la forme X = ǫ, ou X = aY avec X ∈ V ar, a ∈ Σ, et Y ∈ Var, ainsi que
par un non terminal initial X0.

Une grammaire régulière et un automate à un seul état initial sont iso-
morphes, en voyant les non terminaux de la grammaire en tant qu’états, et
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les règles comme transitions. Les états finaux de l’automate correspondent
aux non-terminaux X où X = ǫ est une règle de la grammaire.

Proposition 1 Un langage L est régulier si et seulement si il existe un au-
tomate A dont il est le langage, ie L = L(A).

Exemple 3 Supposons que L soit un langage régulier décrit par une gram-
maire G, avec pour variable initiale X0. Alors le langage L⋆ = {u1 · · ·un |
n > 0, ∀i, ui ∈ L}, appelé étoile de Kleene de L, est régulier. On utilise les
règles et non-terminaux de G, et on ajoute pour toute règle X = ǫ une règle
X = X0.

Ainsi, les réguliers sont clos par étoile de Kleene.

1.1.2 Représentations Différentes

Il existe d’autres formes de représentations pour spécifier des langages,
qui permettent d’enrichir les connaissances sur les automates.

Un modèle aussi classique que les automates est celui des langages ration-
nels.

Définition 5 Un langage rationnel est défini par une expression de la forme
L := ∅ | a | L ∪ L | LL | L⋆, pour a ∈ Σ. Ainsi, la classe des rationnels pour
un alphabet Σ est la plus petite classe qui contient Σ, et qui est stable par
union, concaténation et par l’étoile de Kleene.

Le langage de l’automate de la figure 1.1 page 19 est un rationnel, donné
par l’expression a(aa)⋆.

On peut aussi avoir une vue plus algébrique des réguliers,

Définition 6 Un langage L sur l’alphabet Σ est reconnu par monoïde fini si
il existe un monoïde fini R, un partie S de R et un morphisme f de Σ⋆ dans
R tel que f−1(S) = L.

Exemple 4 Le langage a(aa)⋆ est reconnaissable par le monoïde (Z/2Z,+),
avec f(ǫ) = 0, f(a) = 1, et S = {1}.

Enfin, un langage peut être défini par le biais d’une logique. Les mots
composants ce langage seront ceux qui satisferont la formule logique donnée.
On donne ici la définition de la logique monadique du second ordre (MSO).
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Définition 7 Une formule MSO sur l’alphabet Σ est de la forme ϕ := va(x) |
¬ϕ | ϕ ∧ ϕ | x < y | ∃Xϕ | ∃xϕ | x ∈ X, pour a ∈ Σ. Une formule close est
une formule sans variable libre.

On définit maintenant par induction les mots de Σ⋆ qui satisfont une
formule MSO close ϕ.

Définition 8 Un mot w = w1 · · ·wn satisfait une formule MSO ϕ sur l’al-
phabet Σ si w, ∅ |= ϕ, où w, f |= ϕ est défini par

– Soit Var l’ensemble des occurrences des variables du premier ordre et
S les occurrences de variable du second ordre qui apparaissent dans ϕ.

– f est une fonction (partielle) qui associe des symboles x ∈ Var à un
nombre de {1, . . . n}, et des symboles X ∈ S à un sous-ensemble de
{1, . . . n}.

– w, f |= va(x) ssi wf(x) = a,
– w, f |= ¬ϕ ssi w, f 6|= ϕ,
– w, f |= ϕ ∧ ψ ssi w, f |= ϕ et w, f |= ψ,
– w, f |= x < y ssi f(x) < f(y),
– w, f |= x ∈ X ssi f(x) ∈ f(X),
– w, f |= ∃xϕ ssi ∃i ∈ {1, · · · , n} tel que w, f ′ |= ϕ, avec f ′(y) = i si
y = x, f ′(y) = f(y) sinon,

– w, f |= ∃Xϕ ssi ∃S ⊆ {1, · · ·n} tel que w, f ′ |= ϕ, avec f ′(y) = S si
y = X, f ′(y) = f(y) sinon.

L’ensemble des mots satisfaisant une formule close ϕ représente le langage
L(ϕ) de ϕ.

Exemple 5 On peut définir plusieurs formules "macros" qui seront utiles
par la suite. ϕ ∨ ψ est définie par ¬(¬ϕ ∧ ¬ψ). De même, ∀x ∈ X,ϕ est
définie par ¬(∃x ∈ X,¬ϕ). On peut aussi définir x 6= y par x < y ∨ y < x,
et x /∈ X par ∀z ∈ X, z 6= x. On peut définir enfin first(x) = ¬∃z, z < x,
c’est à dire x est le premier élément de w. De même, last(x) = ¬∃z, x < z
De plus, on peut noter x⋖ y pour y successeur direct de x, qui est définie en
MSO par x < y ∧ ∀z, z = x ∨ z = y ∨ z > y ∨ z < x.

Ainsi, le langage a(aa)⋆ est le langage des mots de {a}⋆ satisfaisant la
formule ∃X, [(∃x ∈ X, first(x)) ∧ (∃x /∈ X, last(x)) ∧ ∀x∀y(x⋖ y =⇒ (x ∈
X ⇐⇒ y /∈ X))].

On a montré que le langage a(aa)⋆ était en même temps un langage
rationnel, un langage satisfaisant une formule MSO, un régulier et un re-
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connaissable. En fait, le théorème de Kleene-Büchi donne un résultat plus
général.

Théorème 1 [Kle56, Büc60][Kleene-Büchi] Les formules MSO, les recon-
naissables, les rationnels et les réguliers ont le même pouvoir expressif pour
tout monoïde libre Σ⋆.

Définition 9 Le complémentaire d’un langage L ⊆ Σ⋆ est l’ensemble de tous
les mots de Σ⋆ qui n’appartiennent pas à L. On note par L̄ le complémentaire
de L.

Pour ne donner qu’un exemple de la force de ce théorème, il est facile
de complémenter un automate déterministe. Ainsi, les réguliers, donc les
rationnels, sont clos par complémentation, ce qui est difficile à démontrer
directement.

Bien entendu, il existe de nombreux formalismes qui ne sont pas aussi ex-
pressifs que les langages réguliers. On donne ici l’exemple d’une autre logique,
la logique temporelle linéaire, encore appelée LTL [Pnu77].

Définition 10 Une formule LTL sur l’alphabet Σ est de la forme ϕ := a |
¬ϕ | ϕ ∧ ϕ | Xϕ | ϕUϕ, où a ∈ Σ.

On définit maintenant par induction les mots de Σ⋆ qui satisfont une
formule LTL ϕ.

Définition 11 Un mot w = w1 · · ·wn satisfait une formule LTL ϕ sur l’al-
phabet Σ si w, 0 |= ϕ, où w, i |= ϕ est défini pour i ∈ {0, . . . , n} par :

– w, i |= a ssi wi = a.
– w, i |= ¬ϕ ssi w, i 6|= ϕ.
– w, i |= ϕ ∧ ψ ssi w, i |= ϕ et w, i |= ψ.
– w, i |= Xϕ ssi i 6= n et w, i+ 1 |= ϕ.
– w, i |= ϕUψ ssi ∃k ≤ n tel que ∀i ≤ j < k, wj |= ϕ et wk |= ψ.

L’ensemble des mots satisfaisant une formule ϕ représente le langage L(ϕ)
de ϕ.

Tout langage d’une formule LTL est aussi le langage d’une formule MSO.
En revanche, il est possible de montrer qu’aucune formule LTL ne peut en-
gendrer le langage a(aa)⋆.
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Exemple 6 On peut définir plusieurs formules "macros" de la même ma-
nière que pour MSO, tout comme ϕ ∨ ψ = ¬(¬ϕ ∧ ¬ψ), ou tt =

⋃
a∈Σ a et

ff = ¬tt. On peut également définir la formule Fϕ par ttUϕ, ce qui représente
’un jour ϕ’. De plus, on peut définir la formule ’toujours ϕ’ par ¬F (¬ϕ), que
l’on notera Gϕ.

Le langage (ab)⋆ est engendré par la formule LTL suivante : a ∧ G((a ∧
X b) ∨ (b ∧ Xa)) ∧ F (b ∧ X ff).

En fait, on peut montrer que les formules LTL ont le même pouvoir ex-
pressif qu’une sous classe de MSO, appelé logique du premier ordre, ou encore
FO . Une formule MSO est un formule du fragment FO si elle ne contient pas
de variable du deuxième ordre.

Si les langages réguliers (et leurs équivalents) sont très bien compris et
étudiés, ils sont néanmoins très insuffisants pour spécifier des langages plus
évolués. Par exemple, le langage qui teste si un mot a un nombre égal de a
et de b n’est pas régulier. Pour décrire de tels langages, nous allons définir
une autre structure de machine, bien plus expressive.

1.2 Les Machines de Turing

1.2.1 Définition

Les automates ne permettent pas d’exprimer des langages plus complexes
parce qu’ils semblent avoir deux lacunes. Premièrement, ils n’ont pas le droit
de revenir lire une lettre qu’ils ont déjà lu. De plus, ils ont une mémoire finie,
codée dans leurs états finis. 2

Afin d’augmenter le pouvoir expressif des automates, on va leur permettre
d’avoir une mémoire, et de pouvoir aller et venir sur le mot.

Définition 12 Une machine de Turing M déterministe sur un alphabet Σ
est un quadruplet (Q,Σ, δ, q0) avec

– Q est un ensemble fini d’états.
– q0 ∈ Q est l’état initial.

2En fait, il est bien connu qu’en présence d’une mémoire finie, la première restriction
n’en est pas une, c’est à dire que le pouvoir expressif des automates boustrophédons (qui
peuvent lire dans les deux sens) n’est pas plus élevé que celui des automates.
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– La fonction δ est définie par δ : Q×Σ∪{♯, $} → (Q∪{ oui, non})×Σ∪
{♯, $} × {−1, 0, 1}, où oui et non sont respectivement les états d’arrêt,
d’acceptation et de rejet et n’appartiennent pas à Q.

Les machines de Turing représentent exactement les programmes déter-
ministes (écrits en C par exemple). Le langage L(M) de M est l’ensemble
des mots acceptés par M .

Exemple 7 Le langage des mots qui contiennent autant de a que de b est
reconnu par une machine de Turing.

1.2.2 Décidabilité et Complexité

On dira qu’un langage L est décidable si il existe une machine de Turing
M qui reconnaît ce langage et qui s’arrête sur toutes les entrées. Autrement,
il sera appelé indécidable. Il est évidemment important que M rejette le com-
plémentaire, sinon, il se pourrait que la machine boucle indéfiniment. Dans
ce cas, un utilisateur extérieur serait incapable de savoir si il doit attendre
une réponse plus tard, ou si la machine boucle.

Grâce aux machines de Turing, on peut facilement exprimer si il existe
un algorithme qui donne une réponse à un problème ou non. Par exemple, il
existe un algorithme pour dire si un mot a le même nombre de a que de b,
mais il n’existe pas d’algorithme qui teste si une machine de Turing s’arrête
sur un mot w ∈ Σ⋆.

Proposition 2 Le langage des codages de machines de Turing qui s’arrêtent
sur l’entrée vide est indécidable.

On dira alors que le problème de l’arrêt est indécidable pour les machines
de Turing. Si un tel résultat a l’air rédhibitoire pour trouver un programme
qui calcule ce que l’on veut, il ne faut pas perdre de vue qu’il concerne
uniquement le pire des cas. C’est à dire qu’il peut être très facile d’écrire
un algorithme terminant pour certains sous cas, et très dur pour d’autres.
L’approche que l’on suivra lorsque l’on se trouvera en face de tels cas sera
d’exhiber des sous classes pour lesquelles le problème est décidable.

Si le fait de savoir s’il existe un algorithme qui termine ou non est fonda-
mental, il ne faut pas perdre de vue que le temps de calcul de l’algorithme est
non moins important. En effet, à quoi servirait un programme qui a besoin

25



1.2. MACHINES DE TURING CHAPITRE 1. STRUCTURES

de la durée de vie de la Terre pour donner la réponse ? Pour formaliser ce
problème, on peut également se servir des machines de Turing.

Définition 13 Soit f une fonction de N dans N. Une machine de Turing
déterministe est de temps f si pour toute entrée u, la machine s’arrête après
au plus f(|u|) transitions. La classe de ces machines est notée TIME(f).

Elle sera appelée d’espace f si pour toute entrée u, la machine ne va
jamais lire ou écrire de symbole après les f(|u|) premiers symboles de l’espace
de travail. La classe de ces machines est notée SPACE(f).

Pour X une classe de complexité, on notera NX la classe des machines
de même complexité, mais qui sont non déterministes. De même, on notera
co-X pour le complémentaire de la classe X, c’est à dire les langages qui ne
sont pas dans X.

Les classes utilisées dans cette thèse seront :
– LOGSPACE, la classe des machines en espace P (log), où P est un

polynôme.
– PTIME, la classe des machines en temps P , où P est un polynôme.
– PSPACE, la classe des machines en espace P , où P est un polynôme.
– EXPSPACE, la classe des machines en espace 2P , où P est un poly-

nôme.

Le non déterminisme peut être considéré comme le fait pour la machine
de pouvoir deviner une certaine information, qu’elle devra vérifier par la
suite. On rappelle ici quelques propositions fondamentales de la théorie de la
complexité.

Proposition 3 Pour toute fonction f ≥ log,
– TIME(f) ⊆ SPACE(O(f))
– SPACE(f) ⊆ TIME(2O(f))
– NSPACE(f) ⊆ SPACE(O(f 2)) (théorème de Savitch)
– co-SPACE(f) = SPACE(O(f))
– co-TIME(f)= TIME(O(f))
– co-NSPACE(f)=NSPACE(O(f)) (théorème de Immerman-Szelepscényi)

Ainsi, on dira qu’un test est en temps polynomial si le langage des mots
satisfaisant le test est dans PTIME. Si il est dans TIME(x) il sera linéaire,
et quadratique si il est dans TIME(x2). Il est facile de montrer qu’un pro-
blème est dans une classe X, en exhibant un algorithme dans X qui résout le
problème.
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Exemple 8 Savoir si le langage d’un automate A est vide est co-NLOG
SPACE, donc NLOGSPACE par le théorème de Immerman-Szelepscényi.
Ainsi, A reconnaît un mot si et seulement si il existe un chemin d’un état ini-
tial à un état final. L’algorithme consiste à partir de l’état initial, et à chaque
étape, de deviner un successeur. La machine de Turing n’a besoin que de gar-
der l’état courant et le successeur, ce qui est bien de taille logarithmique. Elle
accepte si et seulement si elle rencontre l’état final.

Savoir si deux automates A,B reconnaissent le même langage est dans
PSPACE. On a L(A) = L(B) si et seulement si L(A) ∩ L(B) = ∅ et L(B) ∩
L(A) = ∅. Il est connu qu’on peut à partir de tout automate C obtenir un
automate déterministe D de taille exponentielle. Il est facile de complémenter
un automate déterministe. Enfin, en utilisant le produit des automates, on
sait creér un automate qui a pour langage L(A)∩L(B) pour deux automates
A,B. Ainsi, on peut créer un automate de taille exponentielle en |A| + |B|
qui reconnaît L(B) ∩ L(A), et sur lequel on peut tester le vide en espace
logarithmique en la taille du modèle, c’est à dire en PSPACE.

Une complexité plus précise qu’à un polynôme près n’est pas toujours
très représentative, donc on se bornera à considérer les classes à un polynôme
près. L’avantage d’une telle approche est que l’on peut prouver qu’un certain
problème est intrinsèquement dans une classe de complexité, c’est à dire qu’il
n’y a aucune chance qu’il soit dans une classe strictement moins expressive.

Définition 14 On dit qu’un problème B se réduit à un problème A si il
existe une fonction f qui associe à toute instance J de B une instance I de
A en temps polynomial en |B| telle que I est vraie pour A si et seulement si
J est vraie pour B.

Un problème A est X-hard si pour tout problème B de la classe X, B se
réduit à A. Si de plus A appartient à X, alors A est X-complet.

Remarque 2 Il est facile de montrer que A est X-hard si et seulement si il
existe un problème B qui est X-complet tel que B se réduit à A.

Un problème A qui est X-hard n’a alors aucune chance d’appartenir à
une classe strictement moins expressive que X.

Exemple 9 On définit ici le problème (1-in-3) SAT. Une instance de (1-
in-3) SAT est une formule ϕ = ∧m

j=1C(aj , bj , cj) sur n variables (xi)i=1,n, où
chaque clause C(aj, bj , cj) est vraie si exactement un littéral aj , bj, cj est vrai.
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Le problème consiste à savoir si il y a une valuation v qui à chaque variable
x assigne une valeur de {0, 1}, c’est à dire 0 si le littéral ¬x est vrai, et 1 si
le littéral x est vrai.

Il est bien connu que (1-in-3) SAT est un problème NP-complet [Sch78].

De même, on peut définir (1-in-3) QBF par une formule ϕ de (1-in-3)
SAT. La question est alors de savoir si il existe un arbre de valuation telle
que la formule ∀xn∃xn−1∀xn−2 · · · ∃x1ϕ est vraie. Il est connu que (1-in-3)
QBF est un problème PSPACE-complet [Sch78], voir aussi [Dal00].

De plus, savoir si deux automates sont équivalents est PSPACE-complet.

La classe de complexité d’un problème est souvent représentative de ce
qu’il est possible de faire. Plutôt que de donner une borne de complexité à
partir de laquelle il n’est plus réaliste d’implanter le problème en machine, il
est plus sage de considérer la classe de complexité comme un bon indicateur
des limites sur la taille de l’entrée. En effet, un algorithme linéaire pourra
sans doute traiter des tableaux de plusieurs millions de champs, alors qu’un
algorithme EXPSPACE ne sera utilisable que si l’entrée est très petite.

Exemple 10 On peut décider si deux automates, ou deux rationnels, ou deux
formules LTL, ou deux formules MSO ont une intersection non vide. Cepen-
dant, la complexité de ces tests est très différente. Elle est NLOGSPACE-
complète pour les automates et les rationnels, PSPACE pour les formules
LTL, et non élémentaire pour les formules MSO. Non élémentaire signifie

en temps f , où f(n) = 222̇

, où la tour d’exponentielles a pour hauteur n.
Comment est ce possible alors que tous ces formalismes sont équivalents ?
En fait, c’est parce que pour passer d’une formulation à une autre, il faut
souvent payer un prix assez élevé. On utilisera ainsi souvent les automates,
qui ont une complexité plus exploitable que les autres formalismes.

Remarque 3 Si on réduit un problème A indécidable à un problème B, alors
B est lui aussi indécidable.

Exemple 11 On définit ici le problème de correspondance de Post (PCP)
[Pos46]. Soit un alphabet Σ. On se donne n dominos (ui, vi) où ui, vi ∈ Σ⋆.
Le problème est de savoir s’il existe une suite non vide d’indices α1 · · ·αk

tel que uα1
· · ·uαk

= vα1
· · · vαk

. Il est bien connu que le problème de l’arret
d’une machine de Turing se réduit à PCP [Pos46]. Ainsi, PCP est lui aussi
indécidable.
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1.3 Traces de Mazurkiewicz

Parce que les machines de Turing décrivent tous les programmes en C,
on pourrait penser qu’elles sont suffisantes pour modéliser n’importe quel
modèle. Cependant, il existe de nombreux cas pour lesquels les machines
de Turing ne sont pas adaptées. Trois grandes classes restent à étudier plus
en détail. Si l’on veut étudier les comportements transfinis, on a besoin de
nouvelles structures [PP02, Mul63]. De même si l’on veut ajouter la mo-
délisation du temps (continu) aux possibilités, cela pose problème [AD94].
Enfin, et c’est le point que nous allons développer ici, considérer plusieurs
machines travaillant de manière concurrente (pour modéliser des protocoles
de communication par exemple) n’est pas aisé.

Une manière assez facile d’introduire de la concurrence au niveau algé-
brique des structures considérées est de modifier légèrement le monoïde libre
en lui ajoutant des règles de commutation (voir [DR95]). Soit I ⊆ Σ × Σ
une relation antiréflexive, symétrique, appelée relation de commutation (ou
d’indépendance, d’où elle tire son symbole). On notera par D = Σ×Σ \ I la
relation de dépendance. On peut représenter un alphabet (Σ, D) de dépen-
dance par son graphe de dépendance, avec une arête entre deux lettres qui ne
commutent pas.

Exemple 12 L’alphabet de dépendance D = ({a, b, c, d}, {(a, a), (b, b),
(c, c), (d, d), (a, b), (b, a), (d, c), (c, d)}) est représenté par le graphe de dépen-
dance ci dessous.

a

b

c

d

Fig. 1.2 – L’alphabet de dépendance de (Σ, D)
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Comme D et I sont symétriques, on pourra parfois donner pour I sim-
plement une des deux relations (a, b) ∈ I plutôt que (a, b) ∈ I et (b, a) ∈ I.
La relation I induit une relation d’équivalence ∼I⊆ Σ⋆ ×Σ⋆ : deux mots u, v
sont équivalents si et seulement si il existe une suite de mots (wi)

n
i=1 telle

que w1 = u, wn = v et pour tout i < n, il existe (ai, bi) ∈ I et deux mots
xi, yi telles que wi = xiaibiyi et wi+1 = xibiaiyi. C’est à dire que u, v sont
équivalents si il existe une suite de commutations de lettres adjacentes. On
notera la classe d’equivalence de u par [u]I . Comme ∼I est compatible avec la
concaténation, on peut définir une concaténation sur les classes d’équivalence
de ∼I par [u]I [v]I = [uv]I .

Définition 15 On appelle monoïde de traces le monoïde M(Σ, I) des classes
d’équivalence de ∼I sur Σ⋆, muni de la concaténation définie ci-dessus.

En fait, M(Σ, I) est le quotient de Σ⋆ par ∼I . On appelle un élément de
M(Σ, I) une trace de Mazurkiewicz [DR95, Maz77]. A partir de tout mot u,
on peut connaître la trace [u]I qui lui correspond, et de toute trace [u]I , on
peut connaître l’ensemble {v ∈ Σ⋆ | u ∼I v} des mots qui lui correspondent.
On assimilera donc une trace à un ensemble de mots. On peut remarquer que
pour u ∼I v, |u| = |v|. On a même que le nombre |u|a de lettres a dans u est
égal à |v|a.

Exemple 13 Reprenant l’alphabet de dépendance ({a, b, c, d}, {(a, a), (b, b),
(c, c), (d, d), (a, b), (b, a), (d, c), (c, d)}), la classe d’équivalence de [bacd]I
est {bacd, bcad, cbad, bcda, cbda, cdba}.

On peut étendre la relation I à [u]I , [v]I ∈ M(Σ, I) par [u]II[v]I si toutes
les lettres de u commutent avec toutes les lettres de v. De même, on notera
uIS ou u ∈ I(S) pour u ∈ Σ⋆, S ⊆ Σ⋆ si toutes les lettres de u commutent
avec toutes les lettres de tous les mots de S.

Remarque 4 Pour décider si deux traces [u]I , [v]I sont égales, on peut tes-
ter si les ensembles correspondant à [u]I et [v]I sont égaux. Plus simplement,
il suffit de tester si u appartient a l’ensemble [v]I, ou l’inverse. C’est à dire
qu’on a juste besoin de calculer un des deux ensembles. Une autre méthode
est de s’assurer que pour tout couple aDb, les projections de u et v sur l’al-
phabet {a, b} sont égales. Cette méthode est la plus rapide, car de complexité
polynomiale.
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On utilisera la même notation [S]I , où S ⊆ Σ⋆ est un ensemble de mots,
pour désigner la clôture par commutation de S, c’est à dire [S]I =

⋃
u∈S[u]I =

{v ∈ Σ⋆ | ∃u ∈ S, v ∼I u}. On appelle [S]I un langage de traces.

Remarque 5 De même, pour décider si pour deux ensembles de traces [S]I ,
[T ]I , on a [S]I ⊆ [T ]I , on peut tester si S ⊆ [T ]I . Pour tester si [S]I∩[T ]I = ∅,
on peut juste tester si S∩ [T ]I = ∅ (ou l’inverse). Il est à noter qu’on ne peut
plus utiliser l’idée de la projection dans ce cas.

1.3.1 Langages Réguliers et Rationnels

On peut évidemment définir des automates, que nous appellerons auto-
mates I-diamant, sur un alphabet de traces afin de décrire des machines
concurrentes.

Définition 16 Soit (Σ, I) un alphabet de commutation. Un automate A I-
diamant est un automate fini (Q,Σ,→, Q0, Qf) avec la propriété addition-

nelle suivante. Si q
a

−→ q1
b

−→ q2 pour deux lettres a, b ∈ Σ telles que aIb,

alors il existe q′1 avec q
b

−→ q′1
a

−→ q2. Un langage de traces est régulier si il
est reconnu par un automate I-diamant.

On peut remarquer que la propriété I-diamant assure que l’on puisse
écrire un fonction de transitions sur les traces. Par exemple, si u ∼I v, alors

q
u

−→ q′ si et seulement si q
v

−→ q′, que l’on notera par q
[u]I
−→ q′. Ainsi, pour

un automate I-diamant A, on a L(A) = [L(A)]I , c’est à dire que L(A) est
clos par commutation. Par abus de terminologie, on dira également que A
est clos par commutation si son langage l’est. Réciproquement, si on a un
automate A tel que L(A) est clos par commutation, alors on peut créer un
automate I-diamant B qui est équivalent3 à A.

Proposition 4 Les langages de traces réguliers sont exactement les langages
de mots reconnus par monoïdes finis, où les morphismes h : Σ → S satisfont
h(ab) = h(ba) pour tout (a, b) ∈ I.

Exemple 14 Soit l’alphabet d’indépendance (Σ, I) = ({a, b, c}, (a, c), (c, a)).
Parmi les trois automates A,B, C de la figure 1.3 page suivante, l’automate

3En fait, si A est clos par commutation, l’automate déterministe minimal de L(A) est
I-diamant.
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c

a
ac

p q
a

A c

p q
a

C b

p q
a

B
c

r

Fig. 1.3 – Trois automates A,B, C

A n’est pas I-diamant parce que de l’état p, on peut tirer la suite d’actions
ac, avec aIc, mais pas la suite équivalente ca. De plus, il n’est pas non plus
clos par commutation parce que aca ∈ L(A), mais aac /∈ L(A).

L’automate B est I-diamant parce que de tout état, on peut tirer ac et ca
et arriver au même état. L’automate C est I-diamant parce que aDb.

De même, on peut définir des langages rationnels de traces [L]I par des
expressions rationnelles L := ∅ | a ∈ Σ | L ∪ L | LL | L⋆. Une trace [w]I
appartient à un langage rationnel de traces [L]I si il existe un mot u ∈ L avec
u ∼I w. Ainsi, un langage rationnel de traces n’est clos par commutation que
de manière sémantique. Ceci fait que les langages rationnels et réguliers ne
sont pas égaux.

Par exemple, si on prend le langage rationnel [(ab)⋆]I sur l’alphabet de
commutation I = ({a, b}, {(a, b), (b, a)}), alors l’ensemble de traces reconnu
par ce langage est {u ∈ Σ⋆ | |u|a = |u|b}, qui n’est pas un régulier (de mots),
donc pas non plus un régulier de traces. Comme un automate I-diamant est
un automate sur les mots, et qu’on a l’équivalence avec les rationnels sur les
mots, on peut affirmer que
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Proposition 5 Les langages réguliers de traces sont strictement inclus dans
la classe des langages rationnels de traces.

1.3.2 Théorème d’Ochmański

Il est particulièrement intéressant de se demander quelle est la sous classe
des rationnels qui correspond aux réguliers. Le théorème d’Ochmański répond
à cette question. Le précédent exemple suggère que les boucles concernant un
alphabet non connecté posent problème. Soit (Σ, I) un alphabet de commu-
tation, avec D la relation de dépendance. On appelle un automate à boucles
I-connexes si pour chaque ensemble V de lettres qui apparaissent sur une
boucle (pas forcément simple), le graphe (V,D|V ×V ) est connexe.

Exemple 15 Reprenant les exemples de la figure 1.3 page ci-contre, sur l’al-
phabet d’indépendance (Σ, I) = ({a, b, c}, {(a, c), (c, a)}), les automates A et
B ne sont pas à boucles I-connexes parce qu’ils autorisent des boucles de
ac, avec aIc. En revanche, l’automate C est à boucles I-connexes, puisque la
seule boucle concerne les lettres a, b, qui sont dépendantes.

Théorème 2 [Och85] Soit L un langage rationnel de traces sur l’alphabet
(Σ, I). Alors L est régulier si et seulement si L est reconnu par un automate
à boucles I-connexes4.

Ce théorème est excessivement important, pour les traces comme dans
la suite de cette thèse. Nous allons donc en donner une preuve. Cependant,
nous ne donnerons pas la preuve originale due à Ochmański parce qu’elle est
inefficace et utilise la fonction de rang (voir aussi [DR95]), que nous n’avons
pas défini et dont nous n’avons pas besoin. La complexité des algorithmes
que nous donneront en deuxième partie est fondamentale, ce qui explique que
l’on ait besoin de preuves constructives.

Pour être plus précis, nous allons montrer les deux propriétés suivantes,
qui suffisent pour montrer le théorème d’Ochmański.

Proposition 6 Si A est un automate à boucles I-connexes, alors il existe
un automate I-diamant B tel que [L(A)]I = L(B), et |B| =
O((2|Σ||A|2)|A||Σ|) [MP99].

4Notons que l’automate I-diamant reconnaissant L n’est en général pas I-connexe
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Si A est un automate avec L(A) clos par I-commutation, alors il existe un
automate à boucles I-connexes B tel que [L(B)]I = L(A), et |B| = O(|Σ|! ×
|A|).

La construction d’un automate I-diamant à partir d’un automate à boucles
I-connexes est due à [MP99], et prouve d’une autre façon que les langages
rationnels I-connexes sont réguliers.

La construction réciproque d’un automate à boucles I-connexes à partir
d’un automate dont le langage est clos par commutation est nouvelle (voir
[Gen04]). Cette construction reprend toutefois les idées d’Ochmański sur la
forme normale lexicographique (LNF), mais en donnant une construction à
la volée de cette forme normale, évitant ainsi de passer par une construction
implicite, et donc de connaître la taille de l’automate obtenu.

Nous allons ici donner la preuve (assez longue) de la proposition 6 page
précédente sous forme d’une suite de propositions et de lemmes.

On va tout d’abord montrer que si A = (Q,Σ,→, Q0, Qf ) est un automate
à boucles I-connexes, alors il existe un automate B avec L(B) = [L(A)]I .
L’idée est que, pour un mot u qu’il est en train de reconnaître, B va deviner un
réordonnancement de u en un chemin acceptant de A. En effet, u ∈ [L(A)]I
si et seulement si un tel réordonnancement existe.

Un automate travaille à la volée, donc il va avoir à deviner le mot petit
à petit. Ainsi, il va devoir deviner le chemin correspondant au préfixe d’un
mot. Le problème est que si u = vw, alors pour u′ ∼I u, la partie v′ qui
correspond à v dans u′ n’a aucune raison d’etre un préfixe de u′. Pire, v′ n’a
aucune raison d’être un facteur de u. Ainsi v′ n’a pas raison de correspondre
à un chemin dans A. En fait, v′ peut correspondre à un chemin à trous dans
A. Nous définissons maintenant les chemins à trous d’un automate.

Définition 17 Un chemin de A à n trous est un n-uplet de triplets τ =
(q2i−1,Σi, q2i)

n
i=1 où pour tout 1 ≤ i ≤ n, q2i−1, q2i ∈ Q et Σi ⊆ Σ.

Un chemin à trous représente l’ensemble des suites (ρi)
n
i=1 de chemins ρi

de q2i−1 à q2i étiquetés par des mots de Σ⋆
i . Il est important de noter qu’il

n’y a pas de raison que q2i = q2i+1 (d’où le nom de trous), parce qu’il peut
arriver qu’on lise plus tard dans l’automate B des lettres qui commutent avec
certaines déjà lues et qui se trouvent plus tôt dans le chemin associé dans
A. Ces lettres lues plus tard viendront reboucher les trous en formant un
chemin entre q2i et q2i+1. Pour savoir si une lettre a peut être écrite au début
d’un chemin à trous, il faut qu’elle commute avec toutes les lettres déjà lues
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de ce chemin, c’est à dire a I Σ(τ), pour Σ(τ) =
⋃n

i=1 Σi. On notera par Γn

l’ensemble des chemins à au plus n trous. On note ǫ pour le chemin à trous
qui est vide. On montrera un peu plus tard qu’on peut borner le nombre de
trous par un certain n0 en fonction de |A| et Σ|.

L’ensemble des états de B est Γn0
. L’état initial de B est ǫ, alors qu’un

chemin à trous τ est final dans B si et seulement si c’est un chemin sans trou
acceptant dans A, c’est à dire si τ = (q0,Ω, qf ) est un singleton avec q0 ∈ Q0

et qf ∈ Qf . De plus, ǫ est final si Q0 ∩Qf 6= ∅.

On définit →B par τ
a

−→B τ
′ si et seulement si τ = AXY B et τ ′ = AZB

avec A,B,X, Y, Z des chemins à trous possiblement vides. On demande de
plus que a I Σ(Y B) et que X = (q1,Σ1, q2), Y = (q3,Σ2, q4), q2

a
−→A q3 et

Z = (q1,Σ1 ∪ {a} ∪Σ2, q4). Il est possible que X, Y soient vides, auquels cas
q1 = q2, q3 = q4, Σ1 = Σ2 = ∅.

Exemple 16 Soit I = {(a, b), (a, c), (b, c)} (c’est à dire toutes les lettres
commutent). On donne l’exemple en figure 1.4 page suivante d’un automate
I-diamant B construit à partir de l’automate à boucles I-connexes A de
la figure 1.4 page suivante reconnaissant L(A) = {abc}. On a [L(A)]I =
{abc, acb, bac, bca, cab, cba}. Nous avons représenté uniquement les états ac-
cessibles de b, plus un état non coaccessible pour illustrer les chemins à trous
à considérer.

Proposition 7 [MP99] Soit A un automate tel que pour toute suite de mots
non vides x1y1 · · ·xkyk étiquetant un chemin de A avec ∀i < j, xiIyj, on a
k < N . Alors l’automate B construit sur l’ensemble d’états ΓN est tel que
L(B) = [L(A)]I . Le nombre d’états de B est au plus O(2|Σ||A|2)N .

Preuve. On montre par récurrence sur la longueur |u| de u que pour tout
ǫ

u
−→B (q2i−1,Σi, q2i)

n
i=1, alors il existe une famille de chemins (ρi)

n
i=1 de A.

De plus, pour 1 ≤ i ≤ n, le chemin ρi part de q2i−1 et arrive à q2i, et est
étiqueté par un mot xi ∈ Σ⋆

i , avec x0 · · ·xn−1 ∼I u.

Si u = ǫ, alors c’est vrai. Si u = va, alors on a ǫ
v

−→B AXY B
a

−→B

AZB, avec a I Σ(Y B) et X = (q1,Σ1, q2), Y = (q3,Σ2, q4), q2
a

−→A q3 et
Z = (q1,Σ1 ∪ {a} ∪Σ2, q4). Il est possible que X, Y soient vides, auquels cas
q1 = q2, q3 = q4, Σ1 = Σ2 = ∅.

En appliquant l’hypothèse de récurrence à v, on a des chemins de A pour
A,B étiquetés par u1 et u2. On a un chemin de q1 à q2 dans A étiqueté par
u3 correspondant à X, et un de q3 à q4 étiqueté par u4 correspondant à Y .
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Fig. 1.4 – L’automate I-diamant B génère la clôture par commutation (to-
tale) de l’automate à boucles I-connexes A.

On a ainsi facilement un chemin de q1 à q4 correspondant à Z, étiqueté par
u3au4. De même, u = va ∼I u1u3u4u2a ∼I u1u3au4u2 parce que aIu4u2.

Ainsi, si u ∈ L(B), alors il existe un chemin de q0 ∈ Q0 à qf ∈ Qf étiqueté
par v ∼I u, c’est à dire u ∈ [L(A)]I .

Pour la réciproque, on montre par récurrence sur la taille de u que si
(uw) ∈ [L(A)]I , alors il existe un chemin τ à N trous avec ǫ

u
−→B τ .

Le cas u = ǫ est trivial. Si u = va, alors il existe un chemin ρ acceptant
de A étiqueté par un mot équivalant à uw, c’est à dire ρ = ρ1ρ2 · · · ρ2k avec
pour tout i, ρ2i étiqueté par xi et ρ2i+1 étiqueté par yi, avec u = x1 . . . xl et
w = y1 . . . yl, et ∀i < j, viIuj.

D’après l’hypothèse sur A, on a l < N . Ainsi, en se servant de l’hypothèse
de récurrence, on a ǫ

v
−→ τ ′ avec τ ′ un chemin à N trous. D’après la définition

de →B, en posant τ le chemin à au plus N trous τ = (ρ2i)
l
i=1, nous avons

ǫ
v

−→ τ ′
a

−→ τ , ce qui prouve la récurrence. Prenant w = ǫ, on a [L(A)]I ⊆
L(B), ce qui clôt la preuve de la proposition.

2
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Il nous reste maintenant à montrer le lemme suivant pour clore cette
direction du théorème d’Ochmański, montrant qu’on peut choisirN = |Σ||A|.

Lemme 1 Si A est un automate à boucles I-connexes sur l’alphabet de traces
(Σ, I), alors pour toute suite de mots non vides x1y1 · · ·xkyk étiquetant un
chemin de A avec ∀i < j, xiIyj, on a k ≤ |Σ||A|. C’est à dire que A satisfait
les conditions de proposition 7 page 35 avec N = |Σ||A|.

Preuve. La preuve est très aisée. Par l’absurde, supposons qu’il y ait
un chemin ρ1σ1 · · · ρkσk étiqueté par x1y1 · · ·xkyk avec k ≥ |Σ||A| + 1, et
xi, yj 6= ǫ, sauf peut être x1 et yk. D’après le lemme des chaussettes de
Dirichlet, il existe un ensemble J de |Σ| indices tel que ρj contient une certaine
transition t0 de A pour tout j ∈ J . On peut supposer sans restriction que
cette transition arrive au début des ρj . Ainsi, ρj · · · ρl est une boucle, pour
j 6= l ∈ J consécutifs. On appelle u1 . . . u|Σ| les étiquettes de ces boucles,
avec ui ∼I viwi la décomposition où les vi correspondent à ρj . . . ρl et les wi

correspondent aux σj . . . σl. Parce que les boucles sont I-connexes, il existe
aiDbi avec ai ∈ Σ(vi) et bi ∈ Σ(wi) pour chaque boucle. Comme bj doit

commuter avec ai pour tout i > j, nous avons bj 6= bi. Ainsi, les (bi)
|Σ|
i=1 sont

deux à deux différents et différents de a|Σ|, ce qui n’est pas possible parce
qu’on n’a pas tant de symboles dans l’alphabet Σ. Cette contradiction clôt
la preuve du lemme.

2

Nous passons maintenant à l’autre direction de la preuve du théorème
d’Ochmański, à savoir que tout automate A dont le langage L(A) est clos
par commutation admet un automate à boucles I-connexes B avec [L(B)]I =
L(A).

L’idée est que si l’on élimine les chemins de A qui ne sont pas en forme
normale lexicographique, alors on obtiendra un automate B équivalent qui
est à boucles I-connexes.

Définition 18 Soit ≺ une relation d’ordre totale sur Σ. Elle définit récur-
sivement une relation d’ordre, totale sur Σ⋆, par u ≺ v si soit a ≺ b, soit
a = b et u1 ≺ u2, avec u = au1 ∈ Σ⋆ et v = bv1 ∈ Σ⋆. De plus ǫ ≺ u pour
tout u 6= ǫ. La forme normale lexicographique d’une trace [w]I est le mot
LNF([w]I) minimal pour ≺ dans [w]I .

Proposition 8 Pour tout mot v ∈ Σ⋆, on a v =LNF(w)I pour un mot
w ∈ Σ⋆ ssi pour toute décomposition v = xaybz avec ayIb, a ≺ b.
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On montre ici que l’on peut tester à la volée si un mot est en LNF, et
donc qu’on peut construire notre automate B équivalent à A et à boucles
I-connexes.

On définit une fonction de mémoire f : Σ → 2Σ qui à chaque lettre a
associe l’ensemble des lettres qui ont été lues depuis la dernière occurrence
de a (on y inclut a). En mémoire, on pourra représenter f comme une relation
d’ordre sur Σ. Le nombre de relations d’ordre sur Σ est |Σ|!. En effet, b ∈ f(a)
est une relation d’ordre. Si b ∈ f(c) et c ∈ f(a), alors b apparaît après c qui
apparaît après a, donc on a la transitivité. Si a ∈ f(b), alors a est arrivé
depuis la dernière occurrence de b, donc depuis a, on n’a pas vu de b, ce qui
satisfait l’antisymétrie. On se sert aussi de f pour coder si on a déjà vu une
lettre ou non, avec f(b) = ∅ si on a jamais vu de b. On notera Mem pour
l’ensemble des fonctions de mémoire.

On définit B comme l’automate (Q×Mem,Σ,→B, Q0× (∅), Qf ×Mem),

où →B est défini par (q1, f1)
a

−→B (q2, f2) si

– q1
a

−→ q2
– f2(a) = {a} et f2(b) = f1(b) ∪ {a} pour b 6= a.
– Pour tout f1(b) 6= ∅, soit b ≺ a, soit ∃c ∈ f1(b), cDa.

La dernière propriété assure que les chemins sont en forme normale lexi-
cographique, parce que pour tout b lu avant a, soit b ≺ a, soit il existe c lu
entre b et a avec cDa. Utilisant cet automate B, on peut montrer que

Proposition 9 Pour tout automate A clos par I-commutation, on peut con-
struire un automate à boucles I-connexes B avec [L(B)]I = L(A), de taille
|B| = |Σ|! × |A| (qui n’est donc exponentiel qu’en la taille de l’alphabet Σ).

Preuve. Par construction de B, on a L(B) ⊆ L(A), donc [L(B)]I ⊆ L(A)
parce que L(A) est clos par I-commutation.

Soit u ∈ L(A). On montre que v =LNF([u]I) ∼I u est reconnu par B.
Par l’absurde, supposons que v = v1 . . . vn ne soit pas reconnu par B. Comme
il était reconnu par A et que les états finaux de A et B sont les mêmes, il
existe j tel que v1 · · · vj n’étiquette pas un chemin initial de B (On choisit
j minimal). Ainsi, il existe un lettre b = vi avec vj = a ≺ b, i < j et
aIf(b). Cela veut dire que v1 · · · vi−1vjvi · · · vj−1 est équivalent à v1 . . . vj , ce
qui contredit le fait que v soit en LNF. Ainsi, [L(B)]I = L(A).

Montrons que B est à boucles I-connexes. Par l’absurde, supposons qu’une
boucle de B, étiquetée par w, ne soit pas I-connexe, ie w ∼I uv avec uIv et
u, v 6= ǫ. On écrit w = u1v1 · · ·unvn avec ui, vi des mots non vides (sauf peut

38



CHAPITRE 1. STRUCTURES 1.3. TRACES DE MAZURKIEWICZ

être u1 et vn),tels que u1 · · ·un = u, v1 · · · vn = v. Entre autre, ww étiquette
un chemin de B. On pose ai, bi les premières lettres de ui, vi respectivement.
Après avoir lu ui, on a f(ai) ⊆ ui. Ainsi, quand on lit bi, comme biIf(ai), on
a ai ≺ bi. De même, bi ≺ ai+1. Quand on recommence la boucle, on va avoir
a1 ≺ b1 · · · ≺ bn ≺ a1 ≺ b1, ie b1 ≺ b1, une contradiction (on préfère utilisé b1
plutôt que a1 car a1 peut ne pas exister).

2

On peut concevoir une trace [u]I ∈ M(Σ, I) en tant qu’un pomset, c’est à
dire une structure (E,≤I , λ) avec

– E est un ensemble d’événements en bijection avec {0, · · · , |u|}. On note
γ cette bijection.

– λ(e) = uγ(e).
– ≤ est une relation d’ordre partiel sur E × E est la clôture transitive

de :
– e ≤I f si γ(e) ≤ γ(f) et λ(e)Dλ(f).

Ainsi, on peut définir des formules MSO sur les traces avec exactement le
même formalisme que pour les mots. Une trace satisfait une formule MSO si le
pomset associé satisfait la formule MSO, où < dans la formule est interprété
sur l’ordre partiel ≤I .

Théorème 3 [EM93] Un langage de traces L est définissable en MSO si et
seulement si le langage de mots [L]I est définissable en MSO. Ainsi, la logique
MSO sur les traces a le même pouvoir expressif que les langages réguliers de
traces.

Comme pour les mots, on peut définir des logiques moins expressives
(mais aussi moins coûteuse), comme les logiques du premiers ordre (FO) qui
est la restriction de MSO aux formules n’ayant pas de variables du second
ordre. Il a été prouvé dans [EM93] que la logique FO sur les traces a le même
pouvoir expressif que les langages réguliers sans étoile de traces.

De même, il est possible de définir des logiques temporelles (LTL). Au
contraire des mots, deux notions différentes de logiques peuvent être définies
avec des opérateurs propres. En effet, on peut assimiler un événement d’un
mot au préfixe de ce mot qui termine dans cette état. En revanche, il y a des
préfixes de traces qui ont plusieurs événements maximaux.

– Les logiques Temporelles globales parlent des préfixes de trace (ou confi-
guration) [APP95, AMP98]. La plus connue est LTrL, équivalente à FO
[TW02]. En fait, cette logique permet l’utilisation de modalité dans le
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passé. Il a été prouvé dans [DG02] qu’en fait, ces modalités passées ne
rajoutent pas d’expressivité à LTL.

– Les logiques Temporelles locales parle des événements des traces. Là
encore, il a été prouvé que ces traces sont équivalentes à FO, même
sans utilisation de modalités passées [DG04].

Si les logiques temporelles locales et globales sont expressivement équi-
valentes, les logiques globales semblent plus faciles à utiliser, mais la com-
plexité de la satisfaisabilité de telles logiques est bien plus grande que celle
des logiques locales. [Wal98] montre que la satisfaisabilité de LTrL est Non
élémentaire, alors que [GK03] montre que la complexité pour LTL local est
PSPACE.

1.3.3 Traces et Communication

On peut distinguer deux grands types de communication. La première est
celle en cours sur internet (protocole TCP/IP), par passage de messages (ou
plus précisément de paquets IP dans le cas d’internet).

Ainsi, deux ordinateurs communiquent entre eux en envoyant des infor-
mations avec un destinataire unique. L’autre type de communication est celle
en cours à l’intérieur d’un système multiprocesseur, par variables partagées.
Ainsi, deux processeurs communiquent entre eux en écrivant dans la mémoire
certaines informations, que l’autre processeur pourra ensuite aller lire.

Quel genre de communication peut on représenter par les traces ? Il semble
que le second type de communication, par variables partagées, soit assez
simple à modéliser par un alphabet de traces (Σ, I). Ainsi, pour a, b des
actions de deux processus différents sur des variables locales, on aura aIb,
et si a ou b est une action concernant une variable partagée par les deux
processus, alors aDb. Si a, b concernent le même processus, alors aDb.

Concernant le premier type de communication, qui nous intéresse plus
particulièrement parce qu’il concerne les protocoles de communication, la
tâche semble plus ardue.

Exemple 17 Prenons l’exemple très simple d’un protocole mettant en scène
deux processus. Le premier envoie au second un nombre quelconque de mes-
sages. Nous appellerons ce protocole le protocole asynchrone.

Formellement, il est aisé de définir un alphabet de trace tel qu’une trace
sur cet alphabet corresponde aux exécutions ayant les mêmes actions, mais
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dans un ordre différent. L’idée est de modéliser chaque action (envoi ou ré-
ception) par une lettre différente, et de demander que aIb si et seulement si
a, b sont un envoi et une réception ne formant pas un message. Néanmoins,
cet alphabet est infini, ce qui ne nous satisfait pas. Pouvons nous trouver une
représentation analogue, mais avec un alphabet fini ?

La première idée est de considérer un message en tant qu’action atomique
α. Ainsi, l’alphabet contient juste α. Il n’y a donc pas de commutation. D’un
certain point de vue, ce n’est pas très satisfaisant parce que on voudrait
pouvoir modéliser que certaines actions peuvent commuter avec d’autres (les
envois peuvent toujours arriver avant toutes les réceptions), alors que l’al-
phabet de traces fixe l’exécution a être toujours "envoi réception envoi · · · ".
Pire, certains comportements ne peuvent pas être modélisés. Changeons le
protocole légèrement, avec les mêmes messages α du processus 1 au proces-
sus 2, mais avec en plus un message β du processus 2 au processus 1 qui est
envoyé avant les réceptions de α, et reçu après les envois de α. Alors on ne
peut plus considérer les messages comme actions atomiques, parce que α et
β arrivent en même temps. On ne peut pas non plus considérer l’exécution
en entier, parce que il y a une infinité d’exécutions différentes, et on a un
alphabet fini.

La seconde idée est de modéliser chaque envoi ou réception comme ac-
tion atomique. Reprenant notre protocole asynchrone, on peut penser à un
alphabet de traces à deux lettres {a, b}. La première réception ne doit pas
commuter avec le premier envoi, parce qu’un message ne peut être reçu avant
d’être envoyé. Ainsi aDb, ce qui ne nous satisfait pas. Sinon, il faudrait une
action différente par événements, ce qui n’est pas possible sur un alphabet
fini.

La dernière idée est de choisir une semi-trace, c’est à dire une trace
pour laquelle la relation d’indépendance n’est pas symétrique. La relation
de semi-commutation serait donc bSa, c’est à dire ba → ab, les réceptions
peuvent toujours être repoussées après n’importe quel envoi. Evidemment,
comme la relation n’est pas symétrique, on peut avoir u →S v mais pas
v →S u. Par exemple, partant du mot abababab · · · , on peut obtenir tous les
réordonnancements possibles en appliquant S. Cependant, partant du mot
u = a · · ·ab · · · b, on n’obtient rien d’autre que u en appliquant S. On peut
penser qu’une telle situation est correcte tant qu’il existe un mot qui génère
tous les autres par applications de la relation de semi-commutation. Ce n’est
toutefois pas le cas en général.

Prenons l’exemple de trois processus 1, 2, 3. Le premier envoie deux mes-
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sages au second, puis reçoit deux messages du troisième. Le second envoie
deux messages au troisième puis reçoit les messages du premier. Enfin, le
troisième processus envoie deux messages au premier processus, puis reçoit
les messages venus du second processus. On suppose donc avoir 6 lettres
{s1, s2, s3, r1, r2, r3}, correspondant respectivement aux envois du processus
1, 2, 3, puis aux réceptions des processus 1, 2, 3. La relation d’indépendance
est qu’un envoi est indépendant d’un envoi d’un autre processus, une récep-
tion est indépendante des réceptions des autres processus. De plus, on a la
relation de semi-commutation r2s1 → s1r2, r3s2 → s2r3 et r1s3 → s3r1. Les
relations d’indépendance et de semi-commutation forment la relation S. Nous
montrons qu’aucun mot décrivant une exécution ne peut être réordonné par
S en tous les mots corrects. Soit un mot u. Prenons le premier événement
dans u qui correspond à une réception. On peut supposer que c’est r1 par
symétrie. Ainsi, les deux envois de s1 ont déjà eu lieu, et les réceptions r2
n’ont pas eu lieu. Il sera donc impossible de faire commuter le second s1 avec
le premier r2, ce qui devrait normalement pouvoir se produire.

Ces exemples nous montrent combien il est difficile (voir impossible) de
modéliser de manière satisfaisante les systèmes à passage de messages par des
alphabets finis de traces. Les traces correspondent plus à une communication
par variables partagées.

1.4 Des Machines Communicantes

Nous allons donc définir un modèle de machine qui répond à nos attentes.
En un sens, nous allons étendre les automates finis, en leur permettant d’en-
voyer des messages, et en leur permettant d’avoir un contrôle distribué.

Définition 19 Un automate communicant A (appelé aussi Communicating
Finite-state Machine CFM) sur un ensemble de processus P est une famille
d’automates A = (Ap)p∈P , plus deux ensembles V0, Vf , où V0, Vf ⊆

∏
p∈P V

p

sont les ensembles finis d’états initiaux et finaux respectivement. Pour tout
processus p ∈ P, Ap = (V p,Σp,→p), où Σp contient des symboles p!q(a) pour
tout q ∈ P, désignant un envoi du message a du processus p vers le processus
q. De même, les symboles p?q(a) désignent la réception par p d’un message a
venu du processus q. Enfin, les symboles p(a) désignent une action locale sur
p. On notera Σp = Sp ⊎Rp ⊎ Lp la partition en envois, réceptions et actions
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locales sur p. Usuellement, V p est l’ensemble fini des états de Ap. V0, Vf ⊆∏
p∈P V

p sont les ensembles finis d’états initiaux et finaux respectivement.

Les transitions de Ap sont de la forme v
a,m
−→ v′ où v, v′ ∈ Sp sont les états

initiaux et finaux de la transition, a ∈ Σp est l’étiquette de la transition, et
m ∈ N est une donnée additionnelle de contrôle.

On dira que A n’a pas de données ajoutées si m = 0 pour toute transition
v

a,m
−→ v′. Il sera à données ajoutées linéaires si m ≤ |V p| pour tout v

a,m
−→ v′.

On comprend un automate communicant en tant qu’un réseau de ma-
chines qui communiquent via des canaux infinis FIFO, dont l’ensemble de
configuration est Bp,q. C’est à dire qu’il n’y a pas de borne sur le nombre de
messages que les canaux peuvent contenir, et ils délivrent les messages dans
leur ordre d’arrivée. Formellement, Bp,q est l’ensemble des files sur l’alphabet
Cp,q ×N, où Cp,q est l’alphabet des lettres a telles qu’il existe p!q(a) ou p?q(a)
∈ Σp, et la composante de N contient les données de contrôle.

Définition 20 On définit le comportement d’un automate communicant A =
(Ap)p∈P en tant q’un automate infini B = (V,Σ,→, V0, Vf) avec

– V =
∏

p∈P V
p ×

∏
p,q∈P Bp,q est l’ensemble des configurations globales

de A.
– Σ =

⋃
p∈P Σp

– ((vp)p∈P , (bp,q)p,q∈P)
e

−→ ((wp)p∈P , (cp,q)p,q∈P), e ∈ Σp si vp
e,m
−→p wp,

vq = wq pour tout q 6= p et l’une des propositions suivantes est satis-
faite :
– e ∈ Lp, br,s = cr,s pour tout r, s ∈ P,
– e = p!q(a), cp,q = bp,q(a,m), et br,s = cr,s pour tout (r, s) 6= (p, q)
– e = p?q(a), bq,p = (a,m)cq,p, et br,s = cr,s pour tout (r, s) 6= (q, p).

Intuitivement, si une action e est exécutée, alors le processus p change
son état vp en wp conformément à →. De plus, si e = p!q(a), le message a est
ajouté à la fin de la file bp,q avec l’information de contrôle m donnée par la
transition. Si e = p?q(a), le message a doit être au début de la file bq,p dont il
est retiré, et on vérifie que l’information de contrôle est égale à celle donnée
par la transition. Initialement, le CFM débute avec des canaux vides, et les
automates sont sur une position initiale. Le CFM termine si les canaux sont
vides et tous les processus sont dans un état final. On note comme d’habitude
L(A) ⊆ Σ⋆ pour le langage des exécutions reconnues par A.

Reprenons l’exemple qui posait problème dans le cas des traces. On
montre qu’on peut le modéliser aisément avec des CFM.
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Exemple 18 Reprenons le protocole asynchrone, mettant en scène les pro-
cessus 1 et 2 (voir figure 1.5). Le premier envoie au second un nombre quel-
conque de messages α.

1!2 A1 2?1 A

q
2

1 2

0 1
1!2

2?1
2

1!2

2?1
3

1!2

2?1 A

q

Fig. 1.5 – Un automate communicant (A1,A2) et l’automate infini A décri-
vant son comportement.

Le CFM sans donnée additionnelle associé est un réseau de deux auto-
mates A1,A2. Les automates A1,A2 n’ont qu’un état q1 et q2 respectivement,

qui sont initiaux et finaux. L’automate A1 a une transition q1 1!2(α)
−→ q1, et

l’automate A2 a une transition q2 2?1(α)
−→ q2. L’automate A des comportements

a des états qui sont des entiers, correspondant aux nombres de messages
en transit dans le canal. Le langage est bien {u ∈ {a, b}⋆ | |u|a = |u|b et
|v|a ≥ |v|b pour tout préfixe v de u} , où a = 1!2(α) et b = 2?1(α). En effet,
quand il y a autant de b que de a, le canal b1,2 est vide, donc le processus
2 ne peut plus recevoir. Notons au passage que ce langage n’est pas régulier,
donc un automate fini ou un CFM à canaux bornés ne suffirait pas à décrire
ce langage.

On appellera une configuration globale d’un CFM un blocage si elle n’est
pas coaccessible dans le graphe des configurations globales. Un CFM A est
sans blocage si aucune configuration accessible n’est un blocage. Cette no-
tion est très importante, parce qu’on ne veut pas avoir de blocage pour un
protocole de communication. De plus, il est difficile dans un protocole réel
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de tester des états finaux globaux (et dans une moindre mesure des états ini-
tiaux globaux). On appellera un ensemble d’états globaux T ⊆

∏
p∈P V

p un
ensemble local si il existe des ensembles d’états T p ∈ V p avec

∏
p∈P T

p = T .
Ainsi, on impose qu’un automate sans blocage ait des ensembles d’états ini-
tiaux et finaux qui sont locaux. On donne ici un exemple qui montre que le
pouvoir expressif des automates sans blocage est strictement plus petit que
celui des automates avec blocage.

Exemple 19 Considérons le CFM A sur deux processus 1 et 2, qui ont cha-
cun un état initial v0 et deux états finaux va, vb. De l’état v0, chacun envoie
soit a à l’autre et va dans l’état va, soit envoie b et va dans l’état vb. Il
y a une boucle sur va pour recevoir des messages a, et une boucle sur vb

pour recevoir des messages b, voir figure 1.6. Ainsi, le langage L(A) contient
1!2(a)2!1(a)1?2(a)2?1(a), 1!2(a)2!1(a)2?1(a)1?2(a), 2!1(a)1!2(a)1?2(a)2?1(a),
2!1(a)1!2(a)2?1(a)1?2(a) et de même avec b qui remplace a.

1?2(b)

A

v

1

va

v

b

0

1?2(a)

1!2(a) 1!2(b)

2?1(b)

A

v

2

va

v

b

0

2?1(a)

2!1(a) 2!1(b)

Fig. 1.6 – Un automate communicant (A1,A2) avec blocage.

Cependant, ce langage n’est pas le langage d’un automate sans blocage. En
effet, les automates A1 et A2 peuvent tous les deux choisir d’envoyer l’un a
et l’autre b, puisqu’ils n’ont aucune information de l’autre automate. De cette
configuration, on doit pouvoir atteindre une configuration finale. Cependant,
1!2(a)2!1(b) n’est pas le préfixe d’un mot de L(A), donc il n’est pas possible
que L(A) soit un langage de CFM sans blocage.
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Proposition 10 Les CFM sans blocage sont strictement moins expressifs
que les CFM. Savoir si un CFM A est sans blocage est indécidable [BZ83].

En fait, les CFM sont un excellent modèle pour décrire les protocoles
distribués. Il est facile de modéliser un protocole distribué par un CFM, et
réciproquement, il est facile d’implémenter un algorithme distribué qui exhibe
les comportements d’un CFM.

Brand et Zafiropulo [BZ83] ont démontré que les CFM étaient trop puis-
sant pour permettre la décidabilité.

Proposition 11 [BZ83] On peut simuler toute machine de Turing via un
CFM, même si on dispose uniquement de deux processus déterministes. On
dira que les CFM sont Turing-équivalents. Les CFM sans blocage ne sont pas
Turing-équivalents, puisqu’on peut décider le vide d’un CFM sans blocage.

On montre ici un résultat plus faible, qui est qu’il est indécidable de savoir
si le langage d’un CFM est non vide, c’est à dire si un état final est accessible.
On réduit pour cela PCP à ce problème.

Preuve. Soit une instance (ui, vi)
n
i=1 du PCP. On considère une variante

de PCP, qui demande en plus à une suite d’indices α1, . . . , αk de satisfaire
|uα1

· · ·uαi
| ≥ |vα1

· · · vαi
| pour tout i, pour être une solution.

On fabrique à partir de cette instance un CFM à trois processus P =
{1, 2, 3}. Le premier processus devine l’indice i à utiliser et l’envoie au pro-
cessus 2. Ensuite, il envoie au processus 3 les lettres correspondantes à ui,
puis il recommence.

Le processus 2 reçoit les messages de 1 et les renvoie à 3 immédiatement.
Le processus 3 reçoit l’indice i depuis le processus 2, puis attend de rece-

voir les messages venus du premier processus et étiquetés par vi.
On a L(A) 6= ∅ si et seulement si il y a une solution pour PCP. Cette

solution est donnée en regardant la file b1,2.
Evidemment, si A n’a pas de blocage, alors il suffit de savoir si une tran-

sition est tirable pour savoir si L(A) 6= ∅.
2

Ainsi, on peut montrer facilement que l’équivalence de deux CFM et la
recherche de motif dans un CFM sont indécidables. Le problème de recherche
d’un motif v dans A est de savoir si il existe un mot uvw ∈ L(A).

Preuve. Si on savait décider de l’égalité des CFM, on pourrait décider si
un CFM est égal au CFM vide, ce qui est indécidable vu qu’on ne sait pas
décider si L(A) 6= ∅.
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De même, si on savait décider s’il existe une exécution qui contient un mot
w, alors on pourrait décider de PCP. Reprenons le CFM défini ci-dessus pour
l’indécidabilité du vide d’un CFM. On le change légèrement en rajoutant
certaines actions. Le processus 1 peut décider de s’arrêter à un moment,
auquel cas il envoie un message c au processus 2, qui le renvoie au processus
3 dans le cadre de son comportement normal. Après avoir lu c, les processus
exécutent exactement w et finissent dans un état final.

Ainsi, w est exécutable dans ce CFM si et seulement si un état final était
accessible dans le CFM décrit avant (pour peu que l’on fasse attention à
utiliser des lettres pour la construction du CFM disjointes avec celle de w.

2

Il existe cependant une classe évidente de CFM qui permet la décidabilité :
ceux ayant des canaux bornés. En effet, un CFM borné a un comportement
d’automate fini. On peut cependant remarquer que cet automate est de taille
exponentielle dans la taille de la borne sur les canaux.

Définition 21 On appellera par ∀-b-CFM la classe des CFM à canaux uni-
versellement bornés par b. L’union de ses classes pour toute borne b sera
notée ∀-CFM.

Proposition 12 Soit A un CFM.

1. Savoir si A ∈ ∀-CFM est indécidable.

2. Savoir si A ∈ ∀-b-CFM est indécidable.

3. Savoir si A ∈ ∀-b-CFM est décidable si A est sans blocage.

Preuve. On réduit les deux premiers problèmes au vide d’un CFM. Soit
un CFM A dont on se demande si son langage est vide.

On va transformer légèrement A en un automate B. On pose 1, . . . , p les
processus de A. On lui rajoute un processus p + 1 qui ne fait que recevoir
des messages du processus 1 et son seul état est acceptant. On modifie le
processus 1 en rajoutant un état, successeur de tout état final. Le seul état
final dans B du processus 1 est ce nouvel état, qui peut envoyer des messages
au processus p + 1 (il y a une boucle étiquetée par 1!(p + 1) sur ce nouvel
état final). Si L(A) est vide, alors B est universellement borné. Si L(A) n’est
pas vide, alors il est possible de déduire des exécutions de B qui finissent
en bouclant sur l’état final de 1, c’est à dire qui sont non universellement
bornées. Ainsi L(A) = ∅ si et seulement si B ∈ ∀-CFM .
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De même, si on fixe un entier b, et qu’on enlève la boucle sur l’état final
du processus 1 dans B et qu’on la remplace par b+ 1 transitions successives,
alors L(A) = ∅ si et seulement si B ∈ ∀-b-CFM .

Si A est sans blocage, alors il suffit de construire l’automate fini des com-
portements de A avec des canaux b-bornés, et de voir si il y a une transition
de A qui en sort. Si c’est le cas, comme A est sans blocage, alors on pourra
l’étendre à une exécution qui est dans le langage de A, mais pas b-bornée.

2

1.4.1 Diagrammes de Séquences (MSC)

On peut se demander si il est judicieux de représenter dans le langage
d’un CFM toutes les exécutions alors qu’il y a beaucoup de redondance (à
commutation près). De plus, considérer une linéarisation 1!2 2?1 1!2 1!2 2?1
n’est pas très visuel. Plutôt que de choisir arbitrairement une exécution pour
représenter la classe qui le contient, il est plus naturel d’utiliser une repré-
sentation visuelle, les Diagrammes de Séquences, encore appelés MSC pour
Message Sequence Charts. Notons que les Diagrammes de Séquences sont
l’analogue des Diagrammes Temporels pour l’informatique distribuée.

Exemple 20 Voila un MSC qui représente une exécution du protocole asyn-
chrone avec 3 messages envoyés. Les deux lignes verticales représentent les
deux processus, chaque flèche représente un message, la base de la flèche re-
présentant l’action d’envoi du message et la pointe de la flèche sa réception.
L’étiquette du message représente son contenu.

1

message

processus

2

a
a

a

b
b
b

x
x
x

Fig. 1.7 – Un Diagramme de Séquence (MSC)
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On définit ici plus formellement ce qu’est un MSC [itu96, LL95, Mau95].

Définition 22 Un MSC M est un sextuplet M = (P, E, C, λ,m,<) avec
– P est l’ensemble fini des processus
– Ep est l’ensemble fini des événements sur le processus p, avec E =⋃

p∈P Ep.
– C est un ensemble d’étiquettes des messages.
– λ : E → T = {p!q(a), p?q(a), p(a) | p 6= q ∈ P, a ∈ C} est la fonction de

type, qui a un événement associe son type. On partitionne E = S⊎R⊎L
en envois p!q(a), réceptions p?q(a) et événements locaux p(a).

– m : S → R la bijection de message qui à chaque envoi associe une
réception, tel que si m(s) = r, alors λ(s) = p!q(a) et λ(r) = q?p(a)
avec des certains p, q ∈ P, a ∈ C.

– <⊆ E × E est une relation sur les événements, formée de
– un ordre total <p sur Ep, pour tout processus p ∈ P
– s < r pour tout message m(s) = r.

On demande en outre que la clôture réflexive et transitive ≤ de < soit
un ordre partiel (donc en particulier, cette clôture est acyclique). De plus,
on demande que si s1 <p s2 et λ(s1) = λ(s2) = p!q, alors m(s1) <q m(s2)
(FIFO).

Une fonction P qui à chaque événement e ∈ E associe son processus p ∈
P est ainsi définie implicitement par λ. En effet, P (e) = p ssi λ(e) = p!q(a)
ou λ(e) = p?q(a) ou p(a) pour q ∈ P, a ∈ C.

On peut voir alternativement un MSC comme un pomset (E,≤, λ). On
définit le langage de mot Lin(M) (ou L(M)) de M comme l’ensemble des
linéarisations de M , c’est à dire les ordres totaux sur E compatible avec ≤.
On note par une lettre arrondie M un ensemble de MSC. Pour un langage de
MSC M, on note par Lin(M) ou L(M) l’union des linéarisations des MSC
M ∈ M.

Exemple 21 Reprenant le MSC de l’exemple 20 page précédente, l’ensemble
de ses linéarisations est {ababab, aabbab, aababb, aaabbb}, avec a = 1!2(x) et
b = 2?1(x).

On définit maintenant les exécutions possibles d’une structure communi-
cante en tant qu’un mot u de T = {p!q(a), p?q(a), p(a) | p 6= q ∈ P, a ∈ C},
avec les propriétés que pour tout p, q ∈ P, a ∈ C, et pour tout préfixe v de u,
on a |v|q?p(a) ≤ |v|p!q(a), c’est à dire qu’il n’y a jamais plus de messages reçus
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qu’envoyés. De plus, |u|q?p(a) = |u|p!q(a) signifie qu’à la fin, tous les messages
envoyés on été reçus. Remarquons que toute linéarization d’un MSC satisfait
ces conditions. Réciproquement, pour tout mot respectant ces conditions, on
peut définir un MSC dont ce mot sera une linéarisation. Par abus de langage,
nous appellerons donc ces exécutions des linéarisations.

Ainsi, pour un langage de mots L ⊆ T ⋆ = {p!q(a), p?q(a), p(a) | p 6=
q ∈ P, a ∈ C}, on note par Lin(L) l’ensemble des mots u ∈ L qui sont des
"linéarisations", c’est à dire avec pour tout p, q ∈ P, a ∈ C, |u|q?p(a) = |u|p!q(a)

et pour tout préfixe v de u, |v|q?p(a) ≤ |v|p!q(a).

Exemple 22 Pour un CFM A, on a facilement Lin(L(A)) = L(A), que
l’on notera Lin(A), c’est à dire que tout mot généré par un CFM est une
linéarisation.

Réciproquement, pour un langage de mots L ⊆ T ⋆, on notera par L(L)
le langage des MSC qui ont toutes leurs linéarisations dans Lin(L). Plus
généralement, on notera le langage de MSCs générés par une structure K
avec un L(K), et son langage de mot par L(K).

Exemple 23 Pour un CFM A, on notera L(A) pour le langage L(L(A))
des MSC généré par A. On peut remarquer que Lin(L(A)) = L(A).

On peut transférer la borne sur les canaux de communication aux linéa-
risations, puis aux MSC [LM04]. On dira qu’une linéarisation u ∈ T ⋆ est
b-bornée si pour tout préfixe v de u et p, q ∈ P,

∑
a∈C(|v|p!q(a)−|v|p?q(a)) ≤ b,

c’est à dire qu’il n’y a jamais plus de b messages envoyés et non reçus pour
la linéarisation.

On appelle un MSC universellement-b-borné si toutes ses linéarisations
sont b-bornées, et un ensemble de MSC universellement-b-borné si tous les
MSC dans l’ensemble sont b-bornés. De même, on appelle un MSC exis-
tentiellement-b-borné si au moins une de ses linéarisations est b-bornée et
un ensemble de MSC existentiellement-b-borné si tous les MSC dans l’en-
semble sont existentiellement-b-bornés. L’ensemble des MSC ∃-b-bornés est
noté MSCb. De plus, on notera l’ensemble des linéarisations b-bornés de M
par Linb(M).

Exemple 24 Reprenant le MSC M de l’exemple 20 page 48, la linéarisation
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1!2(x)1!2(x)1!2(x)2?1(x)2?1(x)2?1(x) est 3-bornée. De même, la linéarisa-
tion 1!2(x)2?1(x)1!2(x)2?1(x)1!2(x)2?1(x) est 1-bornée. Ainsi,M est un MSC
existentiellement 1-borné et universellement 3-borné.

Quand on teste l’égalité de deux MSC, on peut abstraire les noms des
événements car l’important est la relation d’ordre, donnée par l’étiquetage
des événements. On demande toutefois que les MSC aient le même ensemble
de processus (au minimum, on renomme au départ les processus pour que
ça soit le cas). On peut transposer les algorithmes pour tester l’égalité des
traces aux MSC.

Remarque 6 On peut tester si deux MSC M,N sont égaux en testant si
leurs ensembles de linéarisations sont égaux. Si on a une linéarisation u de
M , alors on peut tester si M = N en testant si u ∈ Lin(N). De même que
pour les traces, l’algorithme le plus efficace est de tester si pour tout processus
p ∈ P, les projections de M et N sur p correspondent.

Si on définit un alphabet de trace (infini) sur les événements d’un MSC
M , avec pour relation de dépendance aDb si a, b sont sur le même processus
ou si b est la réception associée à a, alors on a [L(M)]I = L(M), c’est à dire
que le langage d’un MSC est clos par commutation. Pour la suite de cette
thèse, quand on s’intéressera à des processus qui envoient des messages, on
ne nommera plus cette relation de commutation, elle sera juste LA relation
de commutation. On notera ainsi [L] pour la clôture de L par la relation de
commutation. De même, on notera u ∼ v si u et v sont deux linéarisations du
même MSC. On indexera en revanche d’autres relations de commutation. En
fait, de nombreux résultats que nous donnerons seront obtenus en interpré-
tant les MSC en tant que traces. Pour cela, nous aurons besoin de restreindre
les canaux pour qu’ils soient existentiellement bornés.

On peut tester l’égalité de manière encore plus simple avec des représen-
tants.

Définition 23 Un ensemble de linéarisations L ⊆ T ⋆ est un ensemble de
représentants pour un ensemble de MSC M si [L] = Lin(M).

Exemple 25 Si M est existentiellement-b-borné, alors l’ensemble Linb(M)
des linéarisations b-bornées est un ensemble de représentants de M.

Proposition 13 Soit deux ensembles de MSC M,N , et L un ensemble de
représentants pour M. Alors M ⊆ N si et seulement si L ⊆ Lin(N ).
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Par exemple, si M est existentiellement-b-borné, alors il suffit de tester
si Linb(M) est inclus dans Lin(N ) pour savoir si M ⊆ N .

Remarque 7 Dans le cas où on voudrait définir l’ensemble de tous les MSC
qui ont au moins une linéarisation dans un ensemble L, on peut utiliser la
clôture par commutation [L] de L. Ainsi, on notera l’ensemble des MSC qui
ont au moins une linéarisation dans L par L([L]).

1.4.2 Autres Représentations de la Communication

De même qu’il existe plusieurs types de formalismes pour les langages
réguliers, il existent d’autre formalismes que les automates communicants
pour décrirent des langages de MSC.

Nous pouvons commencer par donner une définition des langages réguliers
de MSC. Soit un automate fini A générant uniquement des linéarisations sur
l’alphabet T . Si A est clos par commutation, alors on dira que son langage
de MSC L(A) = L(L(A)) est régulier.

Exemple 26 D’après le chapitre sur les automates communicants, on sait
que le langage des automates communicants universellement bornés est régu-
lier.

Dans l’autre direction, si L est un langage de linéarisations reconnu par
un automate A, alors chaque boucle de l’automate est étiquetée par un même
nombre d’envois que de réceptions sur le même canal (p, q), pour tout canal
(p, q). Ainsi, chaque linéarisation reconnue par A est |A|-bornée. Si de plus
A est clos par commutation, alors les MSC de L(L) sont universellement
|A|-bornés. Ainsi,

Proposition 14 Soit L un langage régulier de MSC. Alors il existe une
borne b telle que L est universellement b-borné.

En fait, Henriksen et al. [HMNK+04] ont montré que tout langage régu-
lier de MSC était implémentable par un automate communicant (voir théo-
rème 4 page 54).

Nous donnons un formalisme logique, que nous appellerons MSO sur les
langages de MSC. Le nom des processus est défini une fois pour toutes avant
de définir la formule MSO, en ce que l’alphabet T contient déjà les noms des
processus donnés par les lettres p!q(a) ou p?q(a) ou p(a).
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Définition 24 Une formule MSO de MSC sur l’alphabet T est de la forme
ϕ := va(x) | ¬ϕ | ϕ ∧ ϕ | x < y | ∃Xϕ | ∃xϕ | x ∈ X | y = msg(x), où
a décrit les lettres de T . On demande que ϕ n’ait pas de variable libre pour
être une formule complète.

L’expression formelle de MSO sur les MSC n’est pas différente de celle de
MSO sur les mots. Cependant, il faut bien garder en mémoire que l’écriture
x < y parle d’une relation d’ordre partielle et non plus totale comme pour les
mots. Ainsi, nous pouvons adapter ce que signifie qu’un MSC satisfait une
formule MSO complète ϕ.

Définition 25 Un MSC M = (P, E, C, t,m,<) satisfait une formule MSO
ϕ sur l’alphabet T si M, ∅ |= ϕ, où M, f |= ϕ est défini par

– Soit Var l’ensemble des symboles de variables et S l’ensemble des sym-
boles d’ensemble de variables qui apparaissent dans ϕ.

– f est une fonction (partielle) qui associe des symboles x ∈ Var de
variables à un événement de E, et des symboles X ∈ S d’ensemble de
variables à un sous-ensemble de E.

– M, f |= va(x) ssi λ(f(x)) = a.
– M, f |= ¬ϕ ssi M, f 6|= ϕ.
– M, f |= ϕ ∧ ψ ssi M, f |= ϕ et M, f |= ψ.
– M, f |= x < y ssi f(x) < f(y).
– M, f |= x ∈ X ssi f(x) ∈ f(X)
– M, f |= ∃xϕ ssi ∃e ∈ E tel que M, f ′ |= ϕ, avec f ′(y) = e si y = x,
f(y) sinon.

– M, f |= ∃Xϕ ssi ∃S ⊆ E tel que M, f ′ |= ϕ, avec f ′(y) = S si y = X,
f(y) sinon.

– M, f |= y = msg(x) ssi (x, y) est un message.

L’ensemble des MSC satisfaisant une formule ϕ représente le langage L(ϕ).

Si on interprète une formule MSO(≤) (sans opérateur msg) sur les linéa-
risations, on peut définir Lin(L(ϕ)), qui est généralement inclus strictement
dans L(ϕ), c’est à dire que ϕ génère a priori des mots qui ne sont pas des
linéarisations. De même, une formule MSO ϕ sur les linéarisations n’est pas
close par commutation.

Exemple 27 Prenons par exemple, ϕ = ∃x, y(x 6= y∧¬(x < y)∧¬(y < x)).
Aucun mot ne satisfait cette formule, alors que n’importe quel MSC avec
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deux éléments incomparables la satisfait. Un MSC peut donc satisfaire une
formule MSO alors qu’aucune de ses linéarisations ne satisfait la formule.

Prenons l’exemple d’un MSC avec une action locale 1(a) sur le processus
1, puis un message de 2 vers 1 : 2 !1(b), 1 ?2(b). Ainsi 1(a) et 2!1(b) sont
incomparables. Ce MSC ne satisfait pas la formule MSO

∃x, y, z, (v1(a)(x) ∧ v2!1(b)(y) ∧ v1?2(b)(z) ∧ x < z ∧ y < z ∧ (x < y ∨ y < x))

En revanche, ses deux linéarisations satisfont la formule. Il est donc possible
que toutes les linéarisations d’un MSC satisfassent une formule ϕ, mais pas
le MSC. Ainsi, en général L(L(ϕ)) 6= L(ϕ).

Henriksen et al. [HMNK+04] ont montré que les langages de MSC uni-
versellement bornés satisfaisant une formule MSO étaient aussi réguliers. On
a ainsi un théorème proche du théorème pour les mots :

Théorème 4 [HMNK+04] Soit un langage M de MSC universellement bor-
nés. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

– M est régulier.
– M est le langage d’un CFM.
– M est le langage d’une formule MSO.

Nous ne donnons pas la preuve de ce théorème ici, car nous allons en mon-
trer un théorème plus puissant, avec une restriction plus faible sur les canaux.
Nous indiquons toutefois que la preuve utilise les automates asynchrones, et
le théorème de Zielonka pour distribuer l’alphabet.

Comparé aux résultats dont on dispose pour les mots (théorème 1.1.1),
il manque un modèle correspondant aux langages rationnels. De plus, il y
a une grosse restriction sur les canaux de communication, qui doivent être
universellement borné.

On peut aussi définir des formules LTL pour les MSC. On rappelle qu’une
formule LTL sur l’alphabet T est de la forme ϕ := a | ¬ϕ | ϕ∧ϕ | Xϕ | ϕUϕ,
où a décrit des lettres sur l’alphabet T .

Exemple 28 Prenons l’alphabet T = {1!2, 2?1, 3!4, 4?3} concernant quatre
processus. On considère la formule ϕ = G((¬2?1) ∨ F (3!4)) (on rappelle que
G et F sont des macros usuels définis dans l’exemple 6 page 24). La formule
ϕ exprime que si une réception est vue sur le processus 2 depuis le processus
1, alors on doit voir plus tard un envoi du processus 3 vers 4.
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On peut voir que 2!1 2?1 3!4 4?3 |= ϕ et que 3!4 4?3 2!1 2?1 6|= ϕ. Pourtant,
ces deux linéarisations viennent du même MSC avec deux messages, un du
processus 1 vers 2, et un du processus 3 vers 4.

Ainsi, le langage d’une formule LTL n’est pas clos par commutation5.

Définition 26 Un MSC satisfait une formule ϕ si toutes ses linéarisations
satisfont ϕ. On note l’ensemble des MSC satisfaisant ϕ par L(ϕ), c’est à dire
L(ϕ) = L(L(ϕ))

1.5 MSC-graphes

Comme nous l’avons remarqué précédemment, nous n’avons pas défini de
modèle comparable aux langages rationnels pour les mots ou les traces. C’est
ce que nous essayons de faire ici. Nous allons donner une définition qui est
assez proche des rationnels de mots, sauf qu’au lieu de lettres, on va utiliser
des MSC (ce que nous avons déjà fait pour les formules MSO pour les MSC).

On définit tout d’abord une concaténation de MSC. Soit M1,M2 deux
MSC concernant le même ensemble de processus P, avec Mi =
(P, Ei, Ci, λi, mi, <i). Alors la concaténation de M1 et M2, notée M1M2, est
un MSC M = (P, E1 ⊎E2, C1 ∪C2, λi ⊎λ2, mi ⊎m2, <), où < est une relation
acyclique formée de :

– a < b si a <i b pour i ∈ {1, 2}
– a < b si P (a) = P (b) et a ∈ E1, b ∈ E2

Intuitivement, on concatène M1 et M2 en collant les processus communs
à M1 et M2 ensemble, avec les événements de M1 avant ceux de M2.

Exemple 29 On présente ici la concaténation de M par M . Par définition,
on commence par renommer les événements de la deuxième copie de M en
des lettres non encore utilisés, et on rassemble les deux copies de M en collant
la seconde copie de M en dessous de la première.

Définition 27 Les langages rationnels de MSC sur les processus P est la
plus petite classe qui contient les singletons MSC sur P, close pas union,
concaténation et étoile de Kleene.

5Ce qui montre aussi que les langages de mots de formules MSO ne sont pas clos par
commutation.
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1 2 1 2

1 2

M M
MM

Fig. 1.8 – La composition de M par M .

Evidemment, en vertu de l’égalité des rationnels de mots avec les réguliers,
on peut représenter un langage rationnel de MSC par un automate dont les
états sont étiquetés par des MSC. On appellera une telle structure un graphe
de diagramme de séquences, ou encore MSC-graphe [MR97].

Définition 28 Un MSC-graphe est un quintuplet G = (V,→, λ, V0, Vf), avec
– (V,→) est un graphe.
– λ est une fonction qui à chaque nœud v ∈ V associe un MSC.
– V0 ⊆ V est l’ensemble des états initiaux.
– Vf ⊆ V est l’ensemble des états finaux.

Implicitement, un MSC-graphe définit un ensemble de MSC à partir du-
quel les MSC du langage sont construits, l’ensemble des MSC étiquetant
un noeud du MSC-graphe. De même, il définit un ensemble de processus
P (G) =

⋃
v∈V P (λ(v)).

Pour calquer la définition des langages rationnels de MSC, on définit le
langage d’un MSC-graphe comme l’ensemble des MSC qui sont des concaté-
nations de MSC lus sur un chemin acceptant du graphe.

Définition 29 On note par L(G) = {λ(v0) · · ·λ(vn) | v0 . . . vn est un chemin
acceptant de G} le langage d’un MSC-graphe G .

Il est toujours plus aisé de comprendre le comportement des linéarisa-
tions générées par un MSC-graphe G. Comme il n’est pas toujours possible
de calculer toutes les linéarisations, nous expliquons ici comment obtenir un
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ensemble L(G) de représentants de L(G). On commence par choisir une li-
néarisation de chaque MSC, c’est à dire λ̂ associe à chaque nœud v ∈ V du
graphe une linéarisation de λ(v). On note alors ce langage des mots de G par
L(G). Tout mot généré est une linéarisation.

Définition 30 Soit G un MSC-graphe. Alors L(G) est l’ensemble des linéa-
risations qui suivent les nœuds de G. C’est à dire x1 · · ·xn ∈ L(G) s’il existe
un chemin acceptant v0 · · · vm dans G et une suite d’indices k1 < · · · < km

tels que xki
· · ·xki+1−1 = λ̂(vi).

Cependant, en général, L(G) ( Lin(L(G)) = [L(G)]. En effet, les linéari-
sations générées par l’automate sous jacent au MSC-graphe G doivent suivre
les états du graphe : on ne commence pas une linéarisation d’un nouveau
nœud tant qu’on n’a pas fini la linéarisation du nœud courant. Cependant,
il est bien possible qu’une linéarisation d’un MSC généré par le MSC-graphe
G commence une linéarisation sur un nouveau nœud alors qu’un autre nœud
n’est pas fini, parce que rien dans l’ordre nous empêche de le faire. Cependant,
cet ensemble de linéarisation L(G) n’est pas inutile parce qu’il représente un
ensemble de représentants de Lin(L(G)) = [L(G)]. C’est à dire que si l’on a
L(G), on peut théoriquement récupérer tout Lin(L(G))6.

Exemple 30 Prenons le MSC-graphe G composé d’un seul nœud initial et
final (voir figure 1.9 page suivante), avec une boucle simple sur ce nœud, et
étiqueté par un MSC contenant un unique message du processus 1 au proces-
sus 2. Ainsi, les MSC qui composent ce langage sont exactement les MSC du
protocole asynchrone. En particulier, le MSC M de l’exemple 20 page 48 est
engendré par G.

Alors les linéarisations de M sont par définition des linéarisations en-
gendrées par G. Appelons a pour l’envoi du message et b pour l’action de sa
réception. En particulier, abababab est une linéarisation de M . De plus, cette
linéarisation appartient à L(G) parce qu’elle suit les états de G. En revanche,
la linéarisation aaabbb de M n’est pas dans L(G), parce que on commence
un nouveau nœud en lisant une lettre a, alors qu’il reste une lettre b à lire
dans le nœud courant.

On peut remarquer qu’il existe dans les normes définies par les orga-
nismes internationaux, un norme particulièrement proche des MSC-graphes

6Notons cependant qu’en pratique, il se peut que cette opération de clôture soit non
calculable.
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1 2

Fig. 1.9 – Un MSC-graphe

[itu96]. En l’occurrence, la norme [itu96] propose un modèle (les High Le-
vel MSC,HMSC) plus général que les MSC-graphes, en ce qu’elle permet de
décrire exactement ceux ci, munis de possibilités additionnelles, comme la
hiérarchie et les ports de communication. Cependant, modulo un dépliage
des HMSC, on obtient un MSC-graphe équivalent. Nous ne nous occuperons
donc pas des HMSC en tant que telles, sauf à la fin de cette thèse, pour parler
des résultats qui changent.

On peut alors se demander si les MSC-graphes sont la pièce manquante
du théorème, c’est à dire si les MSC-graphes universellement bornés sont
expressivement équivalents aux CFM bornés. Nous pouvons commencer par
comparer visuellement les deux approches. Les CFM ont comme brique de
base les processus. Ils représentent en un tenant le comportement du proces-
sus (par un automate), et permettent de composer ces processus en parallèle,
récupérant ainsi les messages. On peut donc couper les messages.

De l’autre côté, les MSC-graphes ont comme brique de base les messages
(ou plutôt les MSC), et permettent de les composer par une composition
séquentielle7. En revanche, c’est le comportement des processus qui peut
être coupé, et ainsi les choix qui peuvent être faits sont non locaux.

Nous dirons qu’un MSC-graphe est implémentable si il est équivalent à
un CFM.

7Paradoxalement, la composition séquentielle est plus forte que la composition paral-
lèle ici, parce que si on compose séquentiellement des MSC sur des processus différents,
alors on obtient la composition parallèle de ces MSC. On peut observer ce phénomène
sur l’exemple 1.8 page 56, où les actions locales sur le processus 1 et 2 se composent
parallèlement quand on applique la composition séquentielle.
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Exemple 31 Prenons le MSC-graphe G sur deux processus {1, 2} de la fi-
gure 1.10, avec un seul nœud, initial et final, avec une boucle simple sur lui.
Le nœud est étiqueté par le MSC avec deux actions locales, l’action 1(a) sur
le processus 1 et l’action 2(b) sur le processus 2. Alors Lin(L(G)) = {w |
|w|1(a) = |w|2(b)}, qui n’est pas régulier. Il ne peut donc pas être représenté
par un CFM.

1 2

a b

Fig. 1.10 – Un MSC-graphe non implémentable

Ainsi, il existe des MSC-graphes universellement bornés (et même sans
communication) qui ne sont pas réguliers. En fait, la raison vient du fait que
les MSC-graphe ont un contrôle global. Par là, on veut dire que chaque choix
n’est à priori pas pris par un seul processus, comme c’est le cas pour les CFM,
mais plutôt par un ensemble de processus.

Exemple 32 Prenons le CFM A = (A1,A2) à deux processus {1, 2}. L’auto-
mate A1 a un état initial v1

0 et deux états finaux v1
f , v

1
g . L’automate commence

dans l’état v1
0, envoie un message au processus 2 et passe dans l’état v1

f . De
là, il peut envoyer un message à 2 en allant dans l’état v1

g . Il revient de l’état
v1

g à l’état v1
f en recevant un message depuis le processus 2.

L’automate A2 a un état initial v2
0, deux états finaux v2

f , v
2
g et un autre état

v2
1. Il commence dans l’état v2

0, et peut envoyer un message au processus 1 et
passer dans l’état v2

1. De là, il peut recevoir un message de 1 en retournant
dans l’état v2

0. Sinon, il peut choisir depuis v2
0 de recevoir un message venu

du processus 1 en allant dans l’état v2
f , voir encore un autre pour aller dans

v2
g . Il est à noter que ce protocole est universellement 2-borné et sans blocage.

Cependant, il semble difficile de composer plusieurs MSC pour obtenir un
MSC dans le langage L(A). En effet, comment couper un MSC du langage
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A

v

1

vf

v

g

0

1?2

1!2

1!2 2?1

A2

vf

v0
2!1

v1

2?1

vg
2?1

1 2

Fig. 1.11 – Un MSC non décomposable issu d’un CFM (A1,A2) universelle-
ment borné et sans blocage.

pour l’exprimer en tant que concaténation de deux MSC (non vides) ? Il fau-
drait ainsi un nœud dans le MSC-graphe par MSC dans le langage, c’est à
dire un nombre infini de nœuds.

Ainsi, il existe des CFM universellement bornés (et même sans blocage)
qui génèrent des langages qui ne peuvent pas être reconnu par un MSC-
graphe. Nous allons expliquer ici plus formellement d’où provient le problème.

Définition 31 On appelle un MSC M un atome [HM00, HMNK+04](ou
encore premier [Mor02]) s’il n’existe pas de MSC S, T 6= ǫ avec ST = M .

Il est facile de montrer que chaque MSC admet une décomposition unique
(à commutation près) en atomes. On notera par At(M) l’ensemble des atomes
de la décomposition atomique d’un MSC M . Pour un ensemble de MSC
M, on notera At(M) pour l’ensembles des atomes des MSC dans M. On
dira que M est finiment engendré si At(M) est fini. On notera At(G) =⋃

M=λ(v),v∈V At(M) pour un MSC-graphe (V,→, λ, V0, Vf). On a At(L(G)) =

At(G), donc G est finiment engendré. Le CFM de l’exemple 32 page pré-
cédente n’est pas finiment engendré (parce que le MSC de l’exemple est un
atome), donc son langage ne peut pas être celui d’un MSC-graphe.

Proposition 15 Tout langage finiment engendré est existentiellement borné.

Preuve. La borne existentielle d’un ensemble de MSC M est exactement
la borne maximale des MSC appartenant à At(M). En revanche, on n’a
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aucune information a priori concernant une quelconque borne universelle. 2

Ainsi, nous avons deux directions qui expliquent que les CFM et les MSC-
graphes sont incomparables. D’un côté, les bornes sur les canaux et la gé-
nération par un ensemble fini d’atomes, parce que les MSC-graphes sont
finiment engendrés et pas les CFM. D’un autre côté, le contrôle, global pour
les MSC-graphes alors qu’il est local pour les CFM.

Ces directions sont d’autant plus importantes qu’elles concernent aussi la
décidabilité et la complexité des algorithmes, comme l’égalité et la recherche
de motifs. En effet, ne pas avoir de bornes sur les canaux rend les problèmes
indécidables. De même, avoir un contrôle global rend l’égalité indécidable,
même si les canaux sont universellement bornés8.

On montre que l’égalité de deux MSC-graphes est indécidable. On ré-
duit ce problème à celui de tester si [L]I = [K]I pour L,K réguliers, et
(σ, I) = ({a, b, c}, (a, c), (c, a), (b, c), (c, b)), qui est indécidable [DR95]. On
produit deux MSC-graphes sur deux processus 1,2. Le premier processus est
le processus des lettres dépendantes a, b, et le second est le processus de la
lettre c. On a ainsi trois actions locales 1(a), 1(b), 1(c), et pas de communica-
tion. Tester si les deux MSC-graphes obtenus depuis les automates de traces
sont égaux revient a tester si les automates sont égaux, ce qui est indécidable.

8La recherche de motif pour les MSC-graphes est elle décidable, nous le montrerons
dans la seconde partie, voir le théorème 13 page 147.
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Control

global

local

Channel
Bound

0
FG

FSM

(deadlock-free)

CFM

(deadlock-free)

MSG

CFM

CFM CFM

Fig. 1.12 – On peut lire ici le premier diagramme qui compare MSC-graphes
(appelé ici MSG) et les CFM. On note FSM pour les automates de mots. Les
deux directions considérées sont les bornes sur les canaux (channel bound),
qui peuvent être soit pas de communication (0), soit une borne universelle
sur les canaux (∀), soir une borne existentielle sur les canaux (∃), soit pas
de borne (∞). Enfin, on indique le fait d’être finiment engendré par FG.
On compare aussi les structures suivant leur contrôle, qu’il soit global ou
local (ou local sans blocage). Généralement, les structures placées exacte-
ment en haut d’autres structures sont plus expressives. Néanmoins pour le
sens horizontal se pose le problème des structures finiment engendrées et uni-
versellement bornées, qui ne sont pas comparables (mais comparables avec
toutes les autres). Pour aider le lecteur, on ajoute des flèches simples pour
exprimer l’inclusion stricte d’une structure dans une autre. On notera par
une égalité le fait que deux structures sont expressivement équivalentes. En-
fin, nous différencions les CFM sans blocage (deadlock-free) des CFM avec
blocage.
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Chapitre 2

One Theorem to Bind Them All

Ash nazg durbatulûk,

Ash nazg gimbatul,

Ash nazg thrakatulûk

agh burzum-ishi krimpatul.

J.R.R. Tolkien

La première section sert à expliquer que la comparaison des MSC-graphes
et des CFM est excessivement importante pour les machines communiquant
par messages. En particulier, comparer les structures n’est pas juste trouver
des restrictions de chaque modèle qui se correspondent. Dans la première
section, nous donnons un formalisme expressif, les CMSC-graphes, et nous
prouvons qu’il contient en même temps les CFM et les MSC-graphes. De
plus, il est facile de restreindre ce formalisme structurellement (ce qui n’est
pas le cas des CFM). Ainsi, nous donnons une restriction dans la deuxième
section, qui correspond à avoir des bornes existentielles sur les canaux, ce
qui permet la décidabilité de certains problèmes. Puis nous définissons dans
la troisième section la restriction de coopération, que nous prouvons ne pas
être très restrictive. Enfin, nous prouvons dans la quatrième section une ex-
tension du théorème de Kleene pour les structures communicantes bornées
existentiellement sur les canaux.
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2.1 Comparer les MSC-graphes avec les Auto-

mates Communicants

Nous venons de définir au premier chapitre des structures plus ou moins
décidables, plus ou moins expressives, avec ou sans blocages. Il est bien en-
tendu illusoire de trouver un modèle qui regroupe toutes les bonnes propriétés
(décidable avec une complexité petite, expressif et implémentable sans blo-
cage).

Essayons de formaliser un peu ce que signifie être implémentable et ex-
pressif. Le formalisme de la communication qui cadre le mieux avec les algo-
rithmes distribués est sans doute les CFM, par leur nature distribuée. Ainsi,
un formalisme est expressif si il contient les CFM existentiellement bornés.
Demander de contenir tous les CFM est sans doute un peu trop restrictif car
cela engendrerait l’indécidabilité intrinsèque aux CFM (en fait, aux canaux
non bornés des CFM). De même, être implémentable, c’est avoir un algo-
rithme pour construire un CFM équivalent. Si de plus une classe est incluse
dans les CFM sans blocage, alors l’implémentation sera sans blocage. Cela
montre que au delà de l’aspect théorique, trouver des classes comparables
de MSC-graphes et de CFM est important pour connaître l’expressivité et
l’implémentabilité des MSC-graphes. Gardant en tête que nous aurons be-
soin d’algorithmes rapides dans la seconde partie, une classe un peu moins
expressive qu’une autre peut également être intéressante si sa complexité
se révèle être moins élevée. Ainsi, nous allons nous occuper à remplir le
schéma 1.12 page 62.

2.1.1 Les CMSC-Graphes

La première tâche que nous nous assignons est de trouver un formalisme
dans lequel nous pouvons exprimer les deux modèles incomparables que sont
les CFM et les MSC-graphes. Rappelons nous que les MSC-graphes repré-
sentent les messages en un tenant, et ont le droit de couper les processus,
alors que les CFM représentent les processus en un tenant, alors qu’ils ont le
droit de couper les messages. L’idée est donc de permettre au modèle de cou-
per les messages et les processus. Nous allons ainsi adapter les MSC-graphes
en leur permettant de couper les messages, en suivant l’idée de [GMP01].

La première chose à faire est de définir les nouvelles briques de base, que
nous appellerons MSC compositionnels, ou encore CMSC. Intuitivement, les
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CMSC sont des MSC où l’on peut spécifier une action d’envoi sans spécifier
la réception associée (ou l’inverse). Toutefois, les processus envoyeurs et des-
tinataires sont fixés par le type du message. On appellera solitaires de tels
événements. Ainsi, la seule différence avec un MSC est que la fonction de
message m ne doit plus être une bijection entre l’ensemble des envois S et
des réceptions R.

a

a

x

x

b

b

x

x

M N

1 2 1 2

Fig. 2.1 – Un CMSC M représentant deux envois de messages vers le pro-
cessus 2, et un CMSC N représentant la réception de deux messages sur 2
depuis 1.

On définit ici plus formellement ce qu’est un CMSC.

Définition 32 Un CMSC M est un sextuplet M = (P, E, C, λ,m,<) avec
– P est l’ensemble fini des processus
– Ep est l’ensemble fini des événements sur le processus p, avec E =⋃

p∈P Ep.
– C est un ensemble d’étiquettes des messages.
– λ : E → T = {p!q(a), p?q(a), p(a) | p 6= q ∈ P, a ∈ C} est la fonction de

type, qui a un événement associe son type. On partitionne E = S⊎R⊎L
en envois p!q(a), réceptions p?q(a) et événements locaux p(a).

– m : S → R une fonction (partielle) de message qui à chaque envoi
associe une réception, tel que si m(s) = r, alors λ(s) = p!q(a) et λ(r) =
q?p(a) avec des certains p, q ∈ P, a ∈ C.

– <⊆ E × E est une relation sur les événements, formée de
– un ordre total <p sur Ep, pour tout processus p ∈ P
– s < r pour tout message m(s) = r.
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Nous appellerons les graphes dont les nœuds sont étiquetés par ces CMSC
des CMSC-graphes, par analogie aux MSC-graphes. Comme nous l’avons fait
pour les MSC-graphes, il suffit de définir ce qu’est la concaténation des CMSC
pour définir les CMSC-graphes. Intuitivement, on va permettre de composer
les envois et réceptions solitaires ensemble.

Il y a cependant des problèmes avec les CMSC. Le premier est que l’on
veut uniquement des MSC à la fin de la composition des CMSC vus sur
un chemin, même si on a besoin lors des calculs intermédiaires de CMSC.
Le second problème est qu’il y a a priori plusieurs compositions des mêmes
CMSC. Enfin, il est possible qu’aucun CMSC soit concaténation de deux
CMSC à cause de la restriction FIFO.

Exemple 33 Si on reprend l’exemple de la figure 2.1 page précédente, conca-
téner M avec N peut aboutir à deux messages, mais peut aussi aboutir à une
réception solitaire, un message et un envoi solitaire. En effet, il se peut que
plus tard, on concatène avant la première réception sur le deuxième processus
une émission du message.

x

x

x

S

a

a
b
b

a

a

x
b

b

R

x

1 2 1 2

Fig. 2.2 – Les CMSC R, S sont deux concaténations de MN , où M et N
sont les CMSC de la figure 2.1 page précédente.

Définition 33 Soit M1,M2 deux CMSC concernant le même ensemble de
processus P, avec Mi = (P, Ei, Ci, ti, mi, <i). Alors la concaténation de M1

et M2, notée M1M2, est un ensemble de CMSC M = (P, E1⊎E2, C1∪C2, t1⊎
t2, m,<), où m est une fonction (possiblement partielle) de S → R et < une
relation acyclique, avec :
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– Si b = mi(a) i ∈ {1, 2}, alors b = m(a).
– m respecte l’ordre FIFO.
– a < b si a <i b pour i ∈ {1, 2}.
– a < b si b = m(a).
– a < b si P (a) = P (b) et a ∈ E1, b ∈ E2.

On peut ainsi définir récursivement l’ensemble des compositions d’une
suite de CMSC M1 · · ·Mn. Il est bon de remarquer que quelque soit l’ordre
dans lequel on compose, on obtient le même ensemble. Bien qu’il y ait un
ensemble de CMSC compositions de CMSC, la situation est améliorée par la
propriété suivante :

Proposition 16 Soit une suite de CMSC M1, . . . ,Mn. Si il existe un MSC
composition de M1 · · ·Mn, alors il est unique.

Preuve. Supposons que M,N sont deux MSC compositions de M1 · · ·Mn.
En particulier, la projection de M sur un processus p ∈ P est entièrement
définie par la compositions des projection de M1, . . .Mn sur p. Mais cette
composition est unique, puisqu’elle ne fait pas intervenir la fonction de mes-
sage. Ainsi, M et N ont les mêmes projections sur tout processus p ∈ P .
Donc ils sont égaux, d’après la remarque 6 page 51.

2

Un CMSC-graphe est un graphe dont les nœuds sont étiquetés par un
CMSC. Plus formellement,

Définition 34 Un CMSC-graphe est un quintuplet G = (V,→, λ, V0, Vf),
avec

– (V,→) est un graphe.
– λ est une fonction qui à chaque nœud v ∈ V associe un CMSC.
– V0 ⊆ V est l’ensemble des états initiaux.
– Vf ⊆ V est l’ensemble des états finaux.

Définition 35 On note le langage d’un CMSC-graphe G par L(G), c’est à
dire l’ensemble des MSC compositions de λ(v0) · · ·λ(vn) pour v0 . . . vn un
chemin acceptant de G.

Exemple 34 Les CMSC-graphes peuvent exprimer des langages qui ne sont
pas (existentiellement) bornés. Ainsi, ils ne sont pas finiment engendrés. Par
exemple, le CMSC-graphe décrit sur la figure 2.3 page suivante engendre
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1 2 1 2

1 2

M G

Fig. 2.3 – Un CMSC-graphe G.

les MSC Mn où n messages du processus 1 vers 2 croisent n messages du
processus 2 vers 1, pour tout n. Or Mn n’est pas existentiellement n − 1-
borné, donc G n’est pas borné. Les chemins de G qui bouclent un nombre
différent de fois autour des deux nœuds ne peuvent pas être composés en
MSC, parce qu’il n’y a pas le même nombre d’envois et de réceptions.

Nous avons défini un ensemble de représentants L(G) pour un MSC-
graphe G, à savoir l’ensemble des linéarisations qui suivent les nœuds de
G. C’est un ensemble de représentants parce que [L(G)] = Lin(L(G)). Par
construction, L(G) est un langage régulier, mais il est possible que [L(G)]
ne le soit pas. De même, on peut définir L(G) pour un CMSC-graphe G,
en tant que l’ensemble des linéarisations qui suivent les nœuds de G. C’est
à dire x1 · · ·xn ∈ L(G) si il existe un chemin acceptant v0 · · · vm dans G et
une suite d’indices k1 · · · km avec λki

· · ·λki+1−1 est une linéarisation de vi. En
revanche, L(G) n’a pas de raison d’être régulier, puisque il est possible que
des chemins n’aient pas le même nombre d’envois que de réceptions, donc
des chemins de l’automate associé à G ne sont pas forcement étiquetés par
des linéarisations.

2.1.2 Un Modèle Général

Nous montrons ici la puissance d’expressivité des CMSC-graphes. Par
définition, les CMSC-graphes sont plus expressifs que les MSC-graphes. De
plus, nous montrons que nous pouvons transformer explicitement tout CFM
en un CMSC-graphe au pire exponentiellement plus grand (dans le nombre
de processus).
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Proposition 17 [GMP01] Les CMSC-graphes sont plus expressifs que les
CFM et les MSC-graphes.

Preuve. Intuitivement, on construit l’automate des configurations asso-
cié à l’automate communicant, mais sans spécifier les files pour les canaux
de communication, qui sont traitées d’une manière implicite par le CMSC-
graphe. Il ne reste plus qu’à transformer un automate dont les étiquettes
sont sur les transitions à un graphe dont les étiquettes sont sur les nœuds.
Ainsi, l’étiquette d’un nœud du CMSC-graphe correspondra exactement à
l’étiquette d’une transition du CFM, c’est à dire à une action solitaire. On
créé en plus des états initiaux.

Soit A = (Ap, Q0, Qf )p∈P un automate communicant avec Ap = (Qp,→p).
On définit un CMSC-graphe G = (V,→, λ, V0, Vf) avec

– V = (Σ ∪ {ǫ} ×
∏

p∈P (→p) ∪Q0).
– V0 = {ǫ} ×Q0.
– Vf = Σ ×

∏
(qp

f
)∈Qf ,p∈P (qp →p qp

f )

– λ(v) = e si v = (e, T ) pour T ⊆
∏

p∈P (→p) ∪Q0).
– (e, s1, . . . , s℘) → (f, t1, . . . , t℘) pour des transitions s1, t1, . . . s℘, t℘ et

des lettres e, f ∈ Σ si il existe k avec sp = tp pour p 6= k et tk = v
f

−→
k

w, ainsi que sk = u → v ou sk = v.

Supposons que M ∈ L(A) soit un MSC dans le langage du CFM. Alors
il lui correspond une suite de transitions dans A. Cette suite de transitions
correspond exactement à un chemin dans G, donc M ∈ L(G) aussi.

Si M ∈ L(G), alors il existe un chemin dans G qui correspond à une suite
de transitions dans A. Comme M est un MSC, en particulier, tous les canaux
sont vides après avoir lu exactement M . Ainsi, le chemin correspondant dans
A est acceptant, donc M ∈ L(A).

2

Ainsi, les CMSC-graphes ne sont pas finiment engendrés, ni n’ont une
borne sur leur canaux, ni ne sont implémentables (puisque les MSC-graphes
ne sont déjà pas implémentables).

Proposition 18 La recherche de motif et l’égalité sont indécidables pour les
CMSC-graphes.

Preuve. Si la recherche de motif était décidable pour les CMSC-graphes,
alors on pourrait aussi la décider pour les CFM puisqu’on a une construction
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effective d’un CMSC-Graphe à partir d’un CFM.
2

2.2 Borne Existentielle

D’un point de vue expressivité, les CMSC-graphes semblent parfaits. Ce-
pendant, cette expressivité implique également une indécidabilité de toutes
les questions non triviales. On peut toutefois tester si un MSC M est généré
par un CMSC-graphe G, ie si M ∈ L(G). En effet, il suffit de tester si les
étiquettes des chemins de longueur au plus |M | se composent en M , et il y
en a un nombre fini.

Pour résumer, les structures sans restriction sur les canaux (CMSC-graphes
et CFM) sont indécidables. Les structures avec une borne universelle sur les
canaux (CFM) ne sont pas assez expressives, tout comme les structures fini-
ment engendrées (MSC-graphes) qui en plus n’ont pas de réelles contrepartie
en ce qui concerne les machines. Comme suggéré par le schéma 1.12 page 62,
le juste milieu semble être une borne existentielle sur les canaux. On rap-
pelle qu’un MSC est existentiellement b-borné si une de ses linéarisations est
b-bornée. Ainsi, un langage de MSC est existentiellement borné si il existe b
tel que pour tout MSC M du langage, M est existentiellement b-borné.

Définition 36 On appellera par ∃-b-CFM la classe des CFM existentielle-
ment b-bornés, et par ∃-CFM leur union pour tous les entiers b.

Proposition 19 Soit A un CFM, b un entier.
Alors savoir si A ∈ ∃-CFM ou si A ∈ ∃-b-CFM est indécidable.

Preuve. Il est facile d’adapter les preuves d’indécidabilité pour savoir si
un CFM est universellement borné au cas existentiellement borné. De même,
on peut étendre le résultat aux CMSC-graphes. On ne sait rien en revanche
des CFM sans blocage.

2

Avoir des classes sans test effectif d’appartenance n’est pas très encoura-
geant pour la suite. Pourtant, d’autres résultats plus encourageants militent
en faveur de l’utilisation des bornes existentielles.

On rappelle qu’un ensemble de MSC M admet un langage de représen-
tants si il existe un langage de linéarisations K avec L(K) = M, c’est à dire
Lin(M) = [K].

70



CHAPITRE 2. KLEENE-BÜCHI 2.2. BORNE EXISTENTIELLE

Proposition 20 [MM01] Un CFM admet un ensemble régulier de représen-
tants si et seulement si il est existentiellement borné.

Preuve. Si L est un langage de linéarisations reconnu par un automate
B, alors chaque boucle de l’automate est étiquetée par un même nombre
d’envois que de réceptions sur le même canal (p, q), pour tout canal (p, q).
Ainsi, chaque linéarisation reconnue par A est |B|-bornée. SiM ∈ L(A), alors
il existe une linéarisation dans L, donc M est existentiellement |B|-bornée.

Réciproquement, si A est b-borné, alors l’automate fini des comporte-
ments de A avec des canaux b-bornés génère un langage de représentants de
A.

2

Ainsi, une restriction structurelle, qui impliquerait que la classe soit dé-
cidable, assurant la borne existentielle sur les canaux serait souhaitable. Une
restriction simple sur les CMSC-graphes s’assurant de cette propriété est que
les boucles ont le même nombre d’envois que de réceptions sur chaque canal.
Ainsi, comme tout chemin assez long a des boucles, le CMSC-Graphe est
existentiellement borné.

Définition 37 Un CMSC-graphe G est appelé équilibré si tout CMSC éti-
quettant une boucle de G a autant d’envois de p à q que de receptions de p à
q pour tout canal (p, q).

En fait, une classe un peu plus restrictive a été définie dans [GMP01], la
classe des CMSC-graphes sûrs (safe CMSC-Graphs [GKM04], encore appelés
realizable CMSC-graphs [GMP01], ce qui est un très mauvais nom car peut
conduire à une confusion avec l’implémentabilité).

Définition 38 Un CMSC-graphe G est appelé sûr si tout chemin acceptant
de G est composable en un MSC. Entre autres, cela signifie que tous les
chemins acceptants ont un nombre égal d’envois et de réceptions sur chaque
canal.

Ainsi, tout chemin de l’automate associé à un CMSC-graphe sûr G est
étiqueté par une linéarisation. En particulier, L(G) est régulier, même si il
est possible que [L(G)] ne le soit pas.

Exemple 35 Le CMSC-graphe de la figure 2.3 page 68 n’est pas sûr, parce
que si on boucle n fois autour du premier nœuds puis m 6= n fois autour du
second, alors on n’obtient pas un MSC.
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En revanche, tout MSC-graphe est sûr, comme celui de la figure 1.9 page 58.

Proposition 21 Les CMSC-graphes sûrs et équilibrés sont équivalents. Ils
sont inclus dans la classe des CMSC-graphes qui ne génèrent que des MSC
existentiellement b-bornés pour un certain b. De plus ils contiennent la classe
des CFM ∃-bornés.

Preuve. Un CMSC-graphe sûr est équilibré, et un CMSC-graphe équilibré
G est ∃-|G|-borné. En effet, si u ∈ L(G), alors il est composé de boucles, et
d’au plus une fois chaque nœud de G. Chaque boucle ayant une différence
nulle entre le nombre d’envois et de réceptions, chaque préfixe de u n’a jamais
plus de |G| envois solitaires. Ainsi, le langage de représentants L(G) est
universellement |G| borné.

Si G = (V,→, λ, V0, Vf) est équilibré et ∃-b-borné, alors il existe un
CMSC-graphe équivalent H qui est sûr, de taille exponentielle en b. L’en-
semble des nœuds de H est V ×S, où les éléments S ∈ S sont des ensembles
d’au plus b envois solitaires. De plus, λ(v, S) = λ(v) pour S ∈ S. On a
(v, S) →H (v′, S ′) si v →G v′ et si S ′ correspond à S auquel on a retranché
les envois reçus dans λ(v), et auquel on a rajouté les envois solitaires de λ(v′).
De plus, on s’assure que la propriété FIFO soit conservée en demandant que
si v contient un message de p à q, alors p!q /∈ S. Un état (v, S) est final si
v ∈ Vf et S = ∅, ce qui nous assure que H est sûr. Comme G est ∃-b-borné,
L(H) = L(G).

On montrera plus tard que les CMSC-graphes sûrs contiennent les CFM
∃-bornés (voir proposition 26 page 81).

2

Définition 39 Nous notons la borne universelle de L(G) par bG.

De nombreux algorithmes vont dépendre fortement de la borne universelle
de L(G), dont l’existence est assurée par la preuve précédente, qui montre
que bG ≤ |G|. Il est important de constater que dans de nombreux cas, cette
borne est bien plus petite que |G|.

Exemple 36 Le CMSC-graphe composé d’un nœud initial étiqueté par un
envoi du processus 1 au processus 2, d’un nœud final étiqueté par une ré-
ception associée sur le processus 2 depuis le processus 1, avec une transition
du nœud initial au nœud final et deux boucles simples sur chaque nœud n’est
pas équilibré, donc n’est pas sûr. Il est équivalent au CMSC-graphe sûr (donc
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équilibré) composé d’un nœud initial étiqueté par un envoi du processus 1 au
processus 2, d’un nœud final étiqueté par une réception sur le processus 2
depuis le processus 1, et de d’une transition du nœud initial au nœud final,
et vice versa. En effet, le second CMSC-graphe n’a qu’une boucle étiquetée
par un envoi et une réception sur la même boucle, alors que le premier à une
boucle avec un envoi mais pas de réception. En fait, ces deux CMSC-graphes
sont équivalents au MSC-graphe avec un seul nœud initial et final composé
d’un message du processus 1 au processus 2, avec une boucle simple.

La grande nouveauté de ces classes comparées aux CFM existentiellement
bornés, est que non seulement elles sont strictement plus expressives (parce
qu’elles contiennent les MSC-graphes), mais en plus elles sont décidables.

Proposition 22 Savoir si un CMSC-graphe G est sûr ou équilibré est déci-
dable en temps polynomial [GMP01]. En revanche, il est indécidable de savoir
si un CMSC-graphe ne génère que des MSC existentiellement b-bornés.

Preuve. Savoir si un CFM est ∃-borné est indécidable, ce qui s’étend
facilement aux CMSC-graphes.

Tester siG est équilibré revient à rechercher avec l’algorithme de Bellman-
Ford des cycles strictement positifs ou négatifs dans un graphe où le poids
est la différence entre le nombre d’envois et de réceptions sur un canal. On
fait de même pour tout canal. On peut tester de même si le graphe est sûr.

2

La recherche de motifs est décidable pour les CMSC-graphes sûrs (en fait,
tous ceux pour lesquels on dispose d’une borne existentielle).

Proposition 23 Soit M un MSC et G un CMSC-graphe sûr. Savoir s’il
existe deux CMSC S, T avec SMT ∈ L(G) est décidable.

Preuve. On donne ici une idée rapide d’une preuve. On note b = bG.
On peut construire (voir section 4.3.2) un automate A qui reconnaît

toutes les linéarisations b-bornées de MSC qui contiennent M . Il suffit en-
suite de tester si L(G) ∩ L(A) est vide ou non. On rappelle que L(G) est
régulier, donc cette question est décidable. S’il y a une linéarisation dans
L(G) ∩ L(A), il ne fait aucun doute qu’il existe deux CMSC S, T avec
SMT ∈ L(G). Réciproquement, si il existe un MSC SMT ∈ L(G), en parti-
culier il a une linéarisation λ dans L(G), donc λ est b-borné. Ainsi, λ ∈ L(A).

2
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Ainsi, on peut compléter un petit peu notre schéma, en ajoutant un élé-
ment nommé CMSG, pour représenter les CMSC-graphes. On ne représente
pas les CMSC-graphes équilibrés ou ∃-bornés parce que leur expressivité est
la même que celle des CMSC-graphes sûrs, notés safe CMSG. On représente
également par ∃-CFM les CFM existentiellement bornés.

Control

global

local

Channel
Bound

0
FG

FSM

(deadlock-free)

CFM

(deadlock-free)

MSG

CFM

CFM CFM

CMSGCMSG
safe

CFM

Fig. 2.4 – Diagramme avec les CMSC-graphes existentiellement bornés.

2.3 Coopération des Processus

Comme nous l’avons illustré par la restriction de sûreté, on peut facile-
ment restreindre structurellement les CMSC-graphes pour garantir de bonnes
propriétés, contrairement aux CFM où les seules restrictions que l’on connaît,
consistant à borner les canaux ou à s’assurer du non blocage, ne sont pas des
propriétés décidables. Il reste néanmoins un problème majeur, à savoir quelles
restrictions (décidables) peut-on imposer aux CMSC-graphes pour obtenir le
même pouvoir expressif que les CFM. Trouver de telles classes et prouver les
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résultats seraient l’équivalent du théorème de Kleene pour les mots, puisque
les CFM correspondent à un modèle de machines, et les CMSC-graphes aux
rationnels.

Nous allons en fait donner un théorème de Kleene-Büchi pour les CFM
existentiellement-bornés. La raison pour laquelle on a besoin dans notre
preuve d’une borne existentielle est que nous allons nous ramener au cas des
traces pour pouvoir utiliser les théorèmes d’Ochmański [Och85] , de Zielonka
[Zie87] , et de Thomas [Tho90] ou Ebinger-Muscholl [EM93]. Il semble ainsi
assez naturel de définir une restriction sur les processus communicants sur
une boucle [GMSZ02], à l’instar de ce qui a été démontré pour les langages
rationnels de traces.

Définition 40 Soit M un CMSC. On dit que M est connexe si son graphe
de communication est (faiblement) connexe. Le graphe de communication de
M est (P (M),→), où P (M) est l’ensemble des processus ayant une action
dans M et p→ q si M contient un envoi p!q(b) et une réception q?p(a) pour
a, b ∈ C.

Un CMSC-graphe G sera appelé à boucles connexes ( loop-connected ) si
ses boucles (pas forcément simples) sont étiquetées par des CMSC connexes.
Si de plus il est sûr, alors il sera appelé globalement coopératif ( globally-
cooperative).

On peut remarquer que le graphe de communication ne dépend que des
actions d’un MSC, et pas de leur ordre d’apparition. Ainsi, on définit le
graphe de communication d’un sous alphabet de Σ.

Exemple 37 Le MSC-graphe de la figure 1.9 page 58, qui représente le pro-
tocole asynchrone, est à boucles connexes et sûr, donc est globalement coopé-
ratif. En effet, son graphe de communication est 1 → 2, donc est (faiblement)
connexe.

En revanche, le CMSC-graphe de la figure 2.3 page 68 n’est pas à boucles
connexes (ni sûr) parce que les deux boucles ont pour graphe de communica-
tion deux nœuds 1 et 2 déconnectés. Donc il n’est pas globalement coopératif.

On peut tester si un CMSC-graphe est globalement coopératif.

Proposition 24 [MP99] Savoir si un CMSC-graphe G est globalement co-
opératif est co-NP-complet.
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Preuve.
On donne ici un algorithme pour tester si G est globalement coopératif.

On peut tester si un CMSC-graphe est sûr en temps polynomial (voir la
proposition 22 page 73). On devine un sous graphe H de G. On vérifie en
temps polynomial qu’il existe une boucle qui passe au moins une fois par
chaque sommet de H . De plus, on vérifie que le graphe de communication est
déconnecté. On a ainsi un algorithme en co-NP.

On montre maintenant que le problème est co-NP-dur en réduisant le
problème de 3CNF-SAT à notre problème. Soit un formule ϕ = C1∧· · ·∧Cm

avec n variables x1, . . . , xn et Ci = l1i ∨ l2i ∨ l3i . La formule ϕ est satisfiable
si et seulement si il existe une valuation telle que pour tout i ≤ m, les trois
littéraux l1i , l

2
i , l

3
i ne sont pas faux dans la valuation.

On va utiliser 2(n + 1) MSC V0, F0, . . . , Vn, Fn, un par variable (positive
ou négative), plus V0 = F0. Le MSC-graphe G a un nœud NXi par MSC
Xi ∈ {Vi, Fi}, étiqueté par ce MSC, et des transitions depuis chaque NXi à
chaque NXi+1, où NXn+1 = NX0. Ainsi, une boucle simple dans le graphe
G correspond à une valuation pour laquelle xi vrai se traduit par un passage
de la boucle par NVi, et xi faux par un passage de la boucle par NFi. On
pose NVi la concaténation des MSCs LV k

j tels que lkj = xi, et des MSCs
LF k

j tels que lkj = xi. On pose NFi la concaténation des MSCs LV k
j tels que

lkj = xi, et des MSCs LF k
j tels que lkj = xi.

Il y a 2m+2 processus (P 1
i , P

2
i )i≤m, avec P 1

i , P
2
i correspondant à la clause

Ci, plus les processus P0, Pm+1 qui correspondent à V0 = F0.
Le MSC V0 = F0 est constitué de deux actions locales, une sur P0 et l’autre

sur Pm+1. On va définir les LV k
j , LF

k
j tel que P0 et Pm+1 sont connectés si et

seulement si il existe une clause dont les trois littéraux sont faux.
Le MSC LF 1

j est composé d’un message de P0 à P 1
j . Le MSC LF 2

j est
composé d’un message de P 1

j à P 2
j . Le MSC LF 3

j est composé d’un message
de P 2

j à Pm+1. Les MSC LV 1
j et LV 2

j sont vides, et le MSC LV 3
j est composé

d’un message de P0 à P 2
j .

Ainsi, P0 et Pm+1 sont connectés dans une boucle simple ssi il existe une
clause dont les trois littéraux sont faux. De plus, on note que si P0 et Pm+1

sont connectés dans une boucle simple, alors l’alphabet de cette boucle est
connecté : si LF 1

i , LF 3
i ou LV 3

i apparaissent dans la boucle, leurs processus
sont connectés à P0 ou Pm+1. Quant à LF 2

i , ses processus sont connectés dans
chaque boucle à P0 grâce à LV 3

i , si l3i est vrai, ou bien à Pm+1 grâce à LF 3
i ,

si l3i est faux.
Ainsi, on a que ϕ est satisfiable si et seulement si il existe une valuation
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telle que pour tout i ≤ m, les trois littéraux l1i , l
2
i , l

3
i ne sont pas faux dans la

valuation si et seulement si il existe une boucle simple non connectée.

2

2.3.1 L’Alphabet de Kuske

Pour cette section, on fixe un entier b. On va montrer maintenant que les
CMSC-graphes globalement coopératifs sont au moins aussi expressifs que
les CFM, c’est à dire que cette restriction n’est pas trop contraignante.

Pour cela, on va se servir du théorème d’Ochmański, donc on va se rame-
ner au cas des traces. Pour se ramener aux traces, on va d’abord se servir d’un
alphabet défini dans [Kus03] pour une utilisation avec les MSC universelle-
ment bornés. Cependant, on va montrer comment l’utiliser avec un modèle
∃-b-borné. Cet alphabet ne dépend pas des contenus des messages, nous les
ignorerons donc dans la suite. Cette section reprend le travail préliminaire
de [Gen04].

On définit un nouvel alphabet Ω = T ×{0, . . . , b− 1}, avec la relation de
dépendance (e, i)D(f, j) si P (e) = P (f) ou si i = j et {e, f} = {p!q, q?p},
pour tout p, q, i, j. Ainsi, I = Ω2 \ D est symétrique et irréflexive, et donc
(Ω, I) est un alphabet de trace.

On définit ici une injection canonique qui à un mot u sur l’alphabet T
associe un mot ũ sur l’alphabet Ω, en numérotant les événements du même
type modulo b. On a ˜a1 · · ·an = (a1, x1) · · · (an, xn), avec xi = |{j ≤ i | aj =
ai}| (mod b), c’est à dire que modulo b, il y a xi occurrences de la lettre ai

dans le préfixe a1a2 . . . ai. La fonction inverse π(u) consiste à projeter sur la
première composante, c’est à dire π((a1, x1) · · · (an, xn)) = a1 · · ·an. On dira
que u ∈ Ω⋆ est b-borné si π(u) est b-borné. On note L̃ = {ũ | u ∈ L}.

La relation d’indépendance I = Ω2 \D est plus restrictive que la relation
de commutation, c’est à dire que pour tout langage X de linéarisations,
π([X̃]I) ⊆ [X]. Intuitivement, D impose que chaque réception e = q?p arrive
toujours avant l’envoi p!q associé avec la b-ième réception q?p après e.

Lemme 2 Soit une linéarisation u = a1 · · ·an ∈ T ⋆ et ũ = ((a1, x1), . . . ,
(an, xn)). Supposons que (ai, ak) soit un message. Alors, on a (ai, xi) =
(p!q, n), (ak, xk) = (q?p, n) pour un certain n. De plus, a1 · · ·an est b-borné
si et seulement si il n’y a pas de positions i < j < k telles que (ai, ak) soit
un message et (ai, xi) = (aj , xj).

77



2.3. COOPÉRATION CHAPITRE 2. KLEENE-BÜCHI

Preuve. La première propriété découle de la condition FIFO sur les ca-
naux de communication. En ce qui concerne la seconde propriété, supposons
d’abord qu’il existe i < j < k tels que décrit dans le lemme. Quand aj est
envoyé, ai est toujours dans le canal puisque sa réception associée ak n’est
pas encore intervenue. Ainsi, il y a b + 1 messages dans le canal et u n’est
pas b-bornée.

Réciproquement, supposons que a1 · · ·an ne soit pas b-borné, et considé-
rons le plus petit préfixe a1 · · ·ak qui n’est pas b-borné. Alors il existe p, q, n
avec (ak, xk) = (p!q, n) et le dernier envoi (p!q, n) avant (ak, xk) n’est pas
encore reçu. Ainsi, sa réception associée est aj avec j > k.

2

On peut remarquer que si u est b-borné et (ai, ak) est un message, alors il
n’existe pas non plus de i < j < k avec (aj , xj) = (ak, xk). Sinon, prenons al

l’envoi associé avec aj . Alors l < i < j entre en contradiction avec le lemme
ci dessus.

Lemme 3 Si u, v ∈ T ⋆, u est une linéarisation b-bornée, et ũ ∼I ṽ, alors v
est aussi une linéarisation b-bornée.

Preuve. Supposons par l’absurde que ṽ ne soit pas b-bornée. D’après le
lemme 2 page précédente il existe des positions i < j < k telles que (ai, ak)
est un message, et (ai, xi) = (aj , xj). C’est à dire, (aj , xj)D(ak, xk). Ainsi,
dans ũ ∈ [ṽ]I , la position correspondant à (ak, xk) arrive après la position de
(aj, xj), qui est une contradiction puisque u est b-borné.

2

Proposition 25 Si u est une linéarisation b-bornée d’un MSC M , alors
π([ũ]I) est l’ensemble des linéarisations b-bornées Linb(M) de M .

Preuve. D’après le lemme 3, chaque mot de [ũ]I est une linéarisation
b-bornée.

Pour la réciproque, soit u, v deux linéarisations b-bornées du même MSC
M . On veut montrer que ũ ∼I ṽ. Si on fixe un ordre ≺ sur Ω, on peut définir
la forme normale lexicographique s = (s1, x1) · · · (sn, xn) = LNF (ũ), c’est
à dire le plus petit mot pour l’ordre ≺ tel que (s1, x1) · · · (sn, xn) ∼I ũ. De
même, on note t = (t1, y1) · · · (tn, yn) = LNF (ṽ). Ces deux mots s, t sont
b-bornés car I-équivalents à des mots b-bornés (cf ci-dessus). On va montrer
que s = t. Ainsi, on montrera que ũ ∼I s = t ∼I ṽ.
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On sait déjà que π(s) et π(t) sont des linéarisations de M parce que la
relation ∼I est plus restrictive que la relation de commutation d’un MSC.
Supposons par l’absurde que s 6= t. Soit k minimal tel que sk 6= tk. Par
symétrie, on peut supposer que (sk, xk) ≺ (tk, yk) pour l’ordre que l’on a
choisi sur Ω. Soit l > k l’indice minimal tel que tl = sk. Comme π(s) et π(t)
sont des linéarisations de M , on a yl = xk et P (sk) /∈ P (tk · · · tl−1). Comme
t est en LNF, forcément on doit avoir un k ≤ m < l avec (tm, ym)D(sk, xk).
Comme P (tm) 6= P (sk), c’est que xk = ym, tm = p!q et sk = q?p ou l’inverse.

Dans le cas sk = q?p, on regarde dans s l’envoi si associé à sk, i < k,
donc ti = si. Ainsi ti est l’envoi associé à tl, et tm est une autre réception sur
le même canal avec i < m < l et yi = ym = yl.

Dans le cas où tm = q?p, on regarde dans t l’envoi ti associé à tm. Comme
(ti, yi) = (sk, xk)D(sk, xk), on a i < k, donc ti = si . On pose sj l’événement
qui correspond dans s à tm. Ainsi j > k > i et xi = xk = ym = xj , et sj est
la réception associé à si.

D’après le lemme 2 page 77, cela signifie que t n’est pas b-bornée, contra-
diction. Donc ũ ∼I ṽ, et on a bien toutes les linéarisations b-bornées dans
π([X̃]I).

2

Corollaire 1 Si L(X) est un langage ∀-b-borné, alors π([X̃]I) = [X] =
Lin(L(X)) est l’ensemble de toutes les linéarisations de L(X).

Corollaire 2 Si M est un MSC ∃-b-borné, alors on peut lui associer la trace
tr(M) sur (Ω, I) composée de ses linéarisations b-bornées.

Le lemme 2 page 77 se reformule en une réception r associée à un envoi
e = (q?p, n) est le premier événement (q?p, n) après e pour ≤I . Pour un
ensemble M de MSC ∃-b-bornés, on a

⋃
M∈M π(tr(M)) = Linb(M). On

note le pomset associé à la trace tr(M) par (E,<I , λ̃), où E est l’ensemble
des évènements de M . En fait, la relation <I est la clôture transitive de
m ∪ (<p)p∈P ∪ rev, où

rev(r) = s′ ssi m(s) = r, λ(s) = λ(s′), et

|{x ∈ E | s <p x ≤p s
′, λ(s) = λ(x)}| = b

C’est à dire que rev associe une réception r où r = m(s) avec l’envoi s′ qui
est le premier événement avec λ̃(s′) = λ̃(s) et s < s′ (si un tel événement
existe).
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Lemme 4 Un MSC M est ∃-b-borné si et seulement si la relation ≺B=
m ∪ (<p)p∈cP ∪ rev est acyclique.

Exemple 38 Prenons par exemple le MSC de la figure 1.7 page 48. Il est
existentiellement 1-borné. Il est donc aussi existentiellement 2-borné. Son
alphabet est {a, b}, où a désigne un envoi de 1 vers 2 et b la réception associée.
L’alphabet de Kuske pour b = 2 est composé de deux copies de {a, b}, une
noire et une rouge. Ainsi, les premiers et troisième a et b sont noirs, alors que
les seconds a et b sont rouges. La relation message et les relations d’ordre sur
les processus 1 et 2 sont préservées. De plus, il apparaît une causalité entre
la première réception b et le troisième envoi a, qui est la causalité rev. Le
pomset associé avec cette trace est décrit dans la figure 2.5.

a

a
m

sg

re
v

1

1

a b

b

2

2

b

<

< <

<

Fig. 2.5 – Exemple de pomset associé à l’alphabet de Kuske.

Prenant un CFM ∃-b-borné A, on calcule l’automate B des comporte-
ments avec des canaux b-bornés. On se souvient dans les états de l’automate
du nombre modulo b de messages envoyés et reçus par canaux. Cet automate
est de taille O(b|A|)℘. On peut enlever les états qui ne correspondent pas à
une linéarisation, c’est à dire que tous les chemins de cet automate seront des
MSC (il était possible que ça ne soit pas le cas si le CFM a des blocages). Cet
automate est clos par I-commutation d’après la proposition 25 page 78. On
applique la construction de la proposition 9 page 38, qui donne un automate
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à boucles I-connexes C, exponentiel en la taille de l’alphabet. On interprète
cet automate en tant qu’un CMSC-graphe à boucles I-connexes G équivalent
au CFM de départ. Ainsi, G est à boucles I-connexes et ∃-borné. Comme
l’automate ne génère que des linéarisations, G est sûr. Il suffit d’observer
que I est plus restrictif que la relation de commutation. Ainsi, en projetant
G sur l’alphabet T , on obtient un CMSC-graphe à boucles connexes et sûr,
c’est à dire globalement coopératif, et équivalent au CFM de départ. On peut
formuler cette construction en le théorème suivant :

Proposition 26 Les CFM existentiellement bornés sont inclus dans les
CMSC-graphes globalement coopératifs.

Si de plus on a une borne existentielle b sur le CFM A, alors on peut
construire un CMSC-graphe globalement coopératif de taille O((b℘2)!(bA)℘),
c’est à dire exponentielle en b et en ℘.

Ainsi, les linéarisations b-bornées sont un outil puissant quand on consi-
dère des structures existentiellement b-bornées. On notera Linb(G) l’ensemble
des linéarisations b-bornées d’un CMSC-graphe G. S’il est existentiellement
b-borné, alors Linb(G) est un ensemble de représentants de G, c’est à dire
[Linb(G)] = Lin(L(G)) par définition d’une borne existentielle.

Prenant deux CMSC-graphes G,H , alors L(G) = L(H) si et seulement
si Lin(L(G)) = Lin(L(H)). Si de plus G,H sont existentiellement b-bornés,
alors Lin(L(G)) = Lin(L(H)) si et seulement si Linb(G) = Linb(H).

Pour résoudre l’égalité de deux CMSC-graphes équilibrés, on peut donc
se servir de LinbG(G). Rappelons que bG est la borne universelle de L(G),
voir la définition 39 page 72.

Proposition 27 Si G est un CMSC-graphe globalement coopératif, alors
pour tout b ≥ bG, Linb(G) est effectivement régulier, reconnu par un au-
tomate de taille |G|O(b2℘4|G|), .

Preuve. Une fois encore, on va se servir de l’alphabet de Kuske (voir
section précédente) et du théorème d’Ochmański. On rappelle que Ω = T ×
{0, . . . , b−1}, avec la relation de dépendance (e, i)D(f, j) si P (e) = P (f) ou
si i = j et e = p!q(a), f = q?p(b), pour tout p, q, a, b, i, j.

On rappelle aussi qu’on peut interpréter G comme un automate A sur
l’alphabet T . Alors A reconnaît L(A) = L(G), qui est un ensemble de re-
présentants de Lin(L(G)) = [L(G)]. On peut le grossir pour qu’il travaille
sur l’alphabet Ω, obtenant un automate B de taille |G|b2℘2

, qui reconnaît
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L̃(G). On peut ainsi invoquer le théorème d’Ochmański, et plus précisément
la proposition 7 page 35.

Soit une suite de mots non vides x1y1 · · ·xkyk étiquetant un chemin de B
avec ∀i < j, xiIyj. Il faut donc montrer l’hypothèse de la proposition 7 page 35
qui est k < N , pour un certain N indépendant du chemin. On va montrer
que N = ℘|G|(1 + ℘b) convient. Tout chemin xi, yj de B correspond à un
chemin π(xi), π(yj) de G. Supposons par l’absurde que l’on a un ensemble
J de ℘2b+ ℘ indices i tels que tous les π(xi) commencent par le même état
s de G. Ainsi, les chemins π(xj) · · ·π(yj′−1) sont des boucles autour de s,
pour j, j′ des indices consécutifs dans J . Il y a au plus ℘ telles boucles où
π(xj) · · ·π(xj′−1) et π(yj) · · ·π(yj′−1) ont un processus en commun, puisque
xiIyj pour i < j ( le même processus ne peut être partagé par deux boucles).
Comme chaque boucle de G est connexe, soit un processus est partagé, soit
il y a un p!q dans un des xi et un p?q dans un des yj (ou l’inverse). Comme
il y a au moins ℘2b boucles de ce second type, il y a au moins b envois sur
le même canal {p, q}, c’est à dire tous les types possible pour ce canal. Donc
il y a un envoi s dans un xi et une réception r dans un yj, i < j avec sDr,
contradiction.

Le propriété 7 page 35 donne un automate simplement exponentiel, de

taille O((22b℘2

b2℘2

|G|)℘|G|(1+℘b)). Cet automate reconnaît [L̃(G)]I . Projetant
cet automate sur sa première composante, on obtient un automate de même

taille qui reconnaît π([L̃(G)]I) = Linb(L(G)) d’après la proposition 25 page 78.

2

Ainsi, on peut décider de l’égalité de deux CMSC-graphes globalement
coopératifs. La complexité est EXPSPACE-complète, voir plus loin le théo-
rème 10 page 125.

2.3.2 CMSC-Graphes Réguliers

Nous avons ainsi déjà une inclusion pour un théorème de Kleene assez
général concernant les automates communicants. Quid de la réciproque ? Re-
prenons tout d’abord les langages de MSC réguliers.

Les CMSC-graphes globalement coopératifs sont plus généraux que les
langages de MSC réguliers. Par exemple, le protocole asynchrone (voir fi-
gure 1.9 page 58 a un ensemble de linéarisations qui n’est pas un langage
régulier (c’est un langage de Dyck). En fait, le problème provient du fait que
les CMSC-graphes globalement coopératifs sont en général existentiellement
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bornés, alors que les langages réguliers sont universellement bornés.
Avec la proposition 26 page 81, on sait déjà que les CFM universelle-

ment bornés sont inclus dans les CMSC-graphes globalement coopératifs et
universellement bornés. Ainsi, on peut étendre [HMNK+04] à

Proposition 28 Soit un langage M de MSC universellement bornés. Alors
les propositions suivantes sont équivalentes :

– M est régulier.
– M est le langage d’un CFM.
– M est le langage d’une formule MSO.
– M est le langage d’un CMSC-graphe globalement coopératif.

Preuve. On a applique le théorème 4 page 54 de [HMNK+04] pour avoir
l’équivalence des trois premières classes. La proposition 27 page 81 montre
que le langage d’un CMSC-graphe globalement coopératif et universellement
borné est régulier, puisque Linb(G) représente tout Lin(L(G)). La proposi-
tion 26 page 81 montre que les CFM universellement bornés sont transfor-
mables en un CMSC-graphe globalement coopératif.

2

Ainsi, on appellera réguliers les CMSC-graphes globalement coopératifs
et universellement-bornés.

Historiquement, une restriction syntaxique a été définie par [MP99], [AY99]
pour obtenir des MSC-graphes réguliers. Elle correspond à la proposition sui-
vante :

Proposition 29 G est un CMSC-graphe globalement coopératif et universel-
lement borné si et seulement si le graphe de communication de chaque boucle
de G est fortement connexe.

Exemple 39 Par exemple, le CMSC-graphe asynchrone (figure 1.9 page 58)
n’est pas régulier parce que son graphe de communication est 1 → 2 non
fortement connexe. Pour qu’il soit fortement connexe, il faudrait qu’il y ait
une communication de 2 → 1. Ainsi, la figure 39 page suivante présente un
CMSC-graphe régulier.

Pour la régularité, il faut que chaque émission soit acquittée après un
nombre borné de messages. Ainsi, tout protocole sans acquittement (pour
raison de performance ou parce que certaines liaisons sont unidirectionnelles,
comme par exemple avec un satellite) ne pourra pas être régulier. Cela est
très restrictif.
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1 2

Fig. 2.6 – Un MSC-graphe régulier.

2.4 Extension du théorème de Kleene-Büchi

On va maintenant essayer d’étendre ce théorème au cas où il existe non
plus une borne universelle mais une borne existentielle.

Supposons qu’on dispose d’une borne b pour toute la suite de la section.
On va montrer le théorème suivant :

Théorème 5 Soit un langage M de MSC. Alors les propositions suivantes
sont équivalentes :

1. ∃b tel que Linb(M) est un ensemble régulier de représentants.

2. M est le langage d’un CFM et < cM est ∃-borné.

3. M est le langage d’un CMSC-graphe globalement coopératif.

4. M est le langage d’une formule MSO et < cM est ∃-borné.

On va montrer le théorème 5 par une suite de lemmes et de proposi-
tions. On a déjà que 2 implique 3 en appliquant la proposition 26 page 81.
On peut rappeler aussi que l’on sait que 3 implique 1 en appliquant la pro-
position 27 page 81. L’implication 2 vers 4 est standard et facile (voir par
exemple [BL04]). On va montrer par la suite que 4 implique 1, puis enfin que
1 implique 2. Cette section s’appuie sur le travail accompli dans [GKM04]

2.4.1 De MSO à un ensemble régulier de représentants

On pose (Ω, I) pour l’alphabet de traces de Kuske.
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Nous montrons maintenant comment construire un automate reconnais-
sant Linb(L(ϕ)) à partir d’une formule MSO ϕ. Cette propriété montre que
4 implique 1. Ce type de construction a déjà été utilisé par [MM01], pour
faire du model-checking d’un CMSC-graphe sûr contre une formule MSO,
mais avec une preuve différente. Ici, nous nous servons de la théorie des
traces de Mazurkiewicz, et plus particulièrement d’un résultat permettant
de traduire une formule MSO sur les traces en une formule MSO sur les mots
[EM93, Tho90].

Proposition 30 Soit ϕ une formule MSO sur les MSC. Alors Linb(L(ϕ))
est régulier.

Preuve. On rappelle qu’à un MSC M existentiellement-b-borné, on as-
socie la trace tr(M) = [u]I sur l’alphabet (Ω, I) où u est une linéarisation
b-bornée de M . La trace tr(M) ne dépend pas de la linéarisation b-bornée
choisie. On note <I l’ordre sous jacent de tr(M).

Comme l’ordre visuel ≤ d’un MSC est la clôture transitive dem∪
⋃

p∈P <p,
on peut supposer sans restriction que ϕ utilise uniquement la relation de mes-
sage msg et l’ordre sur les processus <p, p ∈ P.

A la formule MSO ϕ sur les MSC, on associe une formule ϕ̃ sur les traces
de (Ω, I) comme suit. Chaque symbole va(x) est remplacé par

∨
n∈{0,...,b−1}

v(a,n)(x).

Chaque symbole msg(x, y) est remplacé par x ≤I y
∧

∨
a=p!q,b=q?p,0≤n<B

v(a,n)(x) ∧ v(b,n)(y) ∧ ∀z : (v(b,n)(z) ∧ x ≤I z) → y ≤I z.

Cette formule exprime que pour x étiqueté par (p!q, n), le nœud y est le plus
petit étiqueté par (q?p, n) avec x ≤I y.

Enfin, nous définissons la formule ϕ̂ en tant que la conjonction de ϕ̃ avec
une formule exprimant que la trace sur (Ω, I) est associée avec un MSC ∃-b-
borné. Il suffit de vérifier que pour tout nœud étiqueté (a, n), le nœud suivant
étiqueté par (a,m) satisfait m = n + 1 (mod b), et que la relation msg est
une bijection.

Ainsi, L(ϕ̂) est un ensemble régulier de traces. D’après [EM93], nous

avons que L =
⋃

tr(M)|=ϕ̂ Lin(tr(M)) = ˜Linb(L(ϕ)) est un ensemble régulier

de mots. Sa projection π(L) = Linb(L(ϕ)) également.

2
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2.4.2 Théorème de Zielonka

On arrive à la partie où l’on veut distribuer les choix pour avoir un CFM.
La preuve utilise d’une manière cruciale les applications asynchrones, et le
théorème de Zielonka [Zie87].

On rappelle rapidement ces deux notions (voir également [CMZ89, DR95,
DM95]). On note pour une trace u ∈ M(Σ, I) et un ensemble de lettres A ∈ Σ
par u ↓A la plus grande trace préfixe de u qui a ses maximaux étiquetés par
des lettres inclues dans A. Par exemple, u ↓a est le plus grand préfixe de
u qui a un unique maximum étiqueté par a. Soit un ensemble fini K et un
alphabet d’indépendance (Σ, I). Une application asynchrone µ de M(Σ, I)
dans K est une application qui vérifie les propriétés suivantes :

– S’il existe une unique maximum z pour deux traces uz, vz avec µ(u) =
µ(v), alors µ(uz) = µ(vz).

– Soit u, v des traces et A,B ⊆ Σ. Si µ(u ↓A) = µ(v ↓A) et µ(u ↓B) =
µ(v ↓B), alors µ(u ↓A∪B) = µ(v ↓A∪B)

Cela signifie que l’image par une application asynchrone d’une trace u est
définie de manière unique par l’image de ses éléments maximaux. C’est à dire
les images des traces (u ↓a)a∈A définissent l’image de u, où A est l’ensemble
des lettres maximales de u,

Ainsi, pour une application asynchrone µ sur (Ω, I), on notera par ν :
(Ω ×K ×K) → K une fonction qui prend en entrée (e, µ(u ↓f), µ(u ↓g)) et
renvoie µ(u), pour e l’étiquette de l’unique maximum de u, et {f, g} contenant
l’ensemble des étiquettes des prédécesseurs directes de e. Si e = (p!q, n), f
est l’événement qui précède e sur p, et g = (p?q, n)). On a alors ν(e, µ(u ↓f

), µ(u ↓g)) = µ(u). Si e = (q?p, n), f est l’événement qui précède e sur q, et
g = (p!q, n)). On a alors ν(e, µ(u ↓f), µ(u ↓g)) = µ(u).

On dit qu’un langage de traces L est reconnu par une application asyn-
chrone µ s’il existe un sous-ensemble Acc ⊆ K avec L = µ−1(Acc). En
fait, les applications asynchrones étendent les morphismes. Comme il suffit
d’avoir les valeurs pour les éléments maximaux d’une trace pour avoir les
valeurs pour la trace, une mémoire finie (nombre de lettres de l’alphabet Σ)
suffit pour calculer la valeur, donc savoir si une trace est reconnue ou non. Les
traces reconnaissables par application asynchrone sont des langages réguliers
de traces. Le théorème de Zielonka nous donne la réciproque.

Théorème 6 [Zie87] Un langage de traces est reconnu par application asyn-
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chrone si et seulement s’il est régulier 1.

2.4.3 Un CFM proche d’une application asynchrone

Nous sommes maintenant armés pour prouver que 1 implique 2.
On montre tout d’abord qu’une application asynchrone sur (Ω, I) peut

être simulée par un CFM, tel que la simulation est correcte pour les MSC
∃-b-bornés. On rappelle que (Ω, I) est l’alphabet de traces de Kuske.

Chaque processeur p se souvient dans sa mémoire mem de la valeur as-
sociée au dernier événement de chaque Ωp-type (c’est à dire aux b derniers
événements de chaque Tp-type). Une application asynchrone µ étiquette les
événements de la trace par une valeur de K. Quand p envoie un message,
il joint en donnée de contrôle la valeur par laquelle µ étiquette l’envoi, afin
que la réception obtienne cette valeur. Le seul problème est que un envoi s
doit aussi connaître la valeur de la réception r avec s = rev(r). A la place,
s devine la valeur et la joint en donnée de contrôle. Cette valeur sera alors
vérifiée par le processus auquel le message est destiné, qui connaît la valeur
correcte grâce à sa mémoire locale mem. Pour formaliser ceci, on introduit
la notion de bon étiquetage.

Exemple 40 Reprenons l’exemple de la figure 2.5 page 80. Les trois événe-
ments a sont étiquetés par une application asynchrone avec k1, k3, k5, et les
trois événements b par k2, k4, k6 (voir figure 40 page suivante). L’étiquette
k1 est donnée par l’état initial, donc le CFM la connaît. Il envoie k1 avec
le message, tel que le premier b reçoit la valeur k1, et peut ainsi calculer sa
valeur k2. On fait de même pour k3 et k4, qui se servent des valeurs k1 et k2

déjà calculées. Enfin, quand k5 doit être calculé, le troisième a doit connaître
la valeur k2. Comme il ne peux pas le faire, il va la deviner, calculer son
hypothétique k5, et envoyer k5 avec la valeur guess devinée au troisième b.
Celui ci étant sur le même processus que le premier b, il peut vérifier si la
valeur devinée est la bonne, auquel cas il ne bloque pas et peut utiliser k5 pour
calculer k6, sans danger.

Soit K un ensemble fini, M un MSC avec ensemble d’événements E, et
update : Ω × K × K → 2K une application. Pour un événement t ∈ E, on
note par t− le prédécesseur de t sur le même processus. Si t est le premier

1En fait, le théorème de Zielonka dit surtout que les langages de traces sont exactement
les langages d’automates asynchrones déterministes, que nous n’avons pas définis ici.
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Fig. 2.7 – Simulation d’une application asynchrone par un CFM.

événement sur le processus p, alors on note t− = ǫp. On étend l’ordre <p à
ǫp <p e pour tout e ∈ Ep. Rappelons que rev associe une réception r avec
r = m(s) à l’envoi s′, qui est le premier événement du même Ω-type que s
après s (si il existe). Si il existe s avec λ(s) = p!q et qu’il n’y a pas de r avec
rev(r) = s, alors on écrit rev(ǫq) = s.

On dit que γ : E → K est un bon étiquetage de M par rapport à l’appli-
cation update et aux valeurs initiales (kp)p∈P si γ(ǫp) = kp pour tout p ∈ P,
et t ∈ E

– Si m(s) = t, alors γ(t) ∈ update(λ̃(t), γ(t−), γ(s)),
– Si rev(r) = t, alors γ(t) ∈ update(λ̃(t), γ(t−), γ(r)).

On construit maintenant un CFM A qui devine un étiquetage, et accepte
si et seulement si cet étiquetage est bon par rapport à update et (kp)p∈P .
Les données de contrôle sont des éléments de K × K, et l’ensemble Sp des
états de Ap est Sp = (Ωp ⊎ {ǫp}) × KΩp × {0, . . . , b − 1}Tp. Un état local
(e,mem, cnt) ∈ Sp signifie que :

– e est le Ω-type du dernier événement sur le processus p,
– mem associe à chaque Ωp-type l’étiquetage par K de la dernière lettre

étiquetée par ce type.
– cnt compte le nombre d’occurrences modulo b de chaque Tp-type.

L’état initial du processus p est s0
p = (ǫ, (k0

a)a∈Ωp
, 0), où 0 est la fonction nulle

partout.
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Nous définissons ensuite la relation de transition : pour deux états (e,mem, cnt)

et (e′,mem′, cnt′) de Sp, a ∈ Tp, et m ∈ K × K, on a (e,mem, cnt)
a,m
−→

(e′,mem′, cnt′) si

(a) cnt′(a) = cnt(a) + 1 (mod b), et cnt′(b) = cnt(b) pour tout b 6= a,

(b) e′ = (a, cnt′(a)),

(c) mem′(f) = mem(f) pour tout f 6= e′,

(d) m = (val, guess) avec
– Si a = p!q, mem′(e′) ∈ update(e,mem(e), guess) et val = mem′(e′).
– Si a = p?q, mem′(e′) ∈ update(e,mem(e), val) et guess = mem(e′).

Informellement, quand un processus envoie un message, il devine une va-
leur guess qui doit correspondre à la valeur de l’événement prédécesseur pour
rev, calcule mem′(e′) = update(a,mem(e), guess) et joint (mem′(e′), guess) en
tant que donnée de contrôle. Un processus qui reçoit un message (val, guess)
vérifie tout d’abord que guess = mem(e′), sinon il bloque. Ensuite, il calcule
mem′(e′) = update(a,mem(e), val). Ainsi, chaque réception vérifie que la va-
leur guess reçue correspond à la valeur mem(e′) de la b-ième réception du
même T -type avant lui, c’est à dire la réception immédiatement précédente
du même Ω-type e′.

Proposition 31 Soit ρ une exécution du CFM A étiquetée par une linéa-
risation a1 · · ·an d’un MSC M qui a pour ensemble d’événements E. Pour
tout t ∈ E, on pose γ(t) = mem(e) pour (e,mem, cnt) l’état atteint par ρ
après a1 · · ·ai, où la lettre ai de la linéarisation correspond à l’événement t
du MSC. Alors γ est un bon étiquetage par rapport à update et à (kp)p∈P .

Preuve. Soit (s, r) ∈ E × E un message dans M . Comme ρ est une

exécution, on a (es,mems, cnts)
as,(val,guess)

−→ (e′s,mem′
s, cnt′s) avec as = λ(s)

et (er,memr, cntr)
ar ,(val,guess)

−→ (e′r,mem′
r, cnt′r) et ar = λ(r). Soit s−, r− les

prédécesseurs immédiats de s et r. Soit t ∈ E tel que rev(t) = s.
On a guess = memr(e

′
r) = γ(t) par définition de rev. Donc γ(s) =

mem′
s(e

′
s) ∈ update(as, γ(s

−), γ(t)) par définition de la fonction de transi-
tion. De plus, val = γ(s), donc γ(r) = mem′

r(e
′
r) ∈ update(ar, γ(r

−), γ(s))
par définition de la fonction de transition. Ainsi, γ est un bon étiquetage.

2

Par analogie avec un CFM, si update(x, k1, k2) = ∅, alors on dira que
update bloque. Remarquons que pour tout MSC M ∃-b-borné, il n’y a pas
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de cycle dans la clôture transitive de m ∪ rev ∪ (<a)a∈T , donc M admet un
bon étiquetage à condition que update ne bloque jamais. Ainsi, il existe un
chemin acceptant ρ du CFM (qui représente un étiquetage) de A, acceptant
M . Cependant, A peut aussi accepter des MSC non ∃-b-bornés.

Soit M un ensemble de MSC ∃-b-bornés avec Linb(M) régulier. Puisque
˜Linb(M) est un ensemble régulier de traces pour (Ω, I), on peut appliquer

[Zie87] et obtenir une application asynchrone et un ensemble d’acceptation
(µ,Acc) reconnaissant Linb(M).

Rappelons que pour une application asynchrone µ sur (Ω, I), il existe
ν : (Ω×K ×K) → K une fonction qui prend en entrée (e, µ(u ↓f), µ(u ↓g)),
telle que si e est l’étiquette de l’unique maximum de u, et {f, g} contient
l’ensemble des étiquettes des prédécesseurs directs de e, alors ν(e, µ(u ↓f

), µ(u ↓g)) = µ(u).
Soit A le CFM associé à ν et aux valeurs (k0

f)f∈Ω. De plus, on définit les
états finaux du CFM par (ep,memp, cntp)p∈P tels que (memp(ep))p∈P ∈ Acc.
Alors on a L(A) ∩ MSCb = M. Remarquons qu’il est possible que A génère
aussi des MSC non ∃-b-bornés, et donc pas dans M.

Proposition 32 Soit M un ensemble de MSC avec Linb(M) un ensemble
régulier de représentants de M. Il existe un CFM A avec L(A)∩MSCb = M.

Si A′′ est le produit de A avec le CFM A′ qui accepte MSCb, on aura
bien L(A′′) = M. La suite va expliquer comment obtenir un tel CFM A′ qui
accepte MSCb.

2.4.4 Les τ -Cycles

Soit M = (E, λ,m, (<p)p∈P) un MSC, e, f ∈ E et a ∈ Tp. On définit
l’ordre de type e ⋖a f si et seulement e <p f , λ(f) = a et pour tout g avec
e <p g <p f , on a λ(g) 6= a. C’est à dire que l’on a e ⋖a f quand f est le
premier événement après e, sur le même processus p que e, et tel que f soit
du type a ∈ Tp.

On utilise un ensemble de fonctions partielles Act : E → E sur l’ensemble
E des événements d’un MSC, Act = {δa | a ∈ T ⊎ {rev,msg}} sur E.
Pour (e, f) un message, on définit δmsg(e) = f . Pour rev(f) = e, on définit
δrev(f) = e. Pour e ⋖a f ∈ Ep, on définit δa(e) = f . Sinon, on dit que
δa ∈ Act n’est pas défini pour e. Par induction, on définit δσσ′ = δσ′ ◦ δσ pour
σ, σ′ ∈ (T ⊎ {rev,msg})⋆. Pour le mot vide, on prend δǫ(e) = e pour tout
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e. Soit τ = a1 · · ·ak. On appelle une suite e1 · · · ek+1 ∈ E⋆ un τ -chemin si
δai

(ei) = ei+1 pour tout i. Si ek+1 = e1, alors le chemin est appelé un τ -cycle.

Lemme 5 Soit σ ∈ (T ⊎{rev,msg})⋆ et e′ ≤ e avec λ(e) = λ(e′). Supposons
que δσ(e) soit défini. Alors δτ (e

′) est également défini, λ(δτ (e
′)) = λ(δτ (e))

et δτ (e
′) ≤ δτ (e) pour tout préfixe τ de σ.

Preuve. On montre la propriété par induction sur la longueur de τ .
L’initialisation τ = ǫ est triviale. Soit τ = aτ ′ avec a ∈ T ⊎ {rev,msg}.

Si a = msg, comme δa(e) est défini, on sait que e est un envoi. Comme
λ(e) = λ(e′), e′ est aussi un envoi. Puisque M est un MSC, il existe r ∈ E avec
msg(e) = r. Donc δmsg(e

′) ≤ r est défini. Avec FIFO, on a δmsg(e
′) ≤ δmsg(e).

Si a = rev, comme δa(e) est défini, e est une réception, et il y a b − 1
réceptions après e du même type, tel que l’envoi s associé avec la (b− 1)ème
réception après e est δrev(e) = s. Comme e′ ≤ e est aussi une réception du
même type, il existe au moins b − 1 réceptions après e′. A cause de FIFO,
δrev(e

′) ≤ δrev(e).

Si a ∈ T , comme δa(e) est défini, il y a un événement de type a après e.
Comme e′ ≤ e, il y a aussi un événement de type a après e′, et δa(e

′) ≤ δa(e).

On peut ainsi appliquer l’hypothèse d’induction à τ ′, puisque δτ ′ est défini
pour δa(e), λ(δτ ′(e′)) = λ(δτ ′(e)) et δa(e

′) ≤ δa(e).

2

Soit R = m ∪ (⋖a)a∈T ∪ rev. D’après le lemme 4 page 80, il suffit
que la relation R associée à un MSC M soit acyclique pour que M soit
existentiellement b-borné. Le lemme suivant montre que il suffit de tester les
τ -chemins avec τ borné par une certaine constante pour savoir si il y a un
cycle dans R.

Lemme 6 Soit M un MSC avec un ensemble d’élément E, et R = m ∪
(⋖a)a∈T ∪ rev. Si il y a un cycle dans (E,R), alors il y a un cycle d’au plus
2℘2 événements.

Preuve. Considérons un cycle de longueur minimale. Soit n sa longueur.

Par l’absurde, supposons que nous avons λ(e1) = λ(e2) pour deux événe-
ments e1, e2 dans le cycle. On peut supposer par symétrie que e2 < e1 dans
le MSC. Le cycle nous donne un τ -chemin avec |τ | < n et δτ (e1) = e2. En
utilisant le lemme 5, on a e3 = δτ (e2) ≤ e2 avec λ(e3) = λ(e2). Si e3 < e2, on
peut itérer le procédé pour obtenir e4, . . .. Comme E est fini, la suite ne peut
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pas être infinie, et on va obtenir ei+1 = ei pour un certain i. C’est à dire qu’on
a un cycle dans (E,R) de taille strictement inférieure à n, contradiction.

2

Soit x ∈ T et τ ∈ (T ⊎{rev,msg})k. Un (τ, x)-paquet est un sous ensemble
d’événements T dans {e ∈ E | λ(e) = x}, maximal tel que δτ (e) = δτ (e

′)
pour tout e, e′ ∈ T .

La proposition suivante montre qu’il suffit de tester le dernier événement
de chaque (τ, x)-paquet pour savoir si il y a un τ -cycle.

Proposition 33 Soit M un MSC avec un ensemble d’événements E, x ∈ Tp,
et τ ∈ (T ⊎ {rev,msg})k.

Alors il existe e ∈ E avec λ(e) = x et δτ (e) = e si et seulement si il
existe un événement f qui est le dernier événement d’un (τ, x)-paquet, tel
que δτ (f) ≤p f .

Preuve. Si il existe e ∈ E avec λ(e) = x ∈ Tp et δτ (e) = e, alors on choisit
f le dernier événement du (τ, x)-paquet contenant e.

Réciproquement, supposons qu’il existe f ∈ E avec λ(f) = x et e1 =
δτ (f) ≤p f . Alors on définit une suite (ei)i≥1 d’événements sur p avec ei+1 =
δτ (ei) ≤p ei, en utilisant le lemme 5 page précédente. Puisque la séquence
ne peut pas être strictement décroissante par finitude de E, on a ei = δτ (ei)
pour un certain i.

2

Nous montrons qu’il existe une borne sur le nombre de paquets en transit
dans un MSC ∃-b-borné. C’est la raison pour laquelle nous avons introduit
les paquets, puisque cette propriété est fausse sur les τ -chemins. Plus préci-
sément, on ne peut pas garder en mémoire finie tous les τ -chemins en transit,
mais on peut le faire pour les (τ, x)-paquets, pour tout x ∈ Σ.

Lemme 7 Soit M un MSC, k > 0, et τ ∈ (T ⊎{rev,msg})k. Supposons que
e0 <p · · · <p ekb soient des événements de M avec λ(ei) = λ(ej) pour tout
i, j ≤ kb, que pour tout i, δτ (ei) ∈ Ep est défini,et que δτ (ei) <p δτ (ej) pour
tout i < j.

Si ekb <p δτ (e0), alors M n’est pas ∃-b-borné.

Preuve. On montre d’abord par induction sur la taille k ≥ 0 de τ que
pour tout i ≤ (k − 1)b, si e0 <p · · · <p ekb et δτ (e0) <q · · · <q δτ (ekb), alors
il existe τ ′ ∈ (T ⊎ {rev,msg})∗ avec δτ ′(δτ (ei)) ≤ ei+kb. L’initialisation k = 0
est triviale en choisissant τ ′ = τ = ǫ.
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Soit τa ∈ (T ⊎ {rev,msg})⋆ avec |τ | = k ≥ 1, et e′i = δτ (ei), e
′′
i = δ a(e

′
i)

pour tout i. Soit i ≤ kb. Comme e′′i < e′′i+j , on a e′i < e′i+j pour j ≤ b.
L’hypothèse de récurrence nous donne un τ ′ tel que δτ ′(e′i+b) ≤ ei+b+b(k−1) =
ei+bk.

Nous prouvons maintenant qu’il existe a′ ∈ (T ⊎ {rev,msg}) tel que
δa′(e′′i ) ≤q e′i+B. Cela finira l’induction puisque δa′ τ ′(e′′i ) ≤ ei+(k+1)B, avec
le lemme 5 page 91.

Supposons que a = msg. Alors, on pose a′ = rev. On a msg(e′i+j) = e′′i+j

pour tout j ≤ b. Par définition de rev, δa′(e′′i ) ≤q e
′
i+b.

Supposons que a = rev. Alors on pose a′ = msg. Soit r = msg(e′′i ). Alors
on a de même δa′(e′′i ) = r ≤q e

′
i+b.

Supposons enfin que a ∈ T . Alors on pose a′ = λ(e′i). Comme e′′i <q e
′′
i+1,

on a e′i <q e
′′
i ≤q e

′
i+1 ≤q e

′
i+b. C’est à dire δa′(e′′i ) ≤ e′i+b.

Donc δτ ′(δτ (e0)) <p ekb <p δτ (e0). C’est à dire que l’on a un τ ′-cycle, ce
qui implique que M n’est pas ∃-b-borné.

2

La stratégie pour construire un CFM qui accepte un MSC si et seulement
si il est ∃-b-borné est la suivante. Pour tout type x ∈ T et tout τ de taille
k ≤ 2℘2, le CFM devine à la volée le dernier événement de chaque (τ, x)-
paquet, ce qu’il peut vérifier localement (sinon, il bloque). De plus, il compte
le nombre de (τ, x)-paquets en transit. Un MSC est ∃-b-borné si et seulement
si pour chaque x, τ , le nombre de (τ, x)-paquets en transit ne dépasse jamais
kb et est toujours positif ou nul.

2.4.5 Un CFM qui reconnaît MSCb

Soit τ ∈ (T ⊎{rev,msg})⋆ avec τ = a1 . . . ak de longueur k qui commence
et finit par le même type fixé x0 ∈ Tp. Nous définissons maintenant une
fonction update(τ,x0) telle que A n’accepte pas de MSC M qui comporte un
(τ, x0)-cycle.

Soit K = {0,♥, †}k un ensemble de fonctions. On pose τi = a1 · · ·ai pour
tout i ≤ k. Une fonction de K associe chaque i à 0 si il n’y a pas de (τi, x0)-
chemin arrivant à l’événement courant, à ♥ (vivant) si un (τ, x0)-chemin
qui est le dernier d’un paquet passe par l’événement courant, et sinon à †
(mort) si il y a un (τi, x0)-chemin qui arrive sur l’événement courant, mais
soit le (τ, x0)-chemin associé n’est pas défini, soit il n’est pas le dernier d’un
paquet. On appellera un événement s un marqueur si il est le dernier dans
son (τ, x0)-paquet.
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Soit M = (E, λ,m, (<p)) un MSC. On peut définir facilement une fonc-
tion update(τ,x0) telle que γ : E → K est un bon étiquetage par rapport à
update(τ,x0) et les valeurs initiales 0̄, si pour chaque t ∈ Eq,

– γ(t)(i) = ♥ si il existe s ∈ E avec λ(s) = x0 et

(1) s est un marqueur et

(2) δτi
(s) = t ou δτi

(s) ≤q t <q δτi+1
(s),2

– Sinon, γ(t)(i) = † si il existe s ∈ E avec λ(s) = x0 et (2).
– γ(t)(i) = 0 si il n’y a pas de s ∈ E satisfaisant la condition (2).
On pose A(τ,x0) pour le CFM associé à update(τ,x0). Il respecte les condi-

tions ci-dessus. Supposons que x0 ∈ Tp.
Nous ajoutons au processus p un compteur transit tel que, quand un

événement t apparaît, transit est d’abord décrémenté si t = δτ (s) pour un
marqueur s, et ensuite incrémenté si t est un marqueur. Le CFM bloque
dès que transit devient strictement négatif ou dépasse kB, ce qui assure la
bornitude de transit. Informellement, transit compte le nombre de (τ, x0)-
paquets en transit à chaque instant.

Proposition 34 Tout M avec un (τ, x0)-cycle est rejeté par A(τ,x0).

Preuve. Supposons par l’absurde que M a un (τ, x0)-cycle et est ac-
cepté par le CFM. Soit e1 <p · · · <p en les marqueurs de M pour x0, τ .
Soit ei le premier marqueur tel que δτ (ei) ≤p ei (il existe d’après la proposi-
tion 33 page 92). Par définition d’un paquet et d’après le lemme 5 page 91,
nous savons que δτ (ej) <p δτ (ei) pour tout j < i. Ainsi, quand δτ (ej) <p

δτ (ei) survient, exactement i − 1 paquets ont été envoyés et i − 1 ont été
reçus, c’est à dire transit = 0. Comme δτ (ei) est défini et est un marqueur,
quand δτ (ei) arrive, on a transit = 0 et un marquer prend fin. Nous avons
une contradiction puisque transit devient strictement négatif.

2

Proposition 35 Tout MSC M ∈ MSCb est accepté par Aτ,x0
.

Preuve. Supposons que M est ∃-b-borné. Soit e1, . . . , en ses marqueurs
pour τ, x0.

Puisque M est ∃-b-borné, transit est toujours positif. En appliquant la
proposition 7 page 92, on sait que transit ne dépasse jamais kB.

2

2Ce cas est possible quand la dernière action de τi+1 est un type de T
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En utilisant le lemme 5 page 91, nous savons que L(A) = MSCb, pour
A =

∏
x∈T ,|τ |≤2℘2 Aτ,x. Avec la proposition 32 page 90, nous obtenons

Proposition 36 Soit M un ensemble de MSCs tel que Linb(M) est un
ensemble régulier de représentants de M. Alors il existe un CFM A tel que
L(A) = M.

Control

global

local

Channel
  Bound

FG

CFM

MSG

CFM

CMSGCMSG
safe

CMSG
regular gc CMSG

loop
connect

CFM

deadlock-free CFM

Fig. 2.8 – Diagramme de comparaison des MSC-graphes avec les CFM.

2.5 Voir plus loin ?

Cette extension du théorème de Kleene montre donc que les CMSC-
graphes globalement coopératifs sont très puissants. Ils sont expressifs parce
qu’ils contiennent les CFM existentiellement bornés. Ils sont implémentables
parce qu’ils sont inclus dans les CFM existentiellement bornés. On peut dé-
cider si un CMSC-graphe est globalement coopératif, et on peut décider de
l’égalité de deux tels CMSC-graphes. Un résultat semblable a été donné par
[BL04], prouvant que l’expressivité des CFM (sans restriction) était la même
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que celle de la logique EMSO sur les MSC, mais où les ordres employés sont
celui de message et l’ordre immédiat sur les processus. Ces ordres sont à
degrés entrants et sortant bornés, et il est probable que le resultat ne soit
pas généralisable à la logique EMSO usuelle utilisée dans cette thèse et dans
[HMNK+04, MM01, Kus03, GKM04].

Cependant, la complexité pour décider de l’égalité de deux CMSC-graphes
semble trop grande. De plus, l’implémentation se fait avec énormément de
blocages. Ainsi, il serait très utopique de croire que l’on peut se servir de
cette implémentation pour développer des protocoles.

Néanmoins, on sait que ces blocages sont inévitables, parce que les CFM
sans blocage sont strictement moins expressifs que les CFM. Ainsi, l’idée
serait de regarder la classe des CMSC-graphes qui correspond aux CFM sans
blocage (éventuellement existentiellement bornés).

Les CFM sans blocage ont d’autres avantages que juste l’implémenta-
bilité. En effet, certains problèmes, indécidables pour les CFM, deviennent
décidables dans le cas où il n’y a pas de blocage. Par exemple, nous avons
montré dans la proposition 12 page 47 que savoir si un CFM sans blocage est
universellement-b-borné est décidable, alors que le problème est indécidable
pour les CFM généraux.

Nous avons utilisé des techniques de langages réguliers pour nos preuves.
Une autre technique pour obtenir des résultats consiste à utiliser des bons
ordres, voir [FS01]. Par exemple, des bons ordres sont donnés par les lemmes
de Dickson et Higman. Le lemme de Higman permet d’obtenir la décidabi-
lité des automates communicants Lossy (qui peuvent perdre des messages)
[AJ96]. Malheureusement, la complexité de l’accessibilité dans les automates
communicants Lossy est non primitive récursive [Sch02].

De même, le lemme de Dickson a permis de prouver la décidabilité de
l’accessibilité dans les réseaux de Petri [May84]. Ces lemmes permettent
également d’avoir des heuristiques pour calculer certaines constantes. Dans
[LMW04], on trouve une heuristique pour savoir si un CFM A = (Ap)p∈P

est universellement borné (mais on ne connaît pas la borne). Pour ça, on va
permettre plus de comportements, en allégeant la propriété FIFO à FIFO
pour deux messages qui ont le même contenu de message. Ainsi, cela revient
à avoir un canal par type de message, chaque canal peut être assimilé à un
compteur, et on peut utiliser le lemme de Dickson.

Nous allons maintenant illustrer ces méthodes en donnant un algorithme
pour calculer une borne universelle (si elle existe) pour un CFM sans blocage.
Il est possible que cet algorithme retourne qu’il n’y a pas de borne alors qu’il
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y en a une, mais si il renvoie une borne, alors elle est correcte.
On construit maintenant un automate fini B à partir de A. On arrête

la construction de cet automate dés que l’on se rend compte que A n’est
pas borné. Si on ne s’en rend pas compte, c’est que A est borné, et alors B
représente les comportements de A.

Les états de B sont représentés par (F , f, C0), où F est un ensemble
d’états globaux ((vp), (bp,q)p,q∈P) de A, avec vp ∈ Ap pour p ∈ P, et bp,q le
nombre de messages en transit dans le canal (p, q). La fonction f associe à
un état global de F un ensemble de lettres f(V,B) ⊆ T . Enfin, C0 ∈ F est
la configuration courante.

Intuitivement, l’ensemble F va garder les contenus minimaux des canaux
pour chaque P-uplet (vp)p∈P , où minimal s’entend pour l’ordre partiel (bp,q) ≤
(b′p,q) si ∀p, q, bp,q ≤ b′p,q. Le lemme de Dickson [Dic13] nous assure que les
contenus minimaux des canaux sont en nombre borné dépendant de P, donc
que F est fini. Quant à f((vp), (bp,q)), il va conserver l’alphabet vu depuis la
première occurrence de l’état global (vp), (bp,q).

Voilà la fonction de transitions de B.
(F , f, (vp)p∈P , C

0)
e

−→ (F ′, f ′, C1), avec C0 = ((vp)p∈Pbp,q)p,q∈P , C1 =

(wp)p∈P , (cp,q)p,q∈P , e ∈ T p, vp
e,m
−→

p
wp, vq = wq pour tout q 6= p et les

propositions suivantes sont satisfaites :
– Si e ∈ Lp, alors br,s = cr,s pour tout r, s ∈ P,
– Si e = p!q(a), alors cp,q = bp,q(a,m), et br,s = cr,s pour tout (r, s) 6= (p, q)
– Si e = p?q(a), alors bq,p = (a,m)cq,p, et br,s = cr,s pour tout (r, s) 6=

(q, p).
– Pour tout C ∈ F , f ′(C) = f(C) ∪ {e}.
– Si C1 ∈ F , alors si une composante connexe de f(C1) n’est pas forte-

ment connexe, l’algorithme s’arrête et renvoie que A n’est pas borné.
– Si ∃C ∈ F C < C1, alors l’algorithme s’arrête et renvoie que A n’est

pas borné3.
– Sinon, on rajoute C1 à F , on enlève les C > C1 de F , et on note
f(C1) = ∅.

Proposition 37 Si A est universellement borné, alors B est fini et équi-
valent à A. Sinon, l’algorithme renvoi que A n’est pas universellement borné.

Preuve.

3Cette propriété n’est pas nécessaire, mais permet de se rendre compte plus vite si A
n’est pas universellement borné.
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Soit C l’automate (a priori infini) des configurations de A. L’automate C
est infini si et seulement si A n’est pas universellement borné. On note pour
deux configurations globales C = ((vp)p∈Pbp,q)p,q∈P , C ′ = (wp)p∈P , (cp,q)p,q∈P

de C que C < C ′ si vp = wp pour tout p et bp,q ≤ cp,q pour tout p, q ∈ P et
il existe p0, q0 ∈ P avec bp0,q0

< cp0,q0
. Si on trouve un chemin entre C et C ′,

alors on peut itérer ce chemin (puisque les états des automates (Ap) sont les
mêmes et qu’il y a assez d’envoi en transit pour tirer cette transition. Comme
A est sans blocage, si C est accessible, on a un MSC dont une linéarisation a
pour préfixe ce mot, donc ce MSC généré par A n’est pas bp0,q0

borné. Ainsi,
on fait grossir bp0,q0

aussi gros que l’on veut. Donc A n’est pas universellement
borné.

Supposons que l’algorithme renvoie que A n’est pas universellement borné.
Supposons qu’il existe un chemin voyant un état global C puis plus tard
un état global C1 avec C < C1. Ce chemin correspond à un chemin dans
C, qui contient un chemin entre C et C1. Le CFM A n’est donc pas b-
borné. Sinon, c’est qu’il existe une boucle autour d’une configuration globale
accessible C, étiquetée par une linéarisation λ dont le graphe de commu-
nication a une composante connexe non fortement connexe. On note par
CC1, . . . , CCk les composantes fortement connexes du graphe de communi-
cation de λ, ordonnées telles que CCi ne reçoit jamais de message de ccj ,
j > i. La propriété nous dit qu’il y a un message entre CCi et CCj. On
sait que λ ∼ λ1, λ2, λ3, avec λ2 les événements étiquetés par une lettre de
CC1 · · ·CCi. En particulier, λ2 contient un envoi mais pas de réception as-
sociée (l’envoi de CCi à CCj). Puisqu’il n’y a pas d’envoi de λ1 ou λ3 vers
λ2, on a λk ∼ (λ1λ2λ3)

k ∼ λ1λ
k
2(λ3λ1)

k−1λ3. Ainsi, pour un certain µ, µλ1λ
k
2

est un préfixe d’une linéarisation d’un MSC reconnu par A, qui n’est pas k
borné. Donc A n’est pas universellement borné.

Si C est infini, d’après le lemme de Koenig, on a un chemin initial qui
passe par une infinité de configurations différentes de C. D’après le lemme de
Dickson, il existe deux configurations C,C ′, avec C vu avant C ′ et C < C ′.
Par construction, on a une configuration D ≤ C dans F . Donc quand on voit
C ′, il est comparé àD, et l’algorithme renvoie que A n’est pas universellement
borné.

2

Les mêmes propriétés ont permis de tester si un MSC-graphe est implé-
mentable par un CFM sans blocage et sans donnée additionnelle dans le cas
où la propriété FIFO n’est pas requise [Mor02].
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Chapitre 3

Implémentation

L’union même de la médiocrité fait la force

Homère

Les MSC-graphes sont un modèle théorique intéressant parce qu’ils cor-
respondent aux langages rationnels pour la communication par messages.
Néanmoins, ils ont été définis assez tôt par la communauté d’informatique
pratique puis normalisés par [itu96]. En effet, l’idée est qu’il est difficile de
donner directement un algorithme distribué (ou de manière analogue un au-
tomate communicant) répondant à un cahier des charges précis. De plus, on
a déjà vu que les automates communicants sont indécidables, donc on ne
peut pas directement tester s’il suit le cahier des charges. Les CMSC-graphes
peuvent servir de cahiers des charges, en donnant un CMSC-graphe pour
décrire les scénarios qui doivent être permis, et un autre CMSC-graphe pour
décrire les scénarios qui doivent être évités. En effet, étant visuels, ils sont
plus faciles à comprendre et manipuler que les automates communicants.
L’idée serait donc de partir du CMSC-graphe décrivant les scénarios permis,
et de le modifier jusqu’à ce qu’il soit implémentable (on sait que ce n’est pas
toujours possible d’implémenter un CMSC-graphe en un automate commu-
nicant), tout en testant si les modifications ne permettent pas de mauvais
scénarios. On peut évidemment décrire le cahier des charges par d’autres for-
malismes que les MSC-graphes, par exemple avec des formalismes logiques.
On verra dans la suite que si le théorème 5 page 84 nous donne des informa-
tions précieuses, il ne fournit pas une réponse totalement satisfaisante.
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3.1 Choix Local et Implémentation

La première question de vérification à laquelle nous nous intéressons est
très particulière aux MSC-graphes : nous voulons tester si un CMSC-graphe
est implémentable en un CFM, et si oui, connaître la taille du CFM associé.

3.1.1 Définition

Comme nous l’avons vu dans l’exemple 31 page 59, il existe des MSC-
graphes très simples non implémentables (voir figure 1.10 page 59). La raison
est que deux composantes qui n’ont peut-être aucune information l’une sur
l’autre peuvent être forcées de faire les mêmes choix (choix global) dans un
MSC-graphe, alors que cela est impossible dans un CFM. Ainsi, savoir si un
MSC-graphe est implémentable ou non est une question sensée.

Au premier abord, le théorème 5 page 84 semble donner la réponse, c’est
à dire que les CMSC-graphes qui sont implémentables sont exactement ceux
équivalents aux CMSC-graphes globalement coopératifs. Néanmoins, cette
réponse ne clôt pas la question. En effet, il est possible qu’un CMSC-graphe
ne soit pas donné sous une forme globalement coopérative, mais qu’il existe
un CMSC-graphe globalement coopératif équivalent.

Exemple 41 Prenons le MSC-graphe de la figure 3.1 page ci-contre à un
nœud initial v0 et un nœud final vf . Le nœud v0 contient uniquement l’évé-
nement 1(a) local sur le processus 1. Le nœud vf contient uniquement l’évé-
nement 2(b) local sur le processus 2. Il y a une boucle sur chacun des nœuds,
plus une transition du nœud v0 au nœud vf . Il existe deux boucles, qui sont
chacune connectée, donc le graphe est connecté. Si on considère le même
graphe avec en plus une transition du nœud vf au nœud v0, alors on crée une
boucle non connectée (le graphe de communication est composé des processus
1 et 2). Néanmoins, ces deux MSC-graphes sont équivalents, produisant le
langage composé d’au moins un événement 1(a) et d’un événement 2(b).

Ainsi, le théorème 5 page 84 permet juste de reformuler la question d’im-
plémentabilité en la question de savoir si un CMSC-graphe est équivalent à un
CMSC-graphe globalement coopératif. Malheureusement, savoir si un MSC-
graphe (même universellement borné) est équivalent à un CMSC-graphe glo-
balement coopératif est déjà une question indécidable [HMNK+04].

Bien sûr, si le graphe est par chance déjà globalement coopératif, alors
nous savons qu’il est implémentable. Cependant, même dans ce cas, il reste
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1 2

a

1 2

b

Fig. 3.1 – Un MSC-graphe globalement coopératif.

des problèmes. Premièrement, la construction fait appel au théorème de Zie-
lonka (coûteux), puis à deux constructions non moins coûteuses, qui vont
donner des implémentations gigantesques. Deuxièmement, l’implémentation
produit d’innombrables blocages, ce qui est bien évidemment à proscrire pour
un usage concret. Le théorème 5 page 84 n’est donc pas utilisable dans la
pratique, même s’il apporte des informations intéressantes.

A la place, une approche plus pratique a été apportée sous la forme
d’une sous-classe stricte des CMSC-graphes globalement coopératifs [HJ00].
Puisque les choix globaux expliquent les problèmes d’implémentation, nous
allons demander que chaque scénario dans le graphe soit local, c’est à dire
qu’aucun scénario d’un nœud ne doit être initié par deux processus. De plus,
on demande que le processus qui initie un nœud soit présent dans chacun
de ses prédécesseurs, ce afin qu’il soit informé qu’il devra initier un nouveau
scénario. Cette restriction est appelée local-choice [HJ00], et cette définition
particulière a été définie dans [GM03, GMSZ02] (elle porte dans ce papier
le nom de local, mais il y est démontré qu’elle est aussi expressive que la
définition originelle).

Définition 41 Soit G un CMSC-graphe. Alors G est appelé à choix local
( local-choice) si

– il est sûr
– pour toute transition v → w, w a un unique événement minimal min(w).

De plus, le processus minimal de w, noté pmin(w), est présent dans le
nœud v.

– Il existe un processus p0 tel que chaque nœud initial de G a un unique
événement minimal situé sur p0.
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Exemple 42 Le MSC-graphe de la figure 1.9 page 58 est à choix local, parce
qu’il n’y a qu’un nœud, étiqueté par un MSC avec un unique élément mini-
mal. De plus, ce processus minimal appartient évidemment à l’unique nœud
prédécesseur.

p q r s

Fig. 3.2 – Un MSC-graphe régulier mais pas à choix local.

Le MSC-graphe de la figure 3.2 n’est pas à choix local, parce que les nœuds
possèdent deux processus minimaux. Ces deux exemples montrent que CMSC-
graphes réguliers et à choix local sont incomparables.

On peut également vérifier que le MSC-graphe de la figure 3.1 page précé-
dente n’est pas à choix local. Même si chaque nœud a un unique événement
minimal, le processus minimal du nœud vf n’apparaît pas dans v0.

Remarque 8 Chaque boucle d’un CMSC-graphe à choix local est connectée
puisque tous les processus d’un nœud sont connectés à l’unique processus mi-
nimal, et que ce processus minimal est présent dans chaque nœud antérieur.
De plus, un CMSC-graphe à choix local est sûr par définition, donc c’est une
sous-classe des CMSC-graphes globalement coopératifs.

En particulier, d’après le théorème 5 page 84, chaque CMSC-graphe à
choix local est implémentable. Nous allons montrer ici qu’en fait, un algo-
rithme d’implémentation très simple existe, peu coûteux et surtout sans blo-
cage. Ce résultat a été publié dans [GMSZ02].

Proposition 38 Soit G un CMSC-graphe à choix local. Alors G est implé-
mentable sans blocage. De plus, la taille du CFM équivalent est linéaire dans
la taille du CMSC-graphe.

Preuve. L’idée pour implémenter un CMSC-graphe à choix local est que
le processus minimal courant choisisse le nœud node à exécuter. Le processus
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minimal courant choisit également le prochain processus minimal pmin parmi
les processus minimaux des successeurs de node.

Ces deux informations sont transmises par chaque processus, de telle ma-
nière qu’elles soient connues de tous les processus du scénario (ce qui est le
cas par minimalité du processus pmin). Ainsi, chaque processus exécute le
même scénario. De plus jamais deux processus ne choisissent de débuter un
scénario.

Voici l’algorithme d’implémentation pour chaque processus p.

void main(){

int pmin, node;

initialisation();

while (true) {

if (p 6= pmin) then polling();

else {node=guess(node); pmin=guess_proc(node);}

execute_path(node,pmin); }

}

void polling(){

while (true) {

if p receives a message containing v, q

{ node=v; pmin=q; return;} }

}

L’initialisation se fait en choisissant pmin = p0.
L’algorithme execute_path(w, q) signifie que le processus p exécute les

événements de w, (s’il y en a), et envoie avec chaque message l’information
de contrôle (w, q).

L’algorithme guess(node) tire au hasard un nœud parmi les nœuds succes-
seurs de node pour lesquels le processus courant p est minimal. L’algorithme
guess_proc(node) tire au hasard un processus minimal parmi les processus
minimaux dans les nœuds successeurs de node. Il peut ne deviner aucun
processus, si le nœud actuel est final.

La justesse de l’algorithme est facile à montrer. En effet, chaque nœud
est connecté (sinon, il y aurait au moins deux processus minimaux). Chaque
processus sauf pmin commence son scénario en recevant un message. Ainsi,
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il est informé du nœud à exécuter node et du prochain processus minimal.
Comme pour chaque nœud successeur, son processus minimal apparaît dans
le nœud courant, il sera informé qu’il devra commencer le nœud suivant, et
les autres processus apprendront qu’ils ne devront pas commencer de nœud.

2

Il est bon de noter que l’hypothèse de sûreté est inutile pour cette pro-
position.

La restriction de choix local apparaît alors être une heuristique pour l’im-
plémentation sans blocage. En effet, si le CMSC-graphe dont on dispose est
à choix local ou bien équivalent à un CMSC-graphe à choix local, alors il
sera implémentable sans blocage. Néanmoins, s’il n’est pas équivalent à un
CMSC-graphe à choix local, cela ne signifie pas qu’il n’est pas implémentable
sans blocage.

Exemple 43 Prenons deux CMSC-graphes non vides à choix local sur des
ensembles de processus P1,P2 disjoints. On pose G le CMSC-graphe construit
à partir de ces deux CMSC-graphes, avec une transition depuis les états finaux
du premier vers les états initiaux du second. Comme les ensembles de pro-
cessus sont disjoints, il y aura 2 processus minimaux et non un seul, donc ce
CMSC-graphe ne peut pas être équivalent à un CMSC-graphe à choix local.
Néanmoins, en mettant côte à côte les implémentations de chaque CMSC-
graphes, nous obtenons une implémentation sans blocage de G.

Nous pouvons ainsi terminer le diagramme de comparaison que nous
avions commencé, en ajoutant les CMSC-graphes à choix local.

3.1.2 Des Protocoles Concrets

Nous décrivons maintenant deux protocoles concrets, qui serviront à ima-
ger les algorithmes que nous allons décrire. Nous allons décrire tout d’abord
le protocole WRS (pour Writer-Reader-Server), qui a été donné en partie
dans [SC02]. Ensuite, nous décrirons le protocole USB 1.1, qui nous servira
à illustrer l’implémentation par les CMSC-graphes à choix local.

Le protocole WRS est un protocole qui met en scène trois processus, un
écrivain W , un lecteur R et un serveur S. L’écrivain peut mettre à jour une
donnée x sur le serveur en envoyant un message write(x). Il a le droit d’an-
nuler son écriture (action locale fail), et alors il envoie un message abort(x)
au serveur. Sinon, il doit confirmer sa valeur (action locale ok) et envoyer le
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local

Channel
Bound
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local
choice lc-MSG lc CMSG

Fig. 3.3 – Diagramme de comparaison des MSC-graphes avec les CFM.
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message commit(x) au serveur. Alors, le serveur revient à la donnée précé-
dente par l’action locale rb (rollback). Concernant le lecteur, il peut demander
une valeur en envoyant read(x) au serveur. Celui ci lui renvoie la valeur de
x courante qu’il possède. Au cas où la valeur ait été par la suite annulée
par l’écrivain, le serveur doit envoyer un message abort(x) au lecteur. Dès
que le serveur est sûr de la valeur envoyée, il confirme la valeur en envoyant
commit(x) au lecteur. Evidemment, on peut faire varier facilement le nombre
d’écrivains et de lecteurs pour ce protocole. Ce protocole ne peut pas être dé-
crit par un CMSC-graphe à choix local puisque le lecteur et l’écrivain peuvent
choisir de manière concurrente d’envoyer un message.

Le protocole USB (Universal Serial Bus, ou bus serie universel) décrit
plusieurs modes de communication entre deux processus, un maître (appelé
host) et un esclave (appelé function dans la norme) [usb96]. Toutes les com-
mandes sont données par le processus maître (généralement un ordinateur,
rarement un PDA), qui a des contraintes plus fortes que l’esclave, lequel
ne fait qu’obéir aux ordres du processus maître (au contraire de la norme
firewire qui est plus symétrique).

Trois grandes interactions peuvent être effectuées entre le maître et l’es-
clave. Tout d’abord, le mode de transfert le plus souvent utilisé est le mode
isochrone. Le processus maître envoie un premier message pour expliquer
lequel des deux processus doit envoyer tel ou tel fichier à l’autre processus.
Puis la communication se fait directement par une suite de paquets, grâce au
protocole asynchrone (voir figure 1.9 page 58). Cette partie n’est pas univer-
sellement bornée, mais peut être décrite à l’aide d’un MSC-graphe (elle est
finiment engendrée, donc existentiellement bornée). La seconde interaction
est très proche du transfert isochrone. Le maître demande à l’esclave de lui
envoyer un compte rendu de son état (protocole setup). Un suite d’au plus
1024 messages est alors envoyée de l’esclave au maître. S’il y a plus d’infor-
mations à transmettre, le maître doit faire une nouvelle requête setup. Ainsi,
cette partie du protocole est universellement 1024 bornée et existentiellement
1 bornée (et toujours finiment engendrée). De plus, les MSC-graphes obtenus
sont à choix local.

Enfin, le transfert bulk est l’analogue du protocole de bit alterné. Là,
tous les messages reçus doivent être acquittés avec la parité du message,
afin que l’envoyeur soit sûr que son message a été reçu. Afin que tous les
canaux restent bornés, une limite est imposée aux envois en transit. Ainsi,
cette partie du protocole est universellement bornée. Nous avons représenté
une partie du mode de transfert bulk dans la figure 3.4 page ci-contre.
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Fig. 3.4 – CMSC-Graphe spécifiant les transactions bulk de usb 1.1.

Exemple 44 Le CMSC-graphe de la figure 3.4 n’est pas à choix local. En
effet, les processus function et host commencent tous les deux à envoyer dans
le nœud qui boucle. Cependant, nous pouvons transformer ce CMSC-graphe
en un CMSC-graphe à choix local équivalent, voir la figure 3.5. Nous vou-
lons donner un algorithme pour construire un CMSC-graphe à choix local
équivalent à un CMSC-graphe, quand c’est possible. On peut ainsi décrire le
protocole usb 1.1[usb96] complètement avec un CMSC-graphe à choix local.

host function host function host function

send

ack

m
m

ack

ack

ack

Fig. 3.5 – CMSC-Graphe à choix local spécifiant les transactions bulk de usb

1.1.

3.2 Expressivité

3.2.1 Caractérisation des MSC-graphes à Choix Local

Puisque les CMSC-graphes à choix locaux sont implémentables aisément
sans blocage, il est important de connaître leur expressivité. De plus, si nous
arrivons à caractériser les langages générés par cette classe, nous obtiendrons
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peut être un moyen de tester si un CMSC-graphe est équivalent à un CMSC-
graphe à choix local.

En fait, nous avons obtenu une caractérisation sémantique des MSC-
graphes à choix local dans [GM03]. Pour cela, une notion cruciale est celle
des triangles. On dit qu’un CMSC T est un triangle s’il a un unique élément
minimal min(T ) pour l’ordre visuel. On pose Tn l’ensemble des triangles de
taille bornée par n. On définit d’abord un CMSC-graphe HT

n générique. Le
CMSC-graphe HT

n possède, pour chaque triangle T ∈ Tn, un nœud vT éti-
queté par T . Il y a une transition vT → vT ′ dès que P (min(T ′)) ∈ P (T ). On
peut remarquer que HT

n est un CMSC-graphe à choix local.

Proposition 39 Un CMSC-graphe globalement coopératif G est équivalent à
un CMSC-graphe à choix local ssi il existe un entier n tel que L(G) ⊆ L(HT

n ).
Si c’est le cas, on peut obtenir un CMSC-graphe équivalent à G, de taille
exponentielle en |G| et n.

Preuve. Si L(G) ⊆ L(H) pour un certain CMSC-graphe à choix local H ,
alors L(G) ⊆ L(HT

n ) pour n = |H|.
Inversement, si L(G) ⊆ L(HT

n ), alors on calcule un automate A acceptant
LinbG(G) en utilisant le théorème 5 page 84, de taille exponentielle en |G|. En
synchronisant A avec HT

n , on obtient un CMSC-graphe H de taille |A||HT
n |.

On rappelle que HT
n est exponentiel uniquement en n.

Voici comment est obtenue la synchronisation. Nous avons un nœud pour
chaque paire (T, s), où T ∈ Tn et s est un état de A. Le nœud (T, s) est
étiqueté par T . Les transitions sont les couples (T, s) → (T ′, s′) si T → T ′

dans HT
n et s

x
−→ s′, pour une linéarisation x de T . Les nœuds initiaux sont

de la forme (T, s0), où s0 est le nœud initial de A. Les nœuds finaux sont
ceux de la forme (T, s), où s

x
−→ f est une suite de transitions étiquetées par

une linéarisation x de T amenant à un état final f de A.
2

Cette propriété pour savoir si un CMSC-graphe est à choix local concerne
le langage de G plutôt que sa forme. Néanmoins, elle n’apporte que peu
d’information en l’état sur les CMSC-graphes à choix local. Un algorithme
de test pour savoir si un CMSC-graphe globalement coopératif est équivalent
à un CMSC-graphe à choix local ne peut pas non plus être dérivé, parce
que nous n’avons pas de borne sur n pour savoir pour quel HT

n tester si
L(G) ⊆ L(HT

n ).

Remarque 9 Nous pouvons définir de la même manière le MSC-graphe à
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choix local générique HM
n , construits sur l’ensemble des MSC triangles. De

plus, un CMSC-graphe globalement coopératif G est équivalent à un MSC-
graphe à choix local ssi il existe un entier n tel que L(G) ⊆ L(HM

n ).

Nous allons tout d’abord exclure des CMSC-graphes qui sont assurés de
ne pas être équivalents à des CMSC-graphes à choix local.

Proposition 40 Soit G un CMSC-graphe sûr mais non globalement coopé-
ratif. Alors G ne peut pas être équivalent à un CMSC-graphe à choix local.

Preuve. Supposons par l’absurde que L(G) ⊆ L(HT
n ) (voir la proposition

39).
Soit une boucle de G non connectée, étiquetée par M = RS avec P (S)∩

P (R) = ∅. Il est possible que le CMSC M ne soit pas un MSC. Comme G
est sûr, il existe L,N deux CMSC avec LMkN ∈ L(G) ⊆ L(HT

n ) pour tout
k.

On choisit k = n ∗ (|L| + |N | + 2), et on prend ρ un chemin de HT
n

étiqueté par LMkN . Chaque nœud de ρ qui contient un élément de L ou de N
contient au plus n éléments deM . Ainsi, il y a des nœuds de ρ qui contiennent
uniquement des éléments de M . Chacun doit être étiqueté uniquement par
des éléments de S ou de R, ce qui est une contradiction car les éléments
minimaux des nœuds sont totalement ordonnés dans un chemin d’un CMSC-
graphe à choix local.

2

On va ensuite éliminer les CMSC-graphes avec deux longues composantes
en parallèle. Pour cela, nous avons besoin d’un lemme portant sur la struc-
tures des triangles.

Lemme 8 Soit LMN = B0C0B1 · · ·B2℘C2℘B2℘+1 avec M un MSC et L,N
des CMSCs. De plus, on suppose que pour tout i, chaque Ci est un triangle
avec Ci ∩M 6= ∅. Alors il existe k avec Ck ⊆M .

Preuve. Pour tout i, on décompose Ci = DiEiFi avec Ei le CMSC conte-
nant les événements de M , c’est à dire Ei = Ci ∩M , et Di les événements
de L, c’est à dire Di = Ci ∩L. On montre que pour au plus ℘ indices i, on a
Di 6= ǫ, et pour au plus ℘ indices i, on a Fi 6= ǫ, d’où la preuve du lemme.

On a D0E0F0 . . .D℘E2℘F2℘ = D0 . . .D℘E0 · · ·E2℘F0 · · ·F2℘ parce que L
est un préfixe de LMN et N un suffixe de LMN .

Pour tout i, Ci = DiEiFi est un triangle. Ainsi, Di et Ei partagent un
processus pi, ou bien Ei et Fi en partagent un. Sinon, Ci contiendrait un
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envoi et sa réception séparés, un dans Di ou Fi et l’autre dans Ei. Cela n’est
pas possible parce que si Ei contient un des deux, alors M aussi. Or M est un
MSC, donc il contient aussi l’autre, c’est à dire que Ei contient aussi l’autre.

Soit J l’ensemble des indices pour lesquels Di et Ei partagent un processus
pi. Comme Ei commute avec Dj, i > j, on a pi 6= pj pour tout i, j tels que
i 6= j. Ainsi, on a au plus ℘ MSC Di non vides, ce qui prouve le lemme.

2

Cela nous permet de montrer que si un langage contient une exécution
avec deux MSC en parallèle de taille non bornée, alors il ne peut pas être un
langage de CMSC-graphe à choix local :

On appelle deux MSC R, S un couple parallèle dans G s’il existe deux
CMSC L,N avec LRSN ∈ L(G) et P (R) ∩ P (S) = ∅.

Proposition 41 Soit G un CMSC-graphe à choix local. Soit R, S un couple
parallèle dans G associé aux CMSC L,N . On pose M le MSC M = RS.

Alors soit |R| ≤ 2℘|G|, soit |S| ≤ 2℘|G|.

Preuve. Supposons par l’absurde que λ(ρ) = LMN pour un chemin ρ
de G. De plus, supposons que M = R ‖ S soit un MSC, avec |R| > 2℘|G| et
|S| > 2℘|G|.

Au moins 2℘ nœuds de ρ s’intersectent avec R, et chacun de ces nœuds
est un triangle. Ainsi, d’après le lemme 8 page précédente, R contient un
nœud de ρ. De même, S contient un autre nœud de ρ. Comme les éléments
minimaux des nœuds sont totalement ordonnés dans un chemin d’un CMSC-
graphe à choix local, on obtient une contradiction.

2

La restriction de ne pas avoir un grand couple parallèle est sans doute la
restriction la plus importante des CMSC-graphes à choix local. Elle n’est de
plus pas du tout nécessaire pour l’implémentation sans blocage. En effet, les
automates totalement en parallèle (qui ne communiquent pas) acceptent une
implémentation triviale sans blocage.

On va maintenant montrer une deuxième propriété qui concerne unique-
ment les MSC-graphes à choix local, et non plus les CMSC-graphes à choix
local. On verra que cette restriction ne s’applique pas à tous les CMSC-
graphes à choix local, ce qui renforce leur intérêt.

Soit un CMSC M et un événement e de M . Alors e est une pointe de M si
le futur {f ∈M | e ≤ f} de e pour l’ordre visuel est un MSC (en particulier,
il ne doit pas contenir de réception sans envoi associé). Dans un MSC-graphe
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à choix local, chaque élément qui débute un nœud est une pointe. Cela n’est
pas toujours le cas dans un CMSC-graphe à choix local.

Soit G un CMSC-graphe. On dit qu’un MSC-triangle M est un MSC-
triangle sans G-pointe s’il existe un MSC-triangle M et un MSC N avec
LMN ∈ L(G) et LMN possède une unique pointe à l’intérieur de M (i.e.,
minM ). Il est bon de noter que LMN peut avoir d’autres pointes que minM ,
tant qu’elles ne sont pas dans M . De plus, LM peut avoir plusieurs pointes
dans M , mais ces pointes ne le seront plus dans LMN .

Proposition 42 Soit G un MSC-graphe à choix local. Considérons un MSC-
triangle M sans G-pointe. Alors |M | ≤ 2℘|G|.

Preuve. On prend un chemin pour lequel G est un facteur sans pointe.
Supposons par l’absurde que |M | > 2℘|G|. Alors |M | intersecte plus de 2℘
nœuds de ce chemin. En appliquant le lemme 8 page 111, on obtient un nœud
vi entièrement dans M , c’est à dire une pointe (l’élément minimal de vi), ce
qui est une contradiction.

2

Exemple 45 Le MSC R constitué de n actions locales 1(a), et le MSC S
constitué de n actions locales 2(b) sont un couple en parallèle pour le MSC-
graphe de la figure 3.1 page 103.

De plus, prenant le MSC-graphe G de la figure 3.7 page 117, le MSC
étiquetant le chemin qui prend une fois le noeud initial et n fois le noeud
final est un triangle sans G-pointe.

Une conséquence immédiate des propositions précédentes est qu’un CMSC-
graphe globalement coopératif avec des couples parallèles non bornés ou avec
des MSC-triangles sans pointe non bornés ne peut être équivalent à un MSC-
graphe à choix local. On montre maintenant la réciproque, caractérisant exac-
tement les CMSC-graphes qui sont équivalents à des MSC-graphes à choix
local. Pour cela, on a besoin d’un lemme supplémentaire.

Lemme 9 Soit M un MSC et e, e′ deux pointes incomparables de M . Alors
Futur(e) ∩ Futur(e′) = ∅.

Preuve. Soit e, e′ deux pointes incomparables de M . Supposons par l’ab-
surde qu’il existe r ∈ Futur(e)∩Futur(e′) et choisissons r minimal. Alors r est
une réception (il doit avoir deux prédécesseurs immédiats, or un envoi n’en
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a qu’un). Soit s l’envoi associé. Soit s ∈ Futur(e), soit s ∈ Futur(e′), mais il
ne peut pas être dans les deux (sinon, r ne serait pas minimal). Cela signifie
que e ou e′ n’est pas une pointe, puisque son futur contient une réception
sans l’envoi associé, contradiction.

2

On peut alors montrer la caractérisation des MSC-graphes à choix local.

Théorème 7 Soit G un CMSC-graphe sûr. Supposons qu’il existe un entier
b tel que :

1. G est globalement coopératif.

2. Chaque M ∈ L(G) est un triangle.

3. Chaque MSC-triangle sans G-pointe M satisfait |M | ≤ b.

4. Chaque MSC couple parallèle M,N pour G satisfait soit |M | ≤ b, soit
|N | ≤ b.

Alors L(G) ⊆ L(HM
℘b ).

Preuve. Soit M ∈ L(G). On montre comment décomposer M en un
chemin ρ de HM

℘b .
Soit E l’ensemble des pointes de M , excepté minM , et F l’ensemble des

minima de E. Comme les pointes de F sont incomparables, leur futurs sont
en parallèle d’après le lemme 9 page précédente.

On applique la quatrième hypothèse, qui nous dit qu’il existe e ∈ F tel
que pour tout f 6= e, |Futur(f)| ≤ b. En utilisant la troisième hypothèse, on
obtient |M \ Futur(e)| ≤ b+

∑
f 6=e,f∈F |Futur(f)| ≤ ℘b. Ainsi, nous pouvons

définir le premier nœud de ρ comme le nœud deHM
℘b étiqueté parM\Futur(e).

On itère récursivement le procédé à Futur(e) pour obtenir la solution.
2

3.2.2 Deux Algorithmes de Test

Le théorème 7 est utile parce qu’elle nous donne un moyen de tester
si un CMSC-graphe sûr est équivalent à un MSC-graphe à choix local, à
l’aide de quatre tests. Le premier test est co-NP-complet (voir la proposi-
tion 24 page 75). Une fois que l’on a un CMSC-graphe globalement coopératif,
on peut faire les tests suivants. Le second test est LOGSPACE (voir la pro-
position 43 page suivante). Il a été également montré sans trop de difficulté
dans [GM03] que le troisième test est PSPACE (mais sans borne inférieure),
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alors que le quatrième test est co-NP. Ces tests, s’ils sont positifs, donnent
de plus des valeurs à b. Le problème est que le troisième test donne une va-
leur à b exponentielle en la taille de G (alors que le quatrième test donne
une valeur polynomiale). Nous ne donnerons pas ici ces constructions, parce
qu’elles sont inutilisables en pratique (à cause de l’explosion exponentielle
de b, à cause de la troisième propriété). Néanmoins, on peut se souvenir que
la troisième propriété n’est pas nécessaire pour être équivalent à un CMSC-
graphe à choix local. En fait, nous montrons dans [Gen04] que dans un tel
cas, on peut faire mieux.

Proposition 43 Soit G un CMSC-graphe sûr. On peut tester en LOG-
SPACE si tout M ∈ L(G) est un triangle.

Preuve.
Pour chaque processus p, on efface les nœuds de G où le processus p

reçoit un message avant d’en envoyer un. Alors on veut savoir si les états où
le processus p envoie un message avant d’en recevoir un est accessible depuis
l’état initial dans ce nouveau graphe. S’il existe un tel p, alors il existe un
MSC M ∈ L(G) avec deux éléments minimaux.

2

Ainsi, on peut résumer par le théorème suivant :

Théorème 8 Soit G un CMSC-graphe sûr. Alors on peut tester en PSPACE
si G est équivalent à un MSC-graphe à choix local.

Si c’est le cas, on obtient un MSC-graphe à choix local de taille au plus
doublement exponentielle en |G|.

L’exemple 46 montre qu’il y a des cas de MSC-graphes à choix local
exponentiels dans la taille des MSC-graphes globalement coopératifs auxquels
ils sont équivalents.

Exemple 46 La famille de MSC-graphes globalement coopératifs ci dessous
(figure 3.6 page suivante) est trivialement équivalente à une famille de MSC-
graphes à choix local de taille exponentielle en la taille des MSC-graphes
globalement coopératifs. Ces graphes ont tous un unique nœud initial et final,
sans transition, et il n’est pas possible de faire mieux puisqu’on ne peut pas
trouver de pointes autres que l’unique minimum de chaque MSC.

Comme nous l’avons remarqué plus tôt, la deuxième explosion exponen-
tielle vient du seul test PSPACE, celui pour les pointes, qui doivent être sou-
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1 2 3

1 2 3
1 2 3

1 2 3 1 2 3

Fig. 3.6 – Une famille de MSC-graphe difficile à exprimer avec des choix
locaux.

vent présentes pour que le CMSC-graphe soit équivalent à un MSC-graphe à
choix local. Cependant, on sait tout aussi bien implémenter un CMSC-graphe
à choix local, pour lesquels la présence de pointes n’est pas nécessaire.

Nous allons montrer qu’un test pour savoir qu’un CMSC-graphe sûr est
équivalent à un CMSC-graphe à choix local en co-NP, et si la réponse du test
est oui, alors on peut construire un CMSC-graphe équivalent exponentiel en
la taille du CMSC-graphe de départ. Ainsi, nonobstant le fait de couvrir plus
de protocoles implémentables, on va également réduire d’une exponentielle
la taille de l’implémentation obtenue !

Exemple 47 La famille de MSC-graphes globalement coopératifs de la fi-
gure 3.7 page suivante n’est pas équivalente à une famille de MSC-graphes
à choix local, parce qu’il il y a des MSC de taille infinie avec une unique
pointe. Cependant, on peut facilement définir un CMSC-graphe à choix local
équivalent.

On veut décomposer un triangle T en deux sous triangles T = T1T2. On
appelle les événements minimaux min(T ) = min(T1) = e et min(T2) = f .
Dans un CMSC, il y a au plus deux événements g, h immédiatement après
e (l’événement g successeur immédiat de e sur le même processus, et la ré-
ception h de e si e est un envoi). Evidemment, soit f ≥ g ou f ≥ h. Si
on veut minimiser la taille de T1, un choix optimal est donc de prendre
soit f = h, soit f = g. Le triangle T2 est défini comme étant l’ensemble
des événements Futur(f) dans le futur de f , et T1 est l’ensemble des événe-
ments qui ne sont pas dans Futur(f) mais sont dans Futur(e), c’est à dire
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1 2 1 2

Fig. 3.7 – Les CMSC-graphes à choix local sont plus expressifs que les MSC-
graphes à choix local.

F (f) = Futur(e) \ Futur(f) = T1. Nous montrons que si F (g) et F (h) sont
assez grands, alors nous serons capable de trouver deux boucles que nous
pourrons itérer, de telle manière que F (g) et F (h) deviennent aussi grands
que nous voulons. Rappelons que HT

b0
est le CMSC-graphe à choix local gé-

nérique avec des noeuds qui sont des triangles de taille au plus b0.

Proposition 44 Un CMSC-graphe G globalement coopératif est équivalent
à un CMSC-graphe à choix local si et seulement si L(G) ⊆ L(HT

b0
), avec

b0 = 4bG℘
2|G| + 1. Ce test peut être effectué en co-NP.

Preuve. Supposons que L(G) 6⊆ L(HT
b0

). Cela signifie qu’il existe un
MSC M ∈ L(G) et un envoi e ∈M tels que pour tout f ∈ {g, h} successeur
immédiat de e, nous avons |F (f)| > b0. Sinon, nous pourrions décomposer
tout MSC M en des triangles de taille au plus b0. Notons que e doit être
un envoi parce qu’une reception n’a qu’un successeur direct, et donc ne peut
poser problème. Ce test peut être effectué en co-NP.

Nous allons d’abord montrer comment grossir F (g), puis par symétrie
nous pourrons également grossir F (h). Le MSC M étiquette un chemin de G.
Comme il y a b0 événements dans F (g), il y a au moins 4bG℘

2 +1 occurrences
du même événement eg ∈ F (g). C’est à dire que nous pouvons décomposer
M en une séquence M = BB1 · · ·BnB

′ avec Bi étiquetant une boucle de G.
De plus, Bi commence et termine par eg, et n = 4bG℘

2 + 1.
Parmi ces n boucles, au plus 2bG℘

2 peuvent changer les Ω-types de Futur(g).
Plus précisément, on rappelle que l’alphabet de Kuske (voir section 2.3.1) est
Ω = T × {0, . . . , bG − 1}. On pose Typei(g) l’ensemble des Ω-types dans le
futur de g à la fin de Bi, c’est à dire dans (BB1 · · ·Bi) ∩ Futur(g). Il y a au
plus 2bG℘

2 boucles Bi avec Typei−1(f) 6= Typei(f), puisque Typei(f) est une
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suite croissante bornée. De la même manière, il y a au plus 2bG℘
2 boucles qui

peuvent changer les Ω-types de Futur(h). Ainsi, il y a au moins une boucle
qui ne change ni les Ω-types de Futur(g), ni ceux de Futur(h). Nous pouvons
donc itérer cette boucle Bk sans retirer d’événements à F (g) ou Futur(h) à
cause d’une causalité.

Plus formellement, soit M ′ = BB1B2 · · ·BkBk · · ·BnB
′ le même MSC que

M , mais où la boucle Bk a été itérée une deuxième fois. On note Futur′(h),
F ′(h), et Futur′(g), F ′(g) les futurs et non futurs de h, g dans M ′. On montre
que F (h) ⊆ F (h) et que F (g) ( F ′(g). On pose f ∈ {g, h}. Supposons par
l’absurde que Futur′(f) ∩ F (f) 6= ∅. On note d1 ≺ d2 ≺ · · · ≺ dm une chaîne
d’ordre avec d1 = f, dm ∈ F (f), et où di ≺ di+1 si m(di) = di+1 ou bien si
di <p di+1 pour un certain processus p.

Nous allons montrer que dm ∈ Futur(f), une contradiction avec dm ∈
F (f). Supposons qu’il y ait un i avec di dans le premier Bk et di+1 dans le
second. Nous allons supprimer le premier Bk pour obtenir le MSC M . Nous
avons dans M , di+1 <M dm. Comme Bk conserve les Ω-types de Futur(f),
nous avons un d′i ∈ Futur(f) dans BB1 · · ·Bk−1 du même Ω-type que di. Si
di <p di+1, alors dans M , nous avons aussi d′i <p di+1. Donc dm ∈ Futur(f).

Sinon, c’est que m(di) = di+1. Prenons d le premier élément de Bk du
même T -type que di (c’est à dire que la seconde composante du Ω-type peut
être différente). On a d′i <p d <p di. Ainsi d ∈ Futur(f) et nous avons
un d′ ∈ Futur(f) avant le premier Bk du même Ω-type que d. Ainsi, nous
avons au moins bG envois du même T -type que di dans [d′, d[, c’est à dire
dans Futur(f) et dans BB1 · · ·Bk−1, donc dans M . Comme BB1 · · ·Bk−1

étiquette un chemin du CMSC-graphe sûr G, il a au plus bG envois solitaires
par canal : ainsi, en supprimant le premier Bk, nous avons un d′′ ∈ Futur(f)
avec mM(d′′) = di+1. Donc dm ∈ Futur(f).

Sinon, c’est qu’il y a une des deux occurrences de Bk qui ne contiennent
aucun (di)i≤m. On va enlever cette occurrence et obtenir le MSC M . Nous
considérons la nouvelle relation d’ordre dans M . Si di <p di+1 dans M ′, c’est
encore vrai dans M . Si mM ′(di) = di+1, supposons que mM(di) 6= di+1. Sinon,
dm ∈ Futur(f). On a donc di avant le Bk effacé et di+1 après le Bk effacé. Il
doit aussi exister dansle Bk effacé un envoi d du même T -type que di+1 . Nous
pouvons alors raisonner comme ci-dessus pour prouver que dm ∈ Futur(f).

Concernant F ′(g), la boucle Bk contient au moins un événement de F ′(g),
donc F (g) ( F ′(g). On peut itérer cette boucle, qui fait grossir F (g) sans
faire retrécir F (h).

118



CHAPITRE 3. IMPLÉMENTATION 3.3. VOIR PLUS LOIN?

De même, on peut décomposer M en fonction des boucles pour F (h).
Ainsi, il y a une boucle qu’on peut itérer, qui contient au moins un événement
de F (h), et qui ne diminue pas la taille de F (g). Comme G est sûr, on obtient
un MSC de L(G) en itérant les deux boucles. Ainsi, on obtient pour tout k un
MSC Mk ∈ L(G) \ L(HT

k ). Ainsi, G n’est équivalent à aucun CMSC-graphe
à choix local.

2

En utilisant la propriété 39 page 110 et la propriété précédente, on obtient

Théorème 9 Soit G un CMSC-graphe sûr. Alors il est décidable en co-NP si
G est équivalent à un CMSC-graphe à choix local. Si la réponse est positive,
alors un CMSC-graphe à choix local équivalent à G peut être construit de
taille exponentielle en |G|.

Nous pouvons également montrer qu’il existe des cas où cette exponen-
tielle doit être payée, ce qui implique l’optimalité du théorème précédent.

3.3 Voir plus loin ?

Nous avons à peu près supprimé la restriction d’avoir souvent des pointes
avec les CMSC-graphes à choix local en comparaison avec les MSC-graphes à
choix local, tout en diminuant la complexité de transformer un CMSC-graphe
en un CMSC-graphe à choix local. Cependant, le manque de parallélisme,
qui est l’autre grande restriction des CMSC-graphes à choix local, empêche
de représenter certains protocoles implémentables, tout en empêchant une
description concise d’autres protocoles.

Comme a priori, le parallélisme ne nuit pas à l’implémentation, l’idée est
de rajouter un opérateur de parallélisme au niveau des CMSC-graphes. En
donnant une restriction de choix local de telle manière à ce que le CMSC-
graphe soit facilement implémentable sans blocage, on résoudrait en partie
le problème du manque de parallélisme. Cependant, l’expressivité, les algo-
rithmes de test d’un CMSC-graphe à choix local équivalent et de model-
checking seraient plus compliqués. On pourrait même étendre l’opérateur de
parallélisme entre deux MSCs n’ayant aucun processus en commun à un opé-
rateur de mélange (shuffle), faisant le mélange des actions sur les processus
commun. Les papiers de [Für80, MS94] seraient certainement d’une grande
aide pour résoudre ces problèmes.
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La question de l’implémentabilité sans blocage est une question difficile.
D’autres approches ont été menées. Elles consistent à tester si un MSC-
graphe est implémentable par un CFM sans donnée ajoutée (c’est à dire sans
donnée de contrôle) et sans blocage [AEY00, AEY01, Loh02]. Le résultat
est qu’on ne peut tester une telle implémentation que pour les MSC-graphes
globalement coopératifs, en complexité EXPSPACE-complet. Cependant, ce
résultat ne prend pas en compte certains MSC-graphes à choix local (qui
sont donc implémentables sans blocage si on permet d’ajouter des données).
Le papier de [BM03] donne un résultat théorique intéressant, en ce sens qu’il
caractérise les MSC-graphes globalement coopératifs implémentables sans
blocage et avec données additionnelles : ce sont ceux qui, à renommage des
messages près, sont ’cohérents’. Le renommage des messages est analogue à
ajouter des données de contrôle. En testant en EXPSPACE si le langage d’un
MSC-graphe est cohérent, il s’assure de pouvoir implémenter tous les MSC-
graphes implémentables sans donnée additionnelle ni blocage. Toutefois, nous
ne savons pas borner le renommage : certains MSC-graphes à choix local ne
sont toujours pas pris en compte par ce test (ceux dont le langage n’est
cohérent que si les messages sont renommés). Cette approche est également
plus coûteuse que celle décrite dans cette thèse.
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Chapitre 4

Model-Checking

Felix qui potuit rerum cognoscere causas 1

Virgile in les Géorgiques, Chant II, vers 489

La deuxième grande question de vérification à laquelle nous nous intéres-
sons est plus standard : il s’agit de tester si un modèle satisfait une certaine
propriété. C’est ce que l’on appelle le model-checking. Nous donnerons des
résultats pour plusieurs types de formalismes. Tout d’abord, nous explique-
rons en quoi les logiques usuelles (MSO, LTL) sur les mots sont inadaptées
aux problèmes de tester des modèles concurrents. Ensuite, nous présente-
rons les résultats quand la propriété à satisfaire est exprimée par un MSC-
graphe. Cette formulation a l’avantage d’être visuelle, et elle généralise la
formulation par ensembles finis de MSC, utilisée par les ingénieurs. Enfin,
nous introduirons un nouveau formalisme, logique concurrente analogue de
la logique temporelle linéaire (LTL). Cette dernière logique a l’avantage de
pouvoir exprimer facilement des propriétés intéressantes. De plus, les for-
mules sont souvent concises, ce qui rend la vérification efficace en pratique.
Un implantation est d’ailleurs en cours.

Les modèles peuvent également être exprimés à l’aide de plusieurs forma-
lismes. Les modèles de protocoles intéressants sont les CFM et les CMSC-
graphes. On rappelle qu’on peut souvent supposer que le modèle M est donné
sous la forme d’un automate acceptant des représentants de M. En effet, un
automate de représentants peut être obtenu de taille linéaire en un CMSC-
graphe sûr G. De plus, on peut obtenir un automate acceptant LinbG(G)

1Heureux celui qui a pu pénétrer les causes secrètes des choses.
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(voir le théorème 5 page 84) si M est donné sous la forme d’un CMSC-
graphe globalement coopératif. L’automate est alors exponentiel en la taille
du graphe M. De plus, si M est donné sous la forme d’un CFM, on peut
également calculer un automate de taille exponentielle en ℘ reconnaissant
Linb(M). Les CFMs ont deux inconvénients comparés aux CMSC-graphe
sûrs. Premièrement, on ne connaît pas d’automate de taille polynomiale en
M qui représente un ensemble de représentants2 de M. D’autre part, même
si un CFM est ∃-borné, il est indécidable de calculer la borne b. On ne peut
même pas tester si un CFM est ∃-b-borné.

Dans les théorèmes, quand on aura besoin de la borne existentielle d’un
CFM A pour assurer la décidabilité d’un algorithme, on prendra pour hypo-
thèse que A est un CFM ∃-b-borné.

4.1 Logiques

Une des logiques les plus populaires pour les mots est probablement la
logique temporelle linéaire (LTL). Elle permet d’exprimer de manière concise
des propriétés intéressantes. On peut obtenir un automate acceptant exac-
tement les exécutions satisfaisant une formule LTL, de taille exponentielle
en la taille de la formule. Si le modèle est donné par un automate de mots,
alors le model-checking est PSPACE dans la taille de la formule (et linéaire
dans la taille de l’automate, qui est généralement beaucoup plus gros que la
formule).

Définition 42 Un ensemble de MSC M satisfait une formule LTL ϕ si
M ⊆ L(ϕ). On rappelle que L(ϕ) contient les MSC dont toutes les linéari-
sations satisfont ϕ, ie Lin(M) ⊆ L(ϕ).

Comme nous l’avons rappelé précédemment, le langage d’un formule LTL
n’est pas clos par commutation.

Ainsi, on a facilement

Proposition 45 [AY99] Savoir si un CFM ou un MSC-graphe satisfait une
formule LTL est indécidable.

Savoir si un CFM A universellement b-borné satisfait une formule LTL
ϕ est PSPACE en |ϕ|℘ et temps linéaire en b+ |A|.

2C’est le but des réductions d’ordre partiel [Pel98], dont nous reparlerons plus tard.
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Savoir si un CMSC-graphe régulier G satisfait une formule LTL ϕ est
PSPACE en |ϕ||G|.

Pour les résultats de décidabilité, on calcule pour le CFM A ou le CMSC-
graphe G l’automate acceptant l’ensemble des linéarisations du système, c’est
à dire L(A) ou [L(G)]. Comme une formule LTL ϕ ne parle pas de MSC,
on ne sait pas utiliser une représentation régulière de Linb(L(ϕ)), et plus
généralement un ensemble de représentants. Ainsi, la logique LTL dans cette
forme n’a pas les mêmes propriétés séduisantes pour les modèles concurrents
qu’elle a pour les mots. Pour les traces, des logiques LTL plus adaptées
ont été définies [TW02, DG02, DG04]. Nous verrons également plus loin
(section 4.3 page 133) une logique adaptée pour les MSC, proche de LTL

La logique MSO sur les MSC a quant à elle des propriétés identiques pour
les mots et pour les modèles concurrents [Mad01].

Proposition 46 [MM01] Savoir si un CFM satisfait une formule MSO sur
les MSC est indécidable.

Savoir si un CMSC-graphe sûr ou un CFM existentiellement b-borné sa-
tisfait une formule MSO ϕ est Non élémentaire en |ϕ|.

A part pour les cas où on ne connaît pas de borne existentielle concernant
les canaux de communication, on peut décider si un modèle concurrent satis-
fait une formule MSO sur les MSC. Evidemment, il ne peut y avoir de miracle
concernant la complexité, puisque le model-checking d’une formule MSO est
déjà non élémentaire dans le cas des mots. Ainsi, ces deux formalismes ne
sont pas très adaptés au model-checking de structures concurrentes.

4.2 MSC-Graphes

4.2.1 Appartenance (Membership)

Usuellement, la spécification est donnée sous la forme d’un ensemble (gé-
néralement fini) de MSC à proscrire, et d’un ensemble de MSC qui doivent
être possibles.

Dans le cas d’un ensemble fini, il suffit de tester un par un les MSC pour
savoir si ils sont possibles dans le système. C’est ce qu’on appelle le problème
d’appartenance (membership).
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Proposition 47 Savoir si un MSC appartient au langage d’un CFM peut
être testé en temps linéaire.

Savoir si un MSC M appartient au langage d’un CMSC-graphe est NP-
complet en le nombre ℘ de processus, et NLOGSPACE en |M | [AEY01].

Cependant, la borne inférieure ne tient plus dans le cas où le CMSC-
graphe est à choix local. Dans ce cas là, on peut prouver que la question est
NLOGSPACE-complète, avec un algorithme en temps quadratique.

Soit un événement e d’un MSC M . On rappelle que l’ensemble des évé-
nements {f ∈ M | e ≤ f} dans le futur de e est noté Futur(e).

Proposition 48 Savoir si un MSC appartient au langage d’un CMSC-graphe
à choix local est NLOGSPACE-complet et en temps quadratique.

Preuve. Soit M un MSC et G un CMSC-graphe à choix local. Supposons
que M ∈ L(G). Soit v1 · · · vn un chemin dans G étiqueté par M1 · · ·Mn = M .
Alors pour tout i, Mi . . .Mn est un triangle. Ainsi, on peut repérer la position
actuelle dans le chemin du CMSC-graphe par (l’événement minimal d’) un
nœud, et la position dans le MSC par l’événement minimal parmi ceux qui
n’ont pas encore été vus dans le chemin. Plus précisément, si on sait que
M1 · · ·Mi est un préfixe de M , alors on vérifie que le suffixe M \M1 · · ·Mi

de M n’a qu’un seul minimum ei. En effet, s’il possède deux minimaux, alors
il est impossible de trouver un sous chemin de G étiqueté par Futur(ei) =
Mi+1 · · ·Mn. On vérifie alors que M1 . . .Mi+1 est aussi un préfixe de M , en
testant si Mi+1 est un préfixe de Futur(ei). Nous avons donc un algorithme
NLOGSPACE.

Concernant un algorithme en temps quadratique, il suffit de construire
un graphe G′ composé de |M | copies de chaque nœud. Pour tout nœud v de
G et événement e de M , il y a un nœud (v, e) dans G′. Il y a une transition
dans G′ de (v, e) à (w, f) si Futur(e) \ Futur(f) = λ(e). Nous rappelons que
la complexité de l’égalité de deux MSCs est en temps linéaire. Notons que
(v, e) définit au plus un seul f , donc le nombre de transitions est O(|M ||G|).
Il ne suffit plus que de demander si ǫ est accessible dans le graphe G′. La com-
plexité de l’accessibilité étant linéaire en la taille du graphe, nous obtenons
un complexité totale de O(|M ||G|).

2

Notons que pour ce résultat, l’hypothèse de sûreté (ou d’équilibre), conte-
nue dans la définition de choix local, est inutile.
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4.2.2 Model-Checking

Une généralisation simple de ce problème est de considérer que la pro-
priété est donnée sous la forme d’un graphe de MSC. Comme les MSC-
graphes ne sont pas facilement complémentables, nous sommes obligés de
séparer la vérification en deux questions distinctes :

– Le model-checking négatif, qui consiste à demander si le modèle, un en-
semble de MSC M, produit un MSC d’un ensemble de MSC à proscrire
M′ : c’est à dire est ce que M∩M′ = ∅.

– Le model-checking positif, qui consiste à demander si le modèle, un
ensemble de MSC M, est contenu dans l’ensemble des MSC qui sont
possibles M′ : c’est à dire est ce que M ⊆ M′.

On peut alors appliquer le théorème 5 page 84 (et plus particulièrement
la proposition 27 page 81) pour obtenir les propriétés suivantes.

Théorème 10 Savoir si un MSC-graphe contient tous les MSC est indéci-
dable [MP99].

Le model-checking négatif de deux MSC-graphes est indécidable [MP99].
Soit G un CMSC-graphe sûr, H un CMSC-graphe globalement coopératif

et A un CFM. Alors on peut décider les problèmes suivants :
– L(G) ∩ L(H) = ∅ est PSPACE-complet en |H|, bG.
– L(G) ⊆ L(H) est EXPSPACE-complet en |H|, bG.
– L(G) ∩ L(A) = ∅ est PSPACE en le nombre de processus ℘.
– L(G) ⊆ L(A) est EXPSPACE en le nombre de processus ℘.

On rappelle que bG est la borne universelle sur L(G), un ensemble de
représentant d’un CMSC-graphe sûr G (elle est au plus |G|). Il est bon de
noter que même en restreignant le problème aux MSC-graphes réguliers, on
ne peut pas gagner en complexité (les bornes inférieures proviennent d’ailleurs
de ce cas [MP99]).

On peut citer qu’une sous classe des CMSC-graphes globalement coopéra-
tifs a été définie dans [GMSZ02]. Il s’agit de la sous-classe des CMSC-graphes
localement coopératifs (voir la définition dans [GMSZ02]), pour lesquels une
représentation régulière de LinbG(G) n’est exponentielle qu’en le nombre des
processus ℘. Ainsi, on a

Proposition 49 [GMSZ02] Soit G un CMSC-graphe sûr, H un CMSC-
graphe localement coopératif.

– L(G) ∩ L(H) = ∅ est PSPACE-complet en ℘.
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– L(G) ⊆ L(H) est EXPSPACE-complet en ℘.

Ainsi, si le nombre de processus ℘ est fixé, alors la complexité du model-
checking devient la même que celle des automates.

4.2.3 MSC-Graphes à Choix Local

Il se trouve que les CMSC-graphes à choix local forment une sous-classe
des CMSC-graphes localement coopératifs. Ainsi, il se pourrait que la com-
plexité du model-checking soit encore meilleure. C’est effectivement le cas,
puisque nous avons démontré dans [GMSZ02] que la complexité du model-
checking entre deux MSC-graphes à choix local était la même que celle des
automates de mots. Il est bon de noter que dans le cas des CMSC-graphes
à choix local, on ne connaît pas de meilleur algorithme que celui donné pour
les CMSC-graphes localement coopératifs, c’est à dire exponentiellement plus
compliqué en le nombre des processus que le model-checking des automates
de mots. Dans ce cas, la démonstration est simple, en transformant le CMSC-
graphes à choix local G en un CFM A de taille linéaire en G. Puis on calcule
une représentation régulière pour LinbG(A), exponentielle uniquement dans
le nombre de processus. Si le CMSC-graphe est à choix local, les bornes in-
férieures ne s’appliquent plus, donc la complexité exacte est encore ouverte.

Nous avons tout d’abord besoin de la notion de (non) décomposition d’un
triangle pour donner un lemme qui nous permettra de résoudre le model-
checking des MSC-graphes à choix local d’une manière très efficace.

Nous rappelons qu’un triangle n’a qu’un seul événement minimal. Un
événement dont le futur est un MSC est appelé une pointe. En l’occurrence,
l’événement minimal d’un triangle MSC est une pointe. Intuitivement, nous
raffinons un triangle en une suite de triangles aussi petits que possible, tout
en conservant la propriété de choix local. Nous assurons ainsi une sorte d’uni-
cité (voir le lemme 10 page 128) quand seront comparés l’un à l’autre deux
chemins de CMSC-graphes à choix local raffinés.

Quitte à modifier légèrement un MSC-graphe à choix local, on peut sup-
poser que tous les successeurs d’un nœud v commencent par le même proces-
sus, que nous appellerons root(v) (sinon, il suffit de faire une copie de chaque
nœud par processus qui commence un nœud successeur, ce qui multiplie la
taille au plus par ℘). Nous appellerons un tel MSC-graphe local. Il est bon
de noter que root(v) n’est pas le processus minimal de v, c’est le processus
minimal de w avec v → w.

126



CHAPITRE 4. MODEL-CHECKING 4.2. MSC-GRAPHES
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Fig. 4.1 – Une p-décomposition d’un MSC.

Définition 43 Soit M un MSC et p un processus. On dit que M est p-
décomposable si il existe un événement e de M tel que Futur(e) est un MSC
et contient un événement sur le processus p, et M 6= Futur(e). Notons que
Futur(e) doit contenir l’envoi ou la réception associée par la fonction de
message avec chaque événement de Futur(e). En d’autres termes, M est p-
décomposable s’il existe un MSC triangle T contenant un événement sur p
avec M = NT pour un certain N .

Nous dirons qu’un nœud v d’un MSC-graphe est p-décomposable si le MSC
étiquetant v est p-décomposable. Un MSC-graphe local est non décomposable
si aucun de ses nœuds v n’est p-décomposable, avec p = root(v).

Proposition 50 Soit H un MSC-graphe à choix local.
Alors on peut construire en temps quadratique un MSC-graphe G′ local et

non décomposable, équivalent à H. De plus, G′ est de taille ℘|H|.

Preuve. Nous avons déjà expliqué comment obtenir un MSC-graphe G
local depuis un MSC-graphe H à choix local. Le MSC-graphe G est de taille
℘|H|.

Soit v un nœud de G = (V,→, λ, V0, Vf), et M1 = λ(v). On montre com-
ment décomposer récursivement le nœud v. La décomposition est appliquée
à un MSC triangle M par rapport à un processus p. Nous commençons par
prendre M = M1 et p = p1 = root(v) (si v n’a pas de successeur, nous choisis-
sons arbitrairement p1 ∈ P (M1)). Si M1 est p1-décomposable, alors on pose
M1 = M2N1 avec N1 le triangle de taille minimale contenant un événement
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sur p1. Donc N1 n’est pas p1-décomposable. Nous répétons le procédé avec
M = M2 et p2 le processus minimal de N1. La décomposition s’arrête lorsque
M n’est plus p-décomposable.

Nous obtenons ainsi une suite Nl, . . . , N1 de MSC triangles et une suite
pl, . . . , p1 de processus avec M1 = Nl · · ·N1, et pmin(Ni) = root(Ni+1) =
pi+1. De plus, pi ∈ P (Ni) pour tout i. Nous remplaçons ainsi v par un nou-
veau chemin wl, . . . , w1, où wi est étiqueté par le triangle Ni. Notons que
ce nouveau chemin wl, . . . , w1 satisfait la propriété de localité. De plus, les
CMSC étiquetant les nœuds de ce nouveau chemin sont tous non décompo-
sables par rapport au processus minimal du successeur.

Nous appliquons cet algorithme à chaque nœud v de G, en obtenant un
CMSC-graphe local et non décomposable G′. Comme chaque événement de
G appartient à un et un seul nœud de G′, G′ est de taille |G′| ≤ ℘|H|, et
équivalent à H . Comme chaque pas de décomposition demande au plus un
temps O(|G|), l’algorithme est quadratique.

2

Le lemme suivant signifie que pour décider si deux chemins (v1, . . . , vk)
et (w1, . . . , wl) de MSC-graphes non décomposables et locaux sont étiquetés
par les mêmes MSC, on peut agir de la façon suivante. Supposons que vi soit
étiqueté par Mi et wj par Nj . Nous montrons qu’il doit exister un indice i
tel que Mj = Nj pour tout j ≤ i, mais Mi+1 6= Ni+1. De plus, Ni+2 · · ·Nl est
un suffixe de Mi+1, et Mi+2 · · ·Mk est un suffixe de Ni+1. Notons que pour
vi+1 et wi+1 fixés, nous pouvons décider facilement si de telles factorisations
existent. Si un tel indice i n’existe pas, alors les deux chemins ne sont pas
étiquetés par le même MSC. Il suffit pour avoir ce résultat d’appliquer le
lemme donné ci dessous de manière récursive.

Lemme 10 Soit (v1, . . . , vk), (w1, . . . , wl) deux chemins de MSC-graphes lo-
caux et non décomposables.

Supposons que vi soit étiqueté par Mi et wj soit étiqueté par Nj. Supposons
de plus que M1 · · ·Mk = N1 · · ·Nl.

Alors une de ces conditions est satisfaite :

1. M1 = N1 ou bien

2. M1 = XN2 · · ·Nl et N1 = XM2 · · ·Mk, pour un certain MSC X. De
plus, P (M2 · · ·Mk) ∩ P (N2 · · ·Nl) = ∅.

Preuve. Si l = 1 ou k = 1, alors le second cas est trivialement satisfait.
Sinon, on pose X = M1 ∩ N1 l’intersection de M1, N1, c’est à dire le plus
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grand préfixe commun de M1, N1. On pose M1 = XY , N1 = XY ′, où P (Y )∩
P (Y ′) = ∅ et X est un MSC triangle. On pose également un MSC Z tel que
N2 · · ·Nl = Y Z. Alors, M2 · · ·Mk = Y ′Z.

Nous montrons tout d’abord qu’au moins un des MSC Y, Y ′, Z doit être
vide. Par l’absurde, supposons que Y, Y ′, Z sont non vides. On choisit e un
événement minimal de Z. Comme Y Z = N2 · · ·Nl est un MSC triangle, nous
devons avoir P (e) ∈ P (Y )3. Par symétrie, P (e) ∈ P (Y ′). Mais nous savons
que P (Y ) ∩ P (Y ′) = ∅, contradiction.

Si Z est vide, le second cas du lemme est satisfait.
Par symétrie, on peut supposer que Y est vide, c’est à dire que M1 est un

préfixe de N1. Nous voulons montrer que Y ′ est aussi vide, c’est à dire que
M1 = N1. Nous montrons d’abord que N1 = M1 · · ·Mj pour un certain j, et
finalement que j = 1.

Soit j le premier indice tel que N1 ⊆ M1 · · ·Mj . Par l’absurde, nous
supposons que l’événement minimal de N2 appartient à un certain Mi, avec
i ≤ j. Soit f l’événement minimal de Mi. Supposons tout d’abord que f =
e. Comme G est local, Mi · · ·Mj est un préfixe de N2 · · ·Nl. Ainsi, N1 ⊆
M1 · · ·Mi−1, ce qui contredit la minimalité de j.

Ainsi, f < e, et l’événement f appartient à N1. Comme e est un envoi
(sinon, Futur(e) ne serait pas un MSC), et que f < e dans N1N2, il existe
un événement g ≥ f dans N1 avec P (g) = P (e) = p. De plus, la restriction
de Futur(f) à N1 est un MSC puisque f est l’événement minimal de Mi.
Cela rentre en contradiction avec la non décomposabilité de N1. Ainsi N1 =
M1 · · ·Mj .

Nous avons l ≥ 2, c’est à dire j < k. Ainsi, root(Mj) = min(Mj+1) =
min(N2) = root(N1). Il existe donc un événement f ′ de Mj avec p = P (f ′) =
root(Mj). Donc e′ = min(Mj) ≤ f ′ et les événements e′, f ′ appartiennent
aussi à N1. Mais cela signifie que N1 est p-décomposable, puisque Futur(e′)
restreint à N1 est un MSC. Ainsi, nous avons e′ = min(N1), c’est à dire j = 1,
donc Y ′ vide.

2

Nous pouvons ainsi montrer un résultat très utile :

Théorème 11 Soient G et G′ deux MSC-graphes à choix local.

3Nous aurions pu définir et donner les mêmes résultats en prenant des CMSC-graphes à
la place de MSC-graphes. Jusqu’ici. En effet, si nous avons un CMSC à la place d’un MSC,
il est possible que Y contienne l’envoi associé à la réception qui est un élément minimal
de Z. Or sans ce résultat, toute la démarche est vouée à l’échec.
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1. Décider si L(G)∩L(G′) 6= ∅ est NLOGSPACE-complet. De plus, cette
question peut être résolue en temps déterministe O(℘2(|G| + |G′|)2).

2. Décider si L(G) ⊆ L(G′) est PSPACE-complet en |G′|.

Preuve. Les bornes inférieures proviennent des résultats classiques sur
les automates de mots.

Problème d’intersection Nous montrons que le problème d’intersec-
tion peut être résolu en temps O((|G|+ |G′|)2). Quitte à appliquer la propo-
sition 50 page 127 à G et G′, on peut supposer que G et G′ sont locaux et
non décomposables.

Supposons que L(G)∩L(G′) 6= ∅. Il existe alors deux chemins acceptants
de G,G′ étiquetés par M = M1 · · ·Mk et N = N1 · · ·Nl avec M = N . C’est
à dire que ces chemins satisfont les hypothèses du lemme 10 page 128.

Nous définissons un MSC-graphe G × G′ avec V × V ′ pour ensemble de
nœuds, où V est l’ensemble des nœuds de G et V ′ celui de G′. Il y a une
transition (v, v′) −→ (w,w′) dans G × G′ si λ(v) = λ(v′), v −→ w dans
G et v′ −→ w′ dans G′. Un nœud (v, v′) de G × G′ est ainsi étiqueté par
λ(v, v′) = λ(v) = λ(v′).

Nous testerons le second cas du lemme 10 page 128 en utilisant un en-
semble T de nœuds cibles de G×G′. On pose (v, v′) ∈ T ssi :

1. λ(v) = XY et λ(v′) = XY ′, où P (Y ) ∩ P (Y ′) = ∅.

2. Y ′ étiquette un chemin depuis un successeur de v jusqu’à un état final
de G (si Y ′ est le MSC vide, alors v doit être un état final de G).
Symétriquement, Y étiquette un chemin depuis un successeur de v′

jusqu’à un état final de G′.

Nous pouvons calculer si (v, v′) est un nœud cible en effectuant une recherche
en profondeur dans G,G′, pour trouver un chemin final étiqueté par Y de-
puis un successeur de v′ (si v′ n’est pas final), et symétriquement pour Y ′.
Ainsi, l’ensemble cible T peut être calculé en temps quadratique ou espace
logarithmique d’après la proposition 48 page 124.

D’après le lemme 10 page 128, L(G)∩L(G′) 6= ∅ si et seulement si T n’est
pas accessible dans G× G′ depuis (v0, v′0), où v0 et v′0 sont respectivement
des nœuds initiaux de G et G′. Ainsi, ce problème peut être résolu en temps
linéaire dans le nombre de nœuds de G × G′, c’est à dire en temps O(|G| ·
|G′|). Cela donne ainsi la borne O(℘2(|G| + |G′|)2) en tenant compte de la
transformation en un MSC-graphe local et non-décomposable.
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La borne supérieure NLOGSPACE est aisée à montrer, nous donnons
juste les idées de la preuve. Nous ne transformons pas G, G′ en des MSC-
graphes locaux et non-décomposables, ni ne construisons le MSC-graphe pro-
duit G×G′. Comme d’habitude avec les algorithmes d’accessibilité, il suffit
d’une mémoire stockant un seul nœud de G × G′ à chaque instant. Etant
donnés un nœud (v, v′) de G×G′, le MSC triangle λ(v, v′) étiquetant (v, v′)
est identifié de manière unique par deux paires d’événements, (e, f) de G et
(e′, f ′) de G′. Plus précisément, λ(v, v′) = Futur(e) \ Futur(f) = Futur(e′) \
Futur(f ′). Nous pouvons tester de manière analogue si (v, v′) → (w,w′) est
une transition de G×G′ en NLOGSPACE. Pour l’ensemble des nœuds cibles,
on peut remarquer que chaque MSC X, Y, Y ′ apparaissant dans la définition
de T est un triangle. Ainsi, nous pouvons raisonner comme ci dessus pour
décider en NLOGSPACE si un nœud de G×G′ appartient à T .

Problème d’inclusion

Nous montrons maintenant que le problème d’inclusion se résout en PS-
PACE. On peut supposer que G,G′ sont locaux et non décomposables. Nous
allons tester si il existe un chemin acceptant dans G étiqueté par M qui ne
correspond à aucune étiquette d’un chemin acceptant dans G′. Pour cela,
nous allons comme d’habitude deviner un chemin ρ de G et considérer tous
les chemins correspondants possibles dans G′. Pour cela, nous construisons

un graphe Ĝ×G′ à partir G×G′, qui correspond à peu près au produit de
G par le graphe des parties de G′.

Le chemin ρ deviné détermine d’une manière unique tous les chemins
correspondants dans G′. Chacun de ces chemins de G′ peut rentrer dans l’un
ou l’autre cas du lemme 10 page 128. A chaque instant, nous considérons
un nœud v de G et un ensemble W ′ de nœuds de G′ qui correspondent au
premier cas du lemme 10 page 128. A chaque fois que (v, v′) ∈ T (voir la
définition de T pour le problème d’intersection) avec v′ ∈ W ′, l’algorithme
stocke le suffixe de v′ qui reste à vérifier dans G, comme indiqué dans le

second cas du lemme 10 page 128. Ainsi, un état de Ĝ×G′ est un triplet
(v,W ′, S) où v est un nœud de G, W ′ est un sous ensemble de nœuds de G′

et S est un ensemble de suffixes de MSC étiquetant des nœuds de G′.

Plus formellement, soit Suff l’ensemble des suffixes des MSC étiquetant

un nœud de G′. Les états de Ĝ×G′ sont V ×2V ′

×2Suff. Les transitions sont
définies par (v1,W

′
1, S1) −→ (v2,W

′
2, S2), avec

– v1 → v2

131



4.2. MSC-GRAPHES CHAPITRE 4. MODEL-CHECKING

– W ′
2 = {v′2 | ∃v

′
1 ∈W ′

1, (v1, v
′
1) −→G×G′ (v2, v

′
2)

4}
– S2 est défini par les deux conditions suivantes :

(A) Si M = λ(v1)Y pour un certain M ∈ S1, alors Y ∈ S2,
(B) Si (v2, v

′
2) ∈ T pour un certain v′2 ∈ W ′

2, et λ(v′2) = XY ′ avec
X = λ(v2) ∩ λ′(v′2), alors Y ′ ∈ S2.

Remarquons que dans le cas B ci-dessus, si λ(v2) = λ(v′2), alors le MSC

vide ǫ ∈ S2. On pose T̂ l’ensemble de nœuds finaux de Ĝ×G′ : on a
(v,W ′, S) ∈ T̂ si v est final dans G, et que le MSC vide n’appartient pas
à S. Les nœuds initiaux sont (v0, {v′0}, {Y ′}), pour v0, v′0 nœuds initiaux de
G,G′ et λ(v0) = XY, λ′(v′0) = XY ′, avec P (Y ) ∩ P (Y ′) = ∅. Si X n’éxiste
pas, alors nous avons facilement L(G) 6⊆ L(G′).

Nous montrons qu’un état de T̂ est atteignable si et seulement si L(G) \
L(G′) = ∅. En tant que problème d’accessibilité dans un graphe de taille
exponentiel, un algorithme PSPACE en découle facilement.

Supposons qu’il existe un chemin acceptant ρ = v0 · · · vl dans G, étiqueté
par M , tel que M /∈ L(G′). Le chemin ρ défini de manière unique un chemin

ρ̂ = v̂0 · · · v̂l de Ĝ×G′ avec v̂i = (vi,W
′
i , Si), pour tout i. Nous montrons que

v̂l ∈ T̂ . Par l’absurde, supposons que le MSC vide appartienne à Sl. Nous
considérons la transition v̂k → v̂k+1 qui a généré un suffixe Y ′ dans Sk+1 (cas
B), qui a ensuite amené (par répétition du cas A) au MSC vide dans Sl. Ainsi,
il existe une transition v′k → v′k+1 dans G′ telle que la paire (vk+1, v

′
k+1) ∈ T .

De plus, λ(v′k+1) = (λ(vk+1)∩λ
′(v′k+1))Y

′. Par définition des transitions (plus
précisément de la composante W ′), nous avons λ(vi) = λ′(v′i) pour tout i ≤ k.
Par choix de k, λ′(v′k+1 · · · v

′
m) = λ(vk+1 · · · vl), donc λ′(v′0 · · · v

′
m) = M avec

v′m final dans G′ par définition de l’ensemble T . C’est une contradiction.
Réciproquement, supposons qu’il existe un chemin acceptant

(v0,W
′
0, S0), . . . , (vl,W

′
l , Sl) dans Ĝ×G′ et (vl,W

′
l , Sl) ∈ T̂ . On pose M =

λ(v0 · · · vl). Par l’absurde, supposons qu’il existe un chemin acceptant v′0 · · · v
′
m

de G′ étiqueté par M . Alors, nous pouvons appliquer le lemme 10 page 128. Il
existe un indice k tel que λ(vi) = λ′(v′i) pour tout i ≤ k, et (vk+1, v

′
k+1) ∈ T .

Alors, v′k+1 ∈ W ′
k+1, et Y ′ ∈ Sk+1, où λ′(v′k+1) = (λ′(v′k+1) ∩ λ(vk+1))Y

′. Par
définition de T , le MSC vide appartient à Sl, contradiction.

2

On peut remarquer que l’hypothèse de sûreté pour un CMSC-graphe à
choix local est très importante pour ce résultat. En effet, il est déjà NP-
complet de savoir si le langage des CMSC-graphes à choix local équilibré

4C’est à dire, λ(v1) = λ′(v′1) et v′1 → v′2.
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(au lieu de sûr) est non vide. La preuve, facile (réduction à 1-in-3 SAT), est
laissée au lecteur.

Proposition 51 On peut tester en PSPACE si un MSC-graphe G′ est inclus
dans un MSC-graphe à choix local G.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’en vertu de la propriété 39 page 110,
G′ ⊆ G ⊆ HM

|G| implique que G′ est équivalent à un MSC-graphe à choix lo-
cal G′′, de taille exponentielle en G′ et G. On teste donc tout d’abord cette
propriété en temps PSPACE.

On teste ensuite si G′′ ⊆ G′, ce qui est PSPACE en G′ et en temps linéaire
en G′′ d’après le théorème 11 page 129. Ainsi, nous avons un test PSPACE
en G,G′.

2

Il est bon de remarquer qu’on ne peut pas appliquer la même astuce pour
tester le model-checking négatif d’un MSC-graphe globalement coopératif
contre un MSC-graphe à choix local. En effet, étant donné qu’il est possible
d’interpréter un MSC en tant que MSC-graphe à choix local (quitte à rajou-
ter un unique événement minimal), la complexité du model-checking négatif
est au moins aussi haute que celle de l’appartenance pour un MSC-graphe
globalement coopératif, complexité qui est déjà NP-complet.

Nous pouvons ainsi colorer le diagramme 4.2 page suivante de compa-
raison des MSC-graphes avec les CFM par une couleur relative au coût du
model-checking négatif entre deux (C)MSC-graphes de cette classe. La com-
plexité va de temps polynomial à indécidable, en passant par PSPACE(pr)
en le nombre de processus, et PSPACE(G) en la taille du graphe G.

4.3 Template MSC

Ainsi, à part pour tester le vide de l’intersection de deux MSC-graphes à
choix local, le model-checking semble trop onéreux. Nous allons ici proposer
un nouveau formalisme logique, dont la complexité dans certains cas semble
raisonnable, puisqu’il a les mêmes propriétés que LTL.

Le template MSC N dans la partie droite de la figure 4.3 page 136 décrit
l’ensemble des CMSC contenant le message a.

L’idée est d’utiliser des boîtes (ou trous), qui peuvent être remplacé par
n’importe quel CMSC. Ainsi, nous retrouvons un peu la même idée que
[MPS98], sauf que les trous sont définis explicitement.
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Control

global

local

Channel
Bound

FG

CFM

deadlock-free CFM

MSG

CFM

CMSGCMSG
safe

CFM

CMSG
regular gc CMSG

loop
connect

local
choice lc-MSG lc CMSGPTIME

PSPACE(pr)

PSPA CE(G)

undecidable

Fig. 4.2 – Coût du vide de l’intersection de deux (C)MSC-graphes.
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Définition 44 Un template MSC est un nuplet (P, E,Γ, C, λ,m,<), où M =
(P, E, C, λ,m,<) est un CMSC, et :

– Γ est un ensemble fini de boites,
– λ : E ∪ Γ → T ∪ 2T , avec λ : E → T la fonction de type de M et
λ(γ) ⊆ T les types de messages permis dans la boite γ ∈ Γ. On pose
Γp ⊆ Γ l’ensemble des boîtes γ telles que λ(γ) permet un événement
sur le processus p.

– ≤⊆ (E ∪ Γ)2 étend l’ordre < du CMSC tel que pour chaque processus
p ∈ P, la restriction de < à Ep ∪ Γp est un ordre total.

L’ordre entre les boîtes et les événements assure qu’un template MSC
peut être effectivement représenté par un diagramme. La sémantique d’un
template MSC est l’ensemble (infini) des CMSC obtenus en remplaçant les
boîtes par des CMSC dont les événements sont de types permis. Plus formel-
lement, on définit :

Définition 45 Un template MSC M = (P, E,Γ, C, λ,m,<) définit un en-
semble de CMSC, que l’on note L(M).

Un CMSC (P, E ′ = E ∪
⋃

γ∈ΓE
γ , C, λ′, m′, <′) appartient à L(M) ssi il

est obtenu en remplaçant chaque boîte γ ∈ Γ par un CMSC Mγ , qui peut être
vide, avec un ensemble d’événements Eγ tel que :

– La fonction de type λ′ est l’union de λ et de la fonction de type de
chaque Mγ . Il est demandé que λ′(e) ∈ λ(γ) pour tout événement e ∈
Eγ (c’est à dire que Mγ contient uniquement des événements de type
autorisé).

– La fonction de message m′ étend m ainsi que la fonction de message
de chaque Mγ . Il est en outre demandé que m′ préserve la restriction
FIFO sur les événements faisant parti d’un message.

– L’ordre visuel <′ est l’union de <, de l’ordre visuel de chaque Mγ, et
de l’ensemble de toutes les paires (e, f) satisfaisant m′(e) = f , ou bien
P (e) = P (f) plus l’une des conditions suivantes :
– e ∈ Eγ, f ∈ Eκ avec γ < κ (e, f sont tous les deux dans des boîtes

différentes),
– e ∈ Eγ, f ∈ E avec γ < f (e est dans une boîte avant f),
– e ∈ E, f ∈ Eγ avec e < γ (f est dans une boite après e).

Remarque 10 Ainsi, l’ordre (requis dans la définition des templates) entre
un événement e et une boite γ qui partagent un processus, n’implique pas un
ordre entre e et tous les événements de γ (dans la sémantique). C’est à
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W S

α

W S

α

NM

Fig. 4.3 – Template MSC N représentant tous les (C)MSC contenant le
message a.

dire que nous pouvons avoir deux événements non ordonnés e, f dans M ′,
avec f venant d’une boite γ, et e < γ (cependant, P (e) 6= P (f) dans ce cas).
De plus, nous pouvons avoir e < γ < f dans M avec e, f ∈ E, γ ∈ Γ, mais
en remplaçant γ par le MSC vide (par exemple), e, f ne sont pas ordonné
dans M ′.

Remarquons aussi que dans notre définition, il est possible d’obtenir plu-
sieurs fonctions de message m′ pour la même instanciation (Mγ)γ∈Γ des
boîtes. Cela est requis parce que nous allons concaténer deux template MSC
M1,M2, tel que le résultat est un MSC. Ainsi, la fonction de message de M2

dépendra aussi de M1.

Remarquons enfin que la compositionalité dans les boîtes est requise si l’on
veut par exemple décrire l’ensemble de tous les MSC contenant un message
donné. Supposons par exemple que dans la figure 4.3, les boîtes de N soient
instanciées par des MSC plutôt que par des CMSC. Alors le MSC M de la
partie gauche n’appartiendrait pas au langage L(N) du template MSC.

Pour un template MSC M , nous définissons Lin(M) = Lin(L(M)), c’est
à dire en tant que l’union des linéarisations de tous les CMSC de L(M).

Les templates MSC ne peuvent décrire que des motifs simples de commu-
nication. Pour augmenter leur expressivité, nous allons utiliser un opérateur
temporel de précondition/postcondition, qui permet en particulier d’expri-
mer des propriétés de sûreté et de vivacité (assume / guarantee), voir la sous
section 4.3.1 page 138.

Définition 46 Soit Ma,Mg deux templates MSC. Alors Ma ֌ Mg et Ma ֌

¬Mg sont des templates MSC temporels, qui définissent des ensembles de
MSC, notés par L(Ma ֌ Mg),L(Ma ֌ ¬Mg) :
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– L(Ma ֌ Mg) = {N ∈ MSC | pour chaque décomposition N =
ST, soit S /∈ L(Ma) soit T ∈ L(Mg)}.

– L(Ma ֌ ¬Mg) = {N ∈ MSC | pour chaque décomposition N = ST,
soit S /∈ L(Ma) soit T /∈ L(Mg)}.

Remarquons que S, T peuvent être des CMSC, mais ST = N doit être un
MSC. Remarquons également que les template MSC temporels généralisent
les MSC, puisque tout MSC M peut être représenté comme ǫ ֌ M , où ǫ est
le MSC vide.

Un exemple de template MSC temporel est donné par la figure 4.4, dans
le cadre du protocole WSR, voir section 3.1.2 page 106. Il exprime que si
aucune action n’a été effectuée sur l’écrivain W avant l’envoi d’une valeur du
serveur S au lecteur R, alors le serveur peut valider la valeur sans danger.

W S R

val

commit

Fig. 4.4 – Un template MSC temporel exprimant une propriété du protocole
Writer-Server-Reader, voir section 3.1.2 page 106.

Une formule de templates MSC est une conjonction
∧

i(M
i
a ֌ (

∨
j ±M ij

g )),
où ± signifie que la postcondition Mg peut apparaître sous forme soit posi-
tive, soit négative. C’est à dire, pour chaque spécification temporelle, nous
avons une précondition sous forme positive, plus une disjonction de postcon-
ditions sous forme positive ou négative (scénarios interdits). Ainsi, un MSC
N appartient à L(Ma ֌

∨
j ±M j

g ) si pour chaque décomposition N = ST ,

dés que S ∈ L(Ma), soit il existe un M j
g sous forme positive avec T ∈ L(M j

g ),
ou bien il existe un M j

g sous forme négative avec T /∈ L(M j
g ). Entre autres, il
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est permis d’utiliser la postcondition false, avec L(false) = ∅. Par exemple,
un MSC N satisfait M ֌ false ssi aucun préfixe de N n’appartient à L(M).
La formule ǫ ֌ ¬M décrit quand à elle le complémentaire de {M}. No-
tons que nous ne savons pas comment exprimé le complémentaire de {M} en
utilisant des CMSC-graphes.

4.3.1 Expressivité

Les formules de templates MSC peuvent décrire facilement et de manière
concise des propriétés intéressantes. De plus, on peut tester si un modèle
satisfait une formule de templates MSC avec des conditions assez faibles
sur le modèle (voir la sous section suivante). Nous pouvons les utiliser pour
décrire des propriétés globales sur les configurations de MSC, et utiliser les
boîtes en temps que filtres, en restreignant le type des événements permis.
Dans les exemples ci dessous, on note par γ une boîte dont le type n’a pas
été restreint, et par γ¬a une boîte qui peut générer tous les événements de
tous les types, sauf a.

– (γA) ֌ false = ǫ ֌ ¬(γAγ) : Aucune exécution ne contient le MSC
A.

– γ ֌ γAγ : Toutes les exécutions contiennent infiniment souvent le
MSC A.

– γA ֌ γBγ : A chaque fois que A apparaît, le MSC B doit apparaître
plus tard. C’est à dire qu’il y a un B tel que tous les CMSC A sont
strictement avant ce B.

– (γA ֌ γaγ)∧[ǫ ֌ (γ¬a∨γ¬aAγ)] : Le MSC A peut apparaître. Si c’est
le cas, alors l’événement a doit arriver plus tard. De plus, l’événement a
ne peut pas apparaître avant que A ne soit apparu. On peut interpréter
a comme une alarme, qui retentit si le scénario A se produit.

Le théorème ci dessous montre que l’expressivité des boîtes composition-
nelles a cet inconvénient que la satisfaisabilité d’une formule est indécidable.
Cependant, nous pouvons tester pour toute borne b si il existe un MSC ∃-b
borné qui satisfait une formule de templates MSC Φ.

Proposition 52 Soit un entier positif b et une formule de templates MSC
Φ.

1. Savoir si il existe un MSC ∃-b-borné dans L(Φ) est décidable.

2. Il est indécidable de savoir si L(Φ) 6= ∅.
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La preuve du premier point est un corollaire du model-checking (voir
la prochaine sous section). Pour le second point, nous pouvons réduire le
problème de correspondance de Post, en utilisant une communication par
canaux non bornés.

Preuve. Nous réduisons une variante du problème de correspondance de
Post (PCP), voir exemple 11 page 28, au problème de satisfaisabilité. Soit
(vi, wi)1≤i≤n une suite de couples de lettres.

La réduction de PCP est décrite en utilisant le système WRL définit ci
dessous. Le système WRL est composé de trois processus : un écrivain W ,
un lecteur R et un journal (log) L. Le comportement voulu est que l’écrivain
envoie au lecteur une suite de messages parmi n messages possibles (Vi)1≤i≤n.
Quand l’écrivain a fini d’envoyer un message, il envoie un message m1 au
processus L. Quand le lecteur a fini de recevoir, il envoie un message m2 au
processus L. Après cela, l’écrivain peut recommencer à envoyer un message,
ou s’arrêter.

Le symbole γ décrit une boîte sur trois processus, sans aucune restriction
de type. Le système est décrit par (ǫ ֌

∨
1≤i≤nNi)∧ (M1 ֌

∨
0≤i≤nNi), où

– M1 = γm1m2, signifiant que m1 suivi immédiatement par m2 apparaî-
tra à la fin de M1.

– N0 = ǫ signifiant que le protocole s’arrête.
– Ni = Vim1m2γ signifiant que Vi doit arriver, et puis m1, m2.

En utilisant le même motif m1m2 dans la précondition et la postcondition,
on initie une récurrence.

L W R

Vi

m1 m2

m1

Vj

m2

Fig. 4.5 – MSC généré par le protocole WRL.
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Rappelons que m1 est un message de W à L, et m2 est un message de R
à L. Nous utilisons des CMSC Vi, dans lequel |vi| envois solitaires partent de
l’écrivain vers le lecteur, le j-ème envoi étant étiqueté par la j-ème lettre de
vi, et dans lequel le lecteur reçoit |wi| réceptions solitaires depuis l’écrivain,
chacune étiquetée par la lettre correspondante de wi.

Nous rappelons que dans une instanciation avec des boîtes composition-
nelles, le premier envoi solitaire d’une boîte est reçu par la première récep-
tion solitaire. Si l’envoi et la réception associée ne sont pas étiquetés par
la même lettre, alors le MSC obtenu n’est pas légal. Ainsi, nous sommes
assurés qu’un MSC généré par cette formule de templates MSC satisfait
vI1 · · · vIk

= wI1 · · ·wIk
. De plus, les envois doivent précéder les réceptions

associées, ce qui assure que |vI1 · · · vIj
| ≥ |wI1 · · ·wIj

|, pour tout j. Alors, il
y a un MSC dans le langage WRL ssi le problème PCP a une solution.

Il reste cependant à montrer comment on peut imposer que les boîtes
soient instanciées par les CMSC Vi. Nous montrons ici comment simuler les
CMSC Vi avec des boîtes, en utilisant des messages additionnels m3, m4.
Nous remplaçons un envoi solitaire a par deux messages m3 de W à L qui
entourent une boîte, dont le seul type permis est W !R(a). Pour interdire à
une boîte d’être vide, nous ajoutons une règle : deux m3 consécutifs sont
interdits, c’est à dire que nous rajoutons la règle (γm3m3 7→ m4γ), où m4

est un message de R à W . Le message m4 n’est pas permis dans le protocole
WRL puisque il n’y a aucun envoi de R à W .

De la même manière, nous pouvons nous assurer qu’une boîte ne comporte
qu’un seul envoi solitaire. Pour cela, nous utilisons la règle γγ1γ1 7→ m4γ où
γ1 est une boîte concernant uniquement le processus W avec comme restric-
tion de ne pas utiliser les types m1 ou m2. Nous faisons de même pour les
réceptions solitaires.

2

4.3.2 Model-checking

Nous considérons maintenant la vérification d’un protocole de communi-
cation S par rapport à une formule de templates MSC Φ.

Définition 47 Soit S un automate (de linéarisations), et Ma ֌ ±Mg un
template MSC temporel. Nous avons S |= (Ma ֌ ±Mg) si L([S]) ⊆ L(Ma ֌

±Mg). La satisfaction d’une formule de templates MSC est défini de manière
usuelle à partir de la sémantique de ∧,∨.
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Une adaptation triviale de la proposition 52 page 138 montre que

Proposition 53 Savoir si un CFM satisfait une formule de templates MSC
est indécidable.

Pour la décidabilité, le système S doit disposer d’une borne existentielle,
noté bS. Comme nous nous intéressons à L([S]), L(S) peut ne générer que
des représentants de L(S). Rappelons qu’on peut obtenir un tel automate
de taille linéaire en la taille d’un CMSC-graphe sûr, ou exponentielle en le
nombre de processus ℘ à partir d’un CFM ∃-bS-borné.

Dans la suite, nous donnons des résultats pour tester si S |= Φ pour
plusieurs classes de formules de templates MSC Φ. Alors que S est générale-
ment très grand, une formule Φ et la borne bS sont généralement beaucoup
plus petites. Ainsi, nous nous efforcerons de garder la complexité linéaire en
la taille du modèle S. Nous allons transformer la formule en un automate.
Ainsi, nous pourrons appliquer les algorithmes usuels concernant les auto-
mates. Remarquons enfin que l’on peut décomposer le test de S |=

∧
i Φi en

plusieurs sous tests S |= Φi.

Proposition 54 Soit un template MSC Mg et un automate S avec une borne
existentielle bS. Nous pouvons tester si S |= ǫ ֌ Mg en EXPSPACE en
(bS|Mg|) et LOGSPACE en |S|.

Preuve. On pose M le MSC obtenu à partir de Mg en remplaçant chaque
boîte par le MSC vide. Soit E l’ensemble des événements d’un template MSC
Mg. On fixe une linéarisation x = x1 · · ·xn de M . Nous montrons comment
construire un automate non déterministe Ax acceptant chaque linéarisation
de Lin(Mg) dont les événements apparaissent dans l’ordre donné par x.

Pour chaque boîte γ de Mg et chaque processus p permis par γ, nous
utilisons un symbole γp. Nous fixons tout d’abord le début et la fin de la
boîte γ sur le processus p en choisissant deux positions i ≤ j dans x, et
en ajoutant une occurrence de γp entre chaque événements xk, xk+1, pour
i ≤ k < j. Le choix de i, j doit être en accord avec la position de γ sur le
processus p. Par exemple, les événements sur p avant γ, ainsi que les symboles
κp avec κ < γ doivent apparaître avant xi. Soit y un mot obtenu de cette
façon. Il reste à remplacer chaque symbole γp par X∗

γ,p, où Xγ,p ⊆ λ(γ) est
l’ensemble des types du processus p permis par γ.

Afin d’obtenir toutes les linéarisations de Lin(Mg), l’automate non déter-
ministe génère toutes les permutations possibles d’événements préservant la
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suite de boîtes X∗
γ,p sur le processus p entre chaque événements xi, xi+1. Par

exemple, supposons que nous ayons X∗
γ1,pX

∗
γ3,rX

∗
γ2,pX

∗
γ1,q entre deux événe-

ments consécutifs. Alors l’automate générera (Xγ1,p ∪Xγ3,r ∪Xγ1,q)
∗(Xγ3,r ∪

Xγ2,p ∪Xγ1,q)
∗.

Nous devons nous assurer que les messages de M sont préservés. Pour
cela, nous utilisons un compteur (de valeur maximale bS) par message dans
M . De plus, pour s’assurer qu’un message n’est jamais reçu avant d’être
envoyé, nous utilisons un autre compteur par canaux de communication (de
valeur maximale bS). Quand un message m décrit dans M (donc pas dans
une boîte) du processus p à q est envoyé, le compteur Cm est initialisé à 0.
Nous l’incrémentons quand un message de p à q est envoyé, et le décrémentons
quand un message de p à q est reçu. Quand le message m est finalement reçu,
nous bloquons le compteur Cm. De la même manière, nous incrémentons et
décrémentons le compteur correspondant à un canal, et le bloquons si sa
valeur devient -1 ou bS + 1. L’automate accepte si tous les compteurs sont à
0.

Cet automate non déterministe est exponentiel en bS|Mg| et accepte
toutes les linéarisations bS-bornées de Lin(Mg). Si Mg est donné sous forme
positive, alors nous pouvons tester L(S) ⊆ Lin(Mg) en espace exponentiel
en bS, |Mg|.

2

Si la postcondition est donnée sous forme négative ¬Mg, nous pouvons
tester L(S) ∩ Lin(Mg) = ∅ en espace polynomial en bS, |Mg|.

En ce qui concerne la précondition Ma, nous construisons le même auto-
mate. Nous calculons ainsi en espace polynomial les états de S qui peuvent
être atteints depuis un état initial par une exécution étiquetée par un CMSC
de L(Ma). Nous obtenons ainsi :

Théorème 12 Tester si S |= Ma ֌

∨
i(±)M i

g est un problème EXPSPACE
en bS|Mg|, et PSPACE en |Ma|.

Tester si S |= Ma ֌

∨
i ¬M

i
g est un problème PSPACE en bS(|Mg| +

|Ma|).

Ainsi, l’expressivité des formules de templates MSC a un coût en terme de
complexité. Néanmoins, les logiques d’ordre partiel sont généralement encore
plus coûteuses (par exemple LTrL [TW02, Wal98, DG04] est non élémen-
taire). Un fragment naturel de LTrL, qui a des rapports avec les formules de
template MSC, est de n’utiliser comme opérateur temporel que F (un jour)
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et G (toujours). Ce fragment est aussi en EXPSPACE, [AMP98, Wal98] (il
est même EXPSPACE complet).

Une idée est de restreindre un peu les formules de template MSC pour
baisser la complexité. La restriction est que la postcondition ne doit contenir
que deux boîtes au maximum. Nous allons décrire uniquement le cas qui pose
problème, c’est à dire celui où Mg, donné sous forme positive, contient un
MSC entouré de deux boîtes sans restriction de type. Ce cas est intéressant
également parce qu’il correspond exactement à la recherche de motif (pattern
matching).

Définition 48 Un MSC M est un motif d’un MSC N si et seulement si il
existe deux CMSC S, T tels que N = SMT 5.

Nous pensons que cette restriction est sensée puisque même la propriété
d’alarme donnée dans la sous section 4.3.1 page 138 utilise uniquement deux
boîtes. La complexité du model-checking est alors PSPACE en la taille de
la formule, et NLOG dans la taille du système. Cela est exactement la com-
plexité du model-checking de LTL.

Proposition 55 Soit un automate S, et un template MSC M avec deux
boîtes. Tester si S |= ǫ ֌ M est dans PSPACE(bS|M |).

Supposons que M = γPγ, où γ est une boîte sans restriction de type,
et P un MSC fini. Nous adaptons l’algorithme de recherche de motif décrit
dans [LWZ90] pour les traces de Mazurkiewicz. Intuitivement, nous effectuons
une recherche de motif de la projection P |p sur chaque processus p. Nous
supprimons ensuite les occurrences de P |p qui ne correspondent pas à un
MSC motif complet P .

Plus formellement, pour un MSC N et un processus p, nous notons par
N |p la projection des événements de N sur p. L’idée est de calculer pour
chaque processus p les positions xp de M |p pour lesquelles P |p est un suffixe,
et de vérifier si il existe un nuplet de positions (xp)p∈P qui correspond à un
MSC motif P . Un motif P |p est localisé immédiatement après son dernier
événement (par exemple, dans la figure 4.6, nous avons noté l’endroit où est
localisé un motif d’un processus par des boîtes A,B,C,D). De plus, si P n’a
pas d’événement sur p, nous considérons qu’il y a un motif P |p après chaque
événement de M sur p.

5Notons que la fonction de message de N = SMT restreinte aux événements de M est
totale est bijective.
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P
M

B
A

C D

1

1

2

2

3

3

Fig. 4.6 – Le motif P ne se trouve pas dans M .

Définition 49 Soit xp, xq deux occurrences de P |p et P |q dans un MSC M .
On appelle xp, xq compatibles si il n’existe pas de message (s, r) dans M entre
p et q avec xp < s < r < xq ou entre q et p avec xq < s < r < xp.

De plus, si il y a un message envoyé par p et reçu par q dans P , alors
il ne doit pas non plus y avoir de message (s, r) dans M entre p et q avec
s < xp et xq < r.

Exemple 48 Dans la figure 4.6, il n’y a pas d’occurrence de P dans M .
La boîte A est compatible avec les boîtes B et D. Par contre la boîte A

n’est pas compatible avec la boîte C parce qu’il y a un message après A qui
est reçu avant C. Notons que A est compatible avec D même si il y a une
chaîne de messages entre A et D. Cependant, les boîtes A,B,D ne sont pas
deux à deux compatibles parce que B et D ne le sont pas (il y a un message
après B et avant D).

La prochaine proposition montre que cette relation de compatibilité des
projections deux à deux suffit pour avoir la compatibilité de toutes les pro-
jections. Notons qu’il est ici primordial que P concerne tous les processus de
M . C’est pour cela que si P n’a pas d’événement sur p, alors nous considérons
qu’il apparaît à chaque instant sur p).

Proposition 56 Un ℘-uplet (xp)p∈P est une occurrence de P dans un MSC
M ssi xp, xq sont compatibles pour tout p, q.

Preuve. L’implication de gauche à droite est triviale. Pour la réciproque,
nous raisonnons par l’absurde. Supposons que (xp)p∈P n’est pas un motif de
P parce que les envois de p à q ne correspondent pas aux réceptions sur q
depuis p.
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Il y a plusieurs cas à considérer. Soit xp s’arrete avant que le dernier
message m de p à q reçu par xq ne soit envoyé. Alors le message m est après
xp et avant xq, ce qui n’est pas possible. Sinon, xq finit avant la réception du
dernier message m de p à q venant de xp. Alors, ce message m est avant xp

et après xq, ce qui n’est pas possible d’après la règle additionnelle.

Le dernier cas pour lequel (xp)p∈P n’est pas un motif est du à une chaine
de messages (sk, rk)1≤k≤m avec pk = P (sk+1) = P (rk), rk < sk+1 pour tout k,
tels que p1 = p, pm+1 = q, xp < s1, rm < xq. Ainsi, il existe un k avec xpk

< sk

et rk < xpk+1
. Mais cela signifie que (xpk

, xpk+1
) ne sont pas compatibles, ce

qui est également une contradiction, puisque P concerne tous les processus.

2

L’idée générale est de générer à la volée les occurrences xp des motifs P |p
pour tout p, et de calculer le dernier motif sur q avec lequel xp est compatible.
S’il existe q tel que xp n’est compatible avec aucun xq, nous oublions xp.
Par exemple, supposons qu’il y ait un message (s, r) entre p et q. De plus,
supposons que Xq soit la dernière occurrence sur q avant la réception r. Pour
toute occurrence xp < s sur le processus p, l’occurrence Xq est le dernier
motif avec lequel xp peut être compatible, puisqu’une occurrence xq > r sur
q satisferait xp < s < r < xq. Dans le cas où Xq n’existe pas, xp ne peut être
compatible avec personne, et nous devons le détruire.

Soit A l’automate correspondant au produit des automates déterministes
recherchant les motifs P |p. Chaque automate est obtenu en appliquant l’al-
gorithme de Knuth-Morris-Pratt.

A partir de A, nous construisons un automate B qui reconnaît les linéa-
risations qui ne contiennent pas le motif P . Les états de B sont de la forme
(a, S,Pattern, c), où

– a est un état de A.
– S est l’ensemble des envois solitaires qui restent à recevoir.
– Pattern =

⋃
p Patternp, où Patternp est l’ensemble des occurrences (non

détruites) de P |p sur le processus p.
– c est la fonction de compatibilité. Pour x ∈ Pattern, p ∈ P, c(x, p) ∈

Patternp ∪ {+∞} est la dernière occurrence avec laquelle x est compa-
tible. Sa valeur est +∞ si x peut être compatible avec n’importe quelle
occurrence sur p.

Nous construisons alors les transitions. Soit e un événement. Alors on a
(a, S,Pattern, c) →e (a′, S ′,Pattern′, c′) ssi

1. a→e a
′ dans A,
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2. si e = p!q alors on appelle Create_new_send(e),

3. si e = q?p, alors soit s ∈ S l’envoi associé à e.

On appelle Update_dependencies(s, e),

4. si P (e) = p et A reconnaît un motif P |p, alors Create_new_pattern(p).

Create_new_send(e) met à jour S en lui ajoutant e. Nous décrivons la
procédure Update_dependencies(s, e). Soit Xq la dernière occurrence sur q
avant e. Pour chaque motif xp sur p avant s, c′(xp, q) = min(c(xp, q), Xq). Si
une telle occurrence Xq n’existe pas, alors Pattern′ = Pattern \ {xp} pour
toutes les occurrences xp sur p avant s. Nous effectuons également l’inverse
(p prend la place de q) si il y a un message de p à q dans P . De plus, dans le
cas où on détruit une occurrence xr, on pose Xr la dernière occurrence sur
r avant xr. Nous mettons à jour chaque occurrence xt telle que c(xt, r) = xr

avec c′(xt, r) = Xr. Si un tel Xr n’existe pas, nous détruisons toutes les
occurrences xt avec c(xt, r) = xr. Create_new_pattern(p) rajoute un motif
sur p à S.

Proposition 57 On fixe les états finaux de B comme étant de la forme
(a, S = ∅,Pattern, c), avec Patternp = ∅ pour au moins un processus p. Alors
M ∈ L(B) ssi P n’apparaît pas dans M .

Preuve. Une induction triviale prouve qu’aucune occurrence détruite ne
peut faire partie d’une occurrence de P dans M .

Ainsi, si (xp)p∈P est une occurrence de P dans M , alors aucun des xp ne
sera jamais détruit, et ainsi B n’acceptera pas. Remarquons que dès qu’une
occurrence P 0 de P = (xp)p∈P est vu, plus aucune occurrence de P |p après P
ne sera détruite, puisqu’elles seront toujours compatible avec au moins P 0.
Ainsi, l’algorithme génère le premier P de M , et non toutes les occurrences
dans M .

Nous montrons par récurrence que si il n’y a pas d’occurrence de P dans
M , alors l’algorithme va trouver un processus avec Patternp = ∅, et donc
accepter l’exécution. Soit Pattern les occurrences non détruites à la fin de
l’algorithme. Supposons par l’absurde que pour tout processus p, il existe une
occurrence xp ∈ Patternp. Choisissons xp minimale dans Patternp. Comme
(xp)p∈P n’est pas une occurrence de P dans M , en appliquant la proposi-
tion 56 page 144, nous savons qu’il y a un message (s, r) entre p et q avec
xp < s < r < xq (les autres cas se traitent de la même manière). Alors dès
que r est reçu, nous avons c(xp, q) < xq. D’après la définition de c, c(xp, q) ne
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grandira jamais. Ainsi, quand c(xp, q) < xq sera détruit (ce qui doit arriver
puisque xq est minimale dans Patternq à la fin), xp sera également détruite,
ce qui est une contradiction.

2

Nous pouvons facilement restreindre Patternp tel qu’il n’ait qu’une seule
occurrence entre chaque envoi solitaire de p. En effet, toutes les occurrences
qui ne sont pas séparées par des envois solitaires se comporteront de la même
manière dans le futur. Ainsi, pour tout couple d’occurrences xq < yq sur q
non séparées par un envoi solitaire, et pour toute occurrence xp sur p avec
c(xp, q) = xq, nous mettons à jour c′(xp, q) = yq, et pour tout processus
r 6= q, c′(xp, r) = min(c(xp, r), c(xq, r)). Nous pouvons alors détruire xq.

C’est à dire que l’algorithme n’a besoin de mémoriser qu’au plus bS envois
solitaires, bS + ℘ occurrences, chacune avec une mémoire de ℘ occurrences,
et les états de l’automate A. Alors B est au plus de taille 2O(℘(bS+℘+log(|P |)).

Théorème 13 Soit S un automate, Mg =
∨

i(±)M i
g une postcondition avec

au plus deux boîtes, et soit Ma un template MSC.
Tester si S |= Ma 7→

∨
i(±)M i

g est en PSPACE(bS(|Mg| + |Ma|)).

Nous montrons que le problème est PSPSACE-complète très rapidement,
excluant la possibilité d’une restriction intéressante de complexité polyno-
mial. C’es presque une constante quand on s’intéresse à des systèmes concur-
rents : une explosion exponentielle est très rarement évitable, du moins en
théorie.

Théorème 14 Soit S un automate et M i
g des templates MSC avec au plus

deux boîtes. Tester si S |= ǫ 7→
∨

iM
i
g est PSPACE-dur. Ce résultat est vrai

également si les boîtes sont instanciées par des MSC (à la place des CMSC),
si il y a trois processus uniquement, si S accepte toutes les linéarisations
plutôt que juste des représentants, et si bS = 4 est une borne universelle.

Preuve. Nous réduisons S |= ǫ 7→
∨

iM
i
g au problème de l’acceptance

d’une machine de Turing T d’espace linéaire sur le mot w. Soit N l’es-
pace nécessaire à T sur le calcul de w. La preuve utilise l’idée classique
d’un codage d’une machine de Turing d’espace linéaire, comme utilisé dans
[MP99, Wal98]. Dans notre cas, nous avons besoin de compteurs de taille
logarithmique pour décrire la position sur le ruban de travail, parce que des
templates MSC temporels de tailles polynomiales ne peuvent pas servir pour
tester l’égalité de deux chaînes de tailles polynomiales.
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Soit Σ l’alphabet du ruban de T . Nous définissons un automate S sur
trois processus X,L,X. Il y a des événements locaux ΣX = Σ ∪
{(1, b), (1, r), . . . , (N, b), (N, r)} sur X et des événements locaux ΣX = Σ ∪

{(1, b), (1, r), . . . , (N, b), (N, r)} sur X. De plus, il y a un message m de L à
X et un message n de X à L. Nous définissons enfin un message m de L à
X et un message n de X à L.

L’automate génére (mn(Σ∪ΣX)∗mn(ΣX ∪ΣX)∗)∗. Il est facile de générer
toutes les linéarisations de ce système. De plus, la borne universelle sur les
canaux de communication est 4.

Considérons une éxécution ρ = α0, α1 · · ·αk de T , dans laquelle chaque αi

est une configuration de tailleN . Nous codons ρ avecmnmnB1B2mnmnR2R3

mnmnB3B4 · · · comme dans la figure ci dessous. Remarquons que Bi et Ri

ne sont pas ordonnés.

X L X
m

n

B1
m

n

n

m

R2

n

m

R3

B2

Nous définissons Bi = (0, b)αi,0(1, b) · · · (N, b)αi,N , ainsi que Rj de la
même manière, mais avec r remplaçant b. Nous définissons Bj de la même
manière que Bj, sauf que x remplace x pour tout lettre x.

Nous définissons enfin Φ telle que S |= Φ ssi il n’y a pas d’exécution ac-
ceptante de T sur w. C’est à dire que nous voulons que L(Φ) soit exactement
l’ensemble des cas qui ne codent pas des exécutions de la machine de Turing,
plus les codages des chemins qui ne sont pas acceptants.

Un MSC M ne correspond pas à un chemin acceptant sur w ssi il appar-
tient à l’un des ensembles suivant :

1. Sshape est l’ensemble des MSC qui ne sont pas de la forme requise pour
Bi, Bi, Ri, Ri.

2. Seq est l’ensemble des MSC pour lesquels il existe i tel que Ri 6= Bi.
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3. Ssucc est l’ensemble des MSC pour lesquels il existe i tel que Ri+1 ne
soit pas une configuration successeur de Ri.

4. Sinit décrit les MSC pour lesquels B1 n’est pas la configuration initiale.

5. Sfin décrit les MSC pour lesquels Bn n’est pas la configuration finale.

Nous expliquons brièvement comment définir les formules de templates
MSC qui décrivent les ensembles précédents.

Il est facile d’exprimer que M n’a pas la bonne forme, puisque c’est un
test local. En ce qui concerne les ensembles décrits par Seq et Ssucc, nous
utilisons les compteurs pour identifier les positions. Par exemple, pour Seq,
nous définissons :

– γ une boîte sans restriction.
– Meq = ∨i≤n ∨a6=a′ γ (i, b)a(i, r)a′ γ.
On constate que L(ǫ 7→ (Meq)) = Seq. Nous pouvons alors définir Φ =

ǫ 7→ (Mshape ∨Meq ∨Msucc ∨Minit ∨Mfinal).
2

Nous donnons ici un tableau pour résumer la complexité du model-checking
des formules de templates MSC. Nous ne l’avons pas décrit, mais une restric-
tion très contraignante permet le model-checking en temps polynomial (voir
[GMMP04]).

S |= Ma ֌ Mg Ma Mg

PTIME
closed gaps and S complete ± one closed gap,

or one closed gap no disjunction
PSPACE no restriction negative or ± two gaps

EXPSPACE no restriction no restriction

Fig. 4.7 – Complexité du Model-Checking des templates

4.4 Voir plus loin ?

Les détails concernant le model-checking sont assez bien compris désor-
mais avec les résultats que nous venons de décrire. Néanmoins, deux di-
rections restent à développer. La première est de connaître la complexité
exacte du model-checking des CMSC-graphes à choix local, qui navigue entre
NLOGSPACE et PSPACE en le nombre de processus.
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Ensuite, les templates MSC sont un formalisme encore jeune. Ainsi, leur
expressivité exacte n’est pas connue. Ils sont strictement inclus dans la lo-
gique du premier ordre. En fait, en terme de logique FO, nous pourrions dé-
crire une formule de templates MSC avec une suite d’opérateurs G ’toujours’
suivie d’une suite d’opérateurs ’un jour’ F . De plus l’opérateur U d’until
n’est permis que très affaibli via les boîtes qui symbolisent des filtres sur les
types. Une relaxation de ces contraintes pour connaître la complexité dans
le cas où plus d’expressivité est possible serait très intéressante.

De plus, les templates MSC permettent de spécifier des protocoles com-
plets (voir [GMMP04]). Ils seraient alors à comparer avec les triggered MSC
de [SC02], avec qui ils partagent de nombreuses possibilités, tout en rajou-
tant toute la puissance des boîtes. De même, les Live Sequence Charts (LSCs)
de [DH99] sont un autre formalisme. Cependant, la sémantique est très dif-
férente : Alors que les LSCs permettent de très nombreuses possibilités, ils
sont très restreints par leur sémantique synchrone.
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Chapitre 5

Heuristique pour réduire la taille

des modèles

Hmmmm, donuts !
Homer

Comme nous l’avons remarqué dans le chapitre précédent, la complexité
du model-checking des modèles concurrents est souvent très coûteuse [HKV97].
Obtenir une complexité polynomiale se fait très souvent au détriment de l’ex-
pressivité du modèle ou de la spécification (MSC-graphes à choix local ou
template MSC à une seule boîte).

Plutôt que de s’attaquer à baisser la complexité en imposant des contraintes
aux modèles ou spécifications, nous allons nous intéresser dans cette section
à réduire la taille des modèles. Les deux approches proposées ici sont d’abord
d’abstraire une partie du modèle. Il est en effet judicieux d’oublier les par-
ties du modèle qui n’apparaissent pas explicitement dans la spécification à
satisfaire. Néanmoins, ces parties à oublier peuvent tout de même avoir un
impact sur le reste du modèle (et en particulier les parties apparentes dans
la spécification), en ce qu’elles peuvent créer des dépendances ou non entre
les parties appartenant à la spécification. Cette approche est souvent utilisée
en vérification, et les erreurs qu’elle peut entraîner sont souvent considérées
comme négligeables, parce qu’elles peuvent être repérées. Ainsi, une nouvelle
abstraction peut être fabriquée puis vérifiée, sans les erreurs d’approxima-
tions trouvées précédemment. Si cette méthode peut très bien être appliquée
aux systèmes concurrents (comme à d’autres), nous nous intéressons ici plu-
tôt à une reconstruction complète du modèle sans les parties superflues pour
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la spécification. Evidemment, l’utilisation simultanée de ces deux techniques
(oublier des parties vraiment superflues et reconstruire un modèle sans les
parties plus problématiques) donneraient sans doute les meilleurs résultats
en pratique.

La seconde approche est de considérer des modèles compressés. Plutôt que
de les compresser nous mêmes (comme dans [ACE+03]), nous allons consi-
dérer que le modèle est déjà donné sous forme compressée. Si cela parait
étrange, c’est le cas de beaucoup de gros systèmes, en ce qu’ils réutilisent
souvent les mêmes briques de base (description par macros, ou encore hié-
rarchique). Ne pas redéfinir plusieurs fois les mêmes macros est ainsi une
sorte de compression (très proche en fait de LZW) puisque cela permet de
diminuer la taille de la description du système. Plutôt que de ’décompresser’
le modèle avant de le traiter, nous montrons qu’il est souvent plus judicieux
de conserver l’information de redondance. En effet, déplier le modèle avant
de le traiter n’est pas très malin parce que les mêmes calculs risquent d’être
effectués plusieurs fois. Ainsi, l’information de redondance sert souvent à
économiser (beaucoup) de temps de calcul.

5.1 Projection

Considérons un MSC M = (P, E, C, λ,m,<) et un sous ensemble d’évé-
nements E ′ ⊆ E. Nous définissons la projection de M sur E ′, notée πE′(M),
en tant qu’un ordre partiel (E ′,≤′, λ′), avec ≤′=≤ |E′, et λ′ = λ|E′. C’est à
dire que l’on oublie les événements de E\E ′, et que l’ordre sur les événements
restants est hérité de celui de M . Par exemple, on pourra choisir E ′ comme
l’ensemble des événements situés sur un sous ensemble P ′ ⊆ P de processus.
Les événements de E ′ seront appelé événements restants, et les événements
de E \ E ′ effacés.

Nous définissons une fonction m′ sur E ′, analogue de la fonction de mes-
sage, avec m′(e) = f si e, f ∈ E ′ et m(e) = f , ou bien si e⋖′f et P (e) 6= P (f).
C’est à dire que si e et f sont des événements sur des processus différents,
si e < f sont ordonnés dans M et s’il n’y a pas d’événement restant entre
e et f (mais il peut tout de même y avoir des événements effacés), alors
m′(e) = f . En définissant une fonction de type λ′ sur E ′, on obtient un
MSC (P, E ′, C, λ′, m′, < |E′), que nous appelons une projection d’un MSC,
ou pMSC, voir figure 5.1.

Remarquons qu’il se peut que πE′(M) ne corresponde pas au pomset
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1 2
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b
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3 1 2
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b
d

3

c

Fig. 5.1 – a) un MSC b) projection sur {a, b, c, d}

associé à un MSC. En effet, un événement peut être ordonné par rapport à
deux événements sur des processus différents (voir l’élément b sur la figure
5.1), et ainsi tenir le rôle de plusieurs envois et receptions. Nous appellerons
de tels événements des événements multitypes. Les événements multitypes
ne sont pas un réel problème, car nous pourrions aussi bien définir les MSC
avec ce genre de possibilités. Nous supposerons par simplicité que ce genre
de cas n’apparaît pas.

Nous définissons de manière analogue la projection d’un langage de CMSC-
graphe G = (V,→, v0, vF , λ) sur E, notée πE′(L(G), et définie comme l’en-
semble des projection de chaque MSC de L(G) sur toutes les occurrences
des événements de E ′. Nous considérons que tous les noeuds ont des noms
d’événements disjoints, et on note E leur ensemble. Soit E ′ ⊆ E. Alors on
peut définir aisément πE′(L(G)) comme étant {πE′(λ(v1) · · ·λ(vk)) | v1 →
· · · → vk est un chemin acceptant de G}.

5.1.1 Projections et Sûreté

Si nous voulons avoir des algorithmes sur les projections des langages,
ou bien même juste comprendre les dépendances dans un tel langage, alors
nous devons représenter ce langage sous une forme de CMSC-graphe. En
fait, nous avons montré dans [GHM03] que les projections de langages de
CMSC-graphes sûrs sont des langages de CMSC-graphes sûrs. Nous rappe-
lons que nous considérons qu’il n’y a pas d’événements multitypes. Notons
que si il y avait de tels événements, alors nous pourrions aisément adapter
les algorithmes à une extension des CMSC-graphes sûrs.

Nous savons que les projections de langages de MSC-graphes sont plus ex-
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pressives que les MSC-graphes. Par exemple, nous pouvons décrire le CMSC-
graphe à gauche de la figure 5.2 par la projection sur les processus {A,B}
du MSC-graphe au milieu de la figure 5.2.

A B A C

A B

B

α

α

α

α

ββ

α

α

C21

α

C C21

A B

A B

A B

α

β

α

A B

A B

?
α

H

Fig. 5.2 – Comment décrire le CMSC-graphe de droite avec une projection
d’un MSC-graphe ?

La partie droite de la figure 5.2 montre un CMSC-graphe non sûr (car non
existentiellement borné) qui ne peut pas être décrit par la projection d’un
MSC-graphe (ni d’un CMSC-graphe sûr d’ailleurs). Intuitivement, prenons
le CMSC-graphe qui décrit des envois solitaires α, qui sont reçus après un
nombre arbitraire de messages β. Pour décrire cela avec une projection de
MSC-graphes, il faut pour chaque envoi un processus effacé différent (voir le
dessin au milieu de la figure 5.2). Ainsi, si il y a un nombre arbitraire d’envois
solitaires, alors il semble impossible d’avoir une projection de MSC-graphe
associée.

Nous montrons maintenant que nous pouvons exprimer la projection d’un
langage de MSC-graphe par un CMSC-graphe sûr.

SoitM un MSC avec un ensemble d’événements E. On poseM ′ = πE′(M)
pour un E ′ ⊆ E fixé. Nous devons deviner le nouveau type des événements
e ∈ M ′ (envoi vers quel processus, réception depuis quel processus). Par
exemple, pour le MSC-graphe projeté de la figure 5.2, nous devons deviner
que le premier événement α doit être un envoi vers B. Afin de vérifier que
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tout a été deviné correctement, nous devons nous souvenir des processus
apparaissant dans le futur de tout événement restant e. Parmi ces processus,
nous devons connaître les processus vus par un événement restant e′ > e.
Nous appellerons de tels processus morts pour e.

Si p ∈ DeadF(e), alors nous savons que e ne sera jamais un envoi vers p.
Par contre, pour p ∈ LiveF(e), nous n’avons aucune information.

Ainsi, nous définissons pour chaque élément restant e ∈ E ′ :

F (e) = {P (f) | e ≤ f ∈ E} (processus dans le futur de e)

DeadF(e) =
⋃

e<e′∈E′

F (e′) (processus morts pour e)

LiveF(e) = F (e) \ DeadF(e) (processus vivants pour e)

Un événement restant e ∈ E ′ est appelé à finir si LiveF(e) 6= ∅. Sinon,
il sera appelé testé. Intuitivement, quand un événement e est créé, il est
à finir, et son type est deviné. Il ne devient testé que lorsque nous avons
la preuve qu’il ne peut plus être prédécesseur immédiat d’un événement f
avec P (e) 6= P (f). Dès qu’un événement est testé, on peut donc l’oublier. Si
on s’aperçoit que le type d’un événement a été mal deviné, alors on arrête
le chemin actuel. Supposons avoir déjà vu deux événements restants e < e′

avec p ∈ F (e′). Alors e ne peut plus être immédiatement avant un événement
restant à venir sur p, donc nous connaissons son type vis à vis du processus
p (il ne peut plus être un envoi vers une réception à venir sur p).

L’ensemble des événements à finir après avoir lu le CMSC M ′ est noté
ToCheck(M ′). Le lemme suivant borne la taille de ToCheck(M ′) en fonction
du nombre de processus, et indépendamment de la taille de M ′.

Lemme 11 Soit ρ un chemin initial d’un MSC-graphe H, et M ′ le pMSC
défini en projetant le MSC étiquetant ρ. Alors |ToCheck(M ′)| ≤ ℘2.

Preuve. Pour tout e < e′ de M ′ avec P (e) = P (e′), nous avons ∅ 6=
F (e′) ⊆ F (e) ⊆ P. Ainsi, il y a au plus ℘ événements sur le même processus
avec des F (e) différents.

Supposons par l’absurde qu’il y ait strictement plus de ℘2 événements à
finir. Alors il y a deux événements e, e′ de E ′ sur le même processus P (e) =
P (e′), tel que F (e) = F (e′). Par symétrie, on peut supposer que e < e′, et
donc LiveF(e) = ∅. Une contradiction. 2

Soit G un MSC-graphe et E ′ un sous ensemble des événements des noeuds
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de G. Nous construisons maintenant un CMSC-graphe sûr G′ dont le langage
est L(G′) = π(L(G)).

A l’arrivée de chaque événement e sur le processus p, on le place dans
e ∈ U , c’est à dire qu’il est à finir. Nous savons d’après les événements du
passé si c’est une réception ou non. Nous allons deviner si c’est un événement
local ou bien un envoi vers un certain processus q. Nous conserverons cette
information jusqu’à ce que e soit testé, grâce à une fonction to : U → P. Nous
définissons to(e) = p si e est deviné être un événement local, et to(e) = q si
e est deviné être un envoi vers le processus q.

Les noeuds de G′ sont associés à un chemin initial ρ = (v0 → v1 →
· · · → vk) de H étiqueté par M , et on pose M ′ = π(M). Le lemme 11 page
précédente impliquera que 2℘3

noeuds sont suffisants. Pour chaque chemin
ρ, nous créons un noeud [v, U, to,LiveF,DeadF] pour chaque étiquetage to :
U → P, avec la sémantique suivante :

1. v = vk est le dernier noeud de ρ,

2. U = ToCheck(M ′) est l’ensemble des événements à finir de M ′,

3. LiveF (DeadF, resp.) est une application qui à e ∈ U associe l’ensemble
des processus vivants et morts pour e respectivement.

4. Si to(e) 6= P (e), alors e est supposé être un envoi solitaire vers le
processus to(e). Sinon to(e) = P (e), et e est supposé être un événement
local, ou e est un envoi déjà reçu.

Un noeud x = [v, U, to,LiveF,DeadF] est étiqueté par un CMSC M ′ défini
sur les événements restants étiquetant le noeud v. Il reste à définir le type des
événements de M ′. Nous déterminons toutes les paires d’événements restants
(e, f) ∈ E ′ × E ′ telles que m(e) = f et les définissons comme messages.
Chaque événement f ∈ E ′ tel que e ⋖ f pour un événement restant e de ρ
est une réception solitaire depuis le processus P (e). Enfin, chaque événement
à finir e ∈ U est soit un envoi solitaire vers to(e) (si to(e) 6= P (e)) ou un
événement local.

Les noeuds initiaux de G′ sont ceux correspondant à un chemin initial
ρ = (v0) composé d’un seul état. Les états finaux x = [v, U, to,LiveF,DeadF]
sont ceux associés avec un chemin acceptant de G et tels que to(e) = P (e)
pour tout e, c’est à dire que tous les événements à finir doivent être des
événements locaux.

Il reste à définir les transitions entre les noeuds de G′. Soit x, y des noeuds
de G′. Alors x → y si
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1. Il existe un chemin initial ρ étiqueté par un certain M et un noeud u
de G tels que x est associé à ρ et y à ρu.

2. On pose M ′ = π(M).

3. Pour tout e ∈ ToCheck(M ′) avec to(e) = P (e) (e est supposé être un
événement local ou a déjà été reçu), aucun événement f restant de u
ne satisfait m′(e) = f .

4. Pour tout e ∈ ToCheck(M ′) avec to(e) 6= P (e) (e est supposé être un
envoi vers to(e)), aucun événement f restant de u ne satisfait m′(e) = f
avec P (f) 6= to(e). De plus, on demande que to(e) /∈ DeadF′(e).

Si une de ces conditions est fausse, alors un type a été mal deviné, et le
noeud ne pourra pas atteindre un état final. Nous détruisons alors cet état
pour obtenir un CMSC-graphe sûr.

La construction précédente donne :

Théorème 15 Soit G un CMSC-graphe sûr, b = bG, et considérons une
projection π. Alors nous pouvons construire un MSC-graphe sûr G′ avec
L(G′) = π(L(G)), et de taille |G|(2O(b+℘3)). De plus, G′ est existentiellement
b+ ℘2 borné.

Preuve.
Si G est un MSC-graphe, le lemme 11 page 155 implique que G′ est

existentiellement ℘2 borné.
Comme il y a au plus ℘2 événements dans U , il y a au plus 2O(℘2) fonctions

to différentes, et 2O(℘3) fonctions LiveF(e) différentes.
Si G est un CMSC-graphe, nous devons en plus nous souvenir des envois

restants qui sont encore solitaires. Si une réception solitaire (restante ou effa-
cée) reçoit un envoi solitaire restant, alors cet envoi n’est plus solitaire). Il y
a au plus b tels envois solitaires, qui augmente d’autant la borne existentielle.
De plus, il y a au plus 2b ensembles d’envois solitaires différents.

Notons que si nous autorisons des événements multitypes, alors to associe
à e un sous ensemble de P et non un élément de P, et alors le nombre
de fonction to différentes devient (2O(℘3)), le reste de l’algorithme restant
inchangé.

Vu la construction de G′, tous les noeuds qui mènent à un état final sont
étiquetés par des MSC, puisqu’un envoi deviné solitaire vers q doit avoir été
reçu dans un autre noeud. De plus, les noeuds ne menant pas à des noeuds
finaux (car les types ont été mal devinés) ont été supprimés. Ainsi G′ est sûr.

2
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En fait, la réciproque est aussi vraie.

Théorème 16 Les projections de langages de MSC-graphes (ou de CMSC
-graphes sûrs) ont le même pouvoir expressif que les CMSC-graphes sûrs.

Preuve. Soit G un CMSC-graphe sûr et ∃-b-borné. Nous définissons un
MSC-graphe H sur les processus P ∪ {(p, q, k) | p, q ∈ P, 1 ≤ k ≤ b}, et une
projection π telle que π(L(H)) = L(G).

Comme G est sûr, on peut associer chaque envoi solitaire e de p à q à un
entier b(e) ≤ b tel que chaque CMSC préfixe d’un MSC dans L(G) ayant e
pour élément maximal contienne b(e) envoi solitaires de p à q (en comptant
e).

La projection efface les événements sur les processus auxiliaires (p, q, k).
Il y a un noeud v′ dans H par noeud v de G. Soit M étiquetant v. On définit
l’étiquette M ′ de v comme suit. Les messages de M sont conservés dans M ′.
Chaque envoi solitaire e ∈ M de p à q est remplacé par un message de p
au processus additionnel (p, q, b(e)). Chaque réception solitaire sur q de p est
remplacée par une suite de message de (p, q, 1) à q, puis de (p, q, 2) à (p, q, 1),
et ainsi de suite jusqu’à un message de (p, q, b(e)) à (p, q, b(e)−1). Notons que
dans chaque cas, un événement solitaire e correspond à un événement sur le
processus original de P. Nous devons uniquement montrer que les fonctions
de messages m,m′ sont les mêmes. Soit e un envoi solitaire de G. Après
avoir reçu exactement b(e) − 1 message dans G sur q depuis p, nous avons
(p, q, 1) ∈ F (e). Alors quand une autre réception f sur q de p arrivera, nous
aurons dans H un message de (p, q, 1) à la réception f , et nous aurons bien
e⋖ f ∈ π(H), donc m′(e) = f = m(e).

2

Grâce au théorème 15 page précédente, nous savons que nous pouvons
tester si la projection d’un CMSC-graphe sûr G :

– satisfait une formule MSO (complexité non élémentaire),
– satisfait une formule ϕ de template MSC à deux boites. La complexité

est PSPACE en ℘ + bG + ϕ et linéaire dans la taille du système.
– a une intersection vide avec un CMSC-graphe H globalement coopéra-

tif. La complexité est PSPACE en |H| + bG.
– est inclus dans un CMSC-graphe H globalement coopératif. La com-

plexité est EXPSPACE en |H| + bG.
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5.1.2 Caractérisation des MSC-graphes

Dans [HZJ03], les auteurs montrent que projeter des MSC-graphes peut
permettre de faire apparaître des informations cachées, telles des canaux
cachés de communication. Afin de comprendre mieux ces structures, une
représentation sous forme de MSC-graphe est préférable, même si elle n’est
pas toujours possible.

Ainsi, nous allons résoudre la question de savoir tester si un CMSC-graphe
sûr est équivalent à un MSC-graphe, et construire ce MSC-graphe quand c’est
le cas, comme nous l’avons décrit dans [GHM03].

De plus, la question s’est déjà posée de savoir caractériser les automates
communicants qui sont équivalents à des MSC-graphes [MP01]. Comme ces
automates communicants doivent être existentiellement bornés (puisque les
MSC-graphes le sont), la question est incluse dans la question de savoir ca-
ractériser les CMSC-graphe sûrs qui sont équivalents à des MSC-graphes.

Quand on travaille avec les MSC-graphes, une notion cruciale est celle
des atomes, qui définissent une brique de base de la construction des MSC-
graphes, comme les triangles sont la brique de base des CMSC-graphes à
choix local. De ce point de vue, les algorithmes vont être assez similaires à
ceux pour les CMSC-graphes à choix local.

Pour l’instant, nous n’avons pas trop parlé des atomes car toutes nos
preuves parlent de CMSC-graphes et non de MSC-graphes, structures pour
lesquelle les atomes n’ont que peu de rôle. Historiquement, les atomes étaient
très utilisés parce que les théorèmes étaient restreint aux MSC-graphes [HM00,
MP01, HMNK+04, Mor02, GMSZ02].

Nous allons tout d’abord énoncer quelques résultats nécessaires concer-
nant les atomes, que l’on peut trouver dans les papiers qui les ont introduits,
[HM00, HMNKT00a]. On rappelle tout d’abord qu’un MSC M est un atome
si il n’existe pas de MSC S, T 6= ǫ avec ST = M .

Bien évidemment, cette définition donne implicitement un algorithme
sous optimal pour tester si un MSC est un atome. Voici l’algorithme connu le
plus performant pour tester si un MSC est un atome, et pour le décomposer
en MSC atomiques.

Définition 50 [HM00] Soit M un MSC. Le graphe atomique Ga = (V,→)
associé à M est défini par V est l’ensemble des événement de M et v1 → v2

ssi v1 < v2 ou si m(v2) = v1.

C’est à dire que le graphe est composé de l’ordre du MSC, plus des arcs
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retour de chaque message. Avec un tel graphe, on peut montrer la propriété
suivante.

Proposition 58 [HM00] La décomposition d’un MSC M en atomes s’ob-
tient en calculant les composantes fortement connexes du graphe atomique
Ga associé à M . Chaque atome de la décomposition de M correspond à un
élément de la composante fortement connexe, et ses événements sont les évé-
nements de la composante fortement connexe.

Notons que la décomposition d’un MSC en MSC atomiques est unique à
commutation des atomes près. En fait, la décomposition atomique des MSC
a servi de base à un alphabet de trace dont les éléments sont les atomes, et
la relation de commutation est (A1, A2) ∈ I ssi P (At1) ∩ P (At2) = ∅, voir
[HMNK+04, GMSZ02, Mor02].

Dans la suite, et comme pour les CMSC-graphes à choix local, nous allons
montrer qu’un CMSC-graphe sûr G est équivalent à un MSC-graphe si et
seulement si il existe un n tel que G ⊆ Hn pour le MSC-graphe générique Hn

que nous définissons maintenant. On pose Atn l’ensemble des atomes de taille
au plus n. On pose également Hn le MSC-graphe qui possède, pour chaque
atome A ∈ Atn, un noeud vA étiqueté par A. De plus, il y a une transition
entre chaque paire de noeuds (le graphe est une clique).

Proposition 59 Un CMSC-graphe sûr G est équivalent à un MSC-graphe
ssi il existe un entier n tel que L(G) ⊆ L(Hn). Si c’est le cas, on peut obtenir
un MSC-graphe équivalent à G, de taille exponentielle en bG et n.

On pose b = bG. Remarquons que si G est globalement coopératif, alors
nous pouvons utiliser la même preuve que la proposition 39 page 110 pour
les CMSC-graphes à choix local. Ainsi, il suffirait de calculer un automate
acceptant Linb(G) puis faire le produit avec Hn pour obtenir un MSC-graphe
équivalent à G. Nous allons démontrer le résultat même si Linb(G) n’est
pas régulier, c’est à dire même si G n’est pas globalement coopératif. Nous
pouvons calculer une sorte de clôture atomique de G, plutôt que la clôture
par commutation. Nous utilisons en fait la même stratégie que la preuve de
[MP99] du théorème d’Ochmanski (voir propriété 6 page 33). Nous utilisons
l’automate B qui calcule les chemins à trous de G (voir propriété 7 page 35).

Supposons que G est ∃-b-borné et G ⊆ Hn. Nous construisons le produit
synchronisé de l’automate B qui calcule les chemins à (b+ 1)n trous de G et
de Hn, obtenant un MSC-graphe H .
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τ l

Al AlAm Am

ρ
max

ρ

Par définition de B, nous avons L(H) ⊆ L(G). De plus, si ρ est un
chemin acceptant de G étiqueté par M , alors on pose M = A1 · · ·Am la
décomposition de M en atomes de Atn. De plus, nous réordonnons A1 · · ·An

tels que i ≤ j s’il existe e ∈ Ai, f ∈ Aj avec e < f (nous n’avons pas le choix
pour cette règle), et sinon si le premier événement de Ai est apparu avant le
premier événement de Aj dans ρ.

Lemme 12 Soit l ≤ m et τl le sous chemin à trous de ρ étiqueté par
A1 · · ·Al. Alors τl a au plus (b+ 1)n trous.1

Preuve.
On choisit max ≤ l tel que le chemin (sans trou) ρmax préfixe de ρ qui

s’arrête avant le premier événement de Amax soit le plus long.
Le CMSC étiquetant ρmax a au plus b envois solitaires puisque c’est un

chemin de G, parmi lesquels b′ appartiennent à ρl. Ainsi, b′′ = b − b′ est le
nombre d’envois solitaires dans ρmax \ τl (la différence de deux chemins est
obtenus en enlevant du premier chemin les noeuds du second).

Nous affirmons d’abord qu’il n’y a pas de MSC atomique Ap complète-
ment dans ρmax\τl. Sinon, Ap satisferait p > l ≥ max puisqu’il n’est pas dans
τl. De plus Ap apparaît entièrement dans ρ avant qu’un seul événement de
Amax ne soit apparu (par choix de max), ce qui contredit le choix de l’ordre
sur les Ai.

Comme tout atome incomplet de ρmax \τl contribue d’une unité au moins
pour le nombre d’envois solitaires de ρmax, il y a au plus b′′ atomes incomplets
dans ρmax \τl. Comme chaque atome incomplet a une taille d’au plus n−1, il
y a au plus (n−1)b′′ événements dans ρmax\τl, c’est à dire au plus (n−1)b′′+1
trous dans τl ∩ ρmax.

De plus, par définition de max il y a exactement un atome complet, qui
est Amax, dans τl \ ρm. Les autres atomes de τl \ ρmax sont incomplets, et

1Remarquons qu’un sous chemin correspondant à une autre permutation de A1 · · ·An

pourrait avoir plus de trous, voir un nombre non borné de trous.
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contribuent d’une unité au moins pour le nombre de réceptions solitaires de
ρ \ ρmax, qui est égal à b′. Ainsi, il y a au plus b′ + 1 différents atomes dans
τl \ ρmax. Cela donne au plus (b′ + 1)n événements dans τl \ ρmax, et donc
(b′+1)n trous. Ainsi, nous concluons que τl contient au plus (b′+b′′ +1) ·n =
(b+ 1) · n trous.

2

Ainsi il existe un chemin dans B étiqueté par M = A1 · · ·An. Nous avons
trivialement un chemin dans Hn étiqueté aussi par A1 · · ·An, et donc M ∈
L(H) montre que H est équivalent à G.

Exemple : Soit G un CMSC-graphe a 4 noeuds v1, v2, v3, v4, étiquetés
par s, s, r, r, où s est un envoi du processus 1 au processus 2, et r la réception
associée.

Il y a des transitions de v1 à v2, de v2 à v3, de v3 à v2, et de v3 à v4. Soit
A le seul atome de G, constitué du message (s, r). Ainsi chaque noeud de H
est étiqueté par A (ou par ǫ). Nous décrivons les états utiles de H :

– s1 est l’état [v1, {1}]; [v3, {2}], constitué de deux chemins (ou un chemin
à un trou), un de v1 à v1 avec le processus 1, et l’autre de v3 à v3 avec
le processus 2,

– s2 est l’état [v1, {1}]; [v4, {2}]),
– s3 est l’état ([v1, v3, {1, 2}]; [v3, {2}]) constitué de deux chemins, un de
v1 à v3, l’autre de v3 à v3,

– s4 est l’état final ([v1, v4, {1, 2}]).
Nous avons par exemple une transition de (ǫ, ∅) vers s1 et une vers s2. Cepen-
dant, s2 correspond à un chemin à trou qui n’arrivera jamais à l’état final s4.
La raison est que nous ne pouvons pas l’étendre par A : le segment [v4, {2}]
interdit d’utiliser le noeud v3, puisqu’il contient le processus 2. Il y a aussi
des transitions de s1 à s3, de s3 à s4, de s1 à s4 et une boucle sur s3. La
boucle sur s3 correspond au chemin [v2, {1}]; [v3, {2}] étiqueté par A, et à la
connexion par [v2, {1}] entre ([v1, v3, {1, 2}] et [v3, {2}]), alors que [v3, {2}]
est disjoint.

5.1.3 Les Atomes sont Réguliers

Néanmoins, comme pour le cas des CMSC-graphes à choix local, la pro-
priété 59 page 160 ne nous donne pas d’algorithme pour tester si un CMSC-
graphe sûr est équivalent à un MSC-graphe, puisque nous ne connaissons pas
à priori de borne sur le n tel que L(G) ⊆ L(Hn).
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Pour G un CMSC-graphe, on pose Gen(G) l’ensemble des atomes N1 tels
qu’il existe N0, N2 avec N0N1N2 ∈ L(G). Notons que nous ne demandons pas
que N0, N2 soient des MSC. Il est possible ainsi que N1 ne fasse jamais partie
de la décomposition atomique d’un MSC de L(G). Néanmoins, N1 est inclus
dans un atome de la décomposition atomique d’un MSC de L(G). De plus,
tous les atomes de la décomposition atomique des MSC de L(G) appartienne
à Gen(G). Ainsi, les atomes de la décomposition atomique des MSC de L(G)
sont de taille bornée par b si et seulement si les atomes de Gen5g) sont de
taille b bornée.

Nous allons montrer que si G est sûr, nous pouvons donner un automate
acceptant des représentants de Gen(G). Nous allons donc pouvoir tester fa-
cilement si Gen(G) est fini ou non, c’est à dire s’il existe une borne n tel que
L(G) ⊆ L(Hn).

L’idée est simple : nous allons définir un automate non déterministe A(G)
qui va, pour tout MSC M ∈ L(G), deviner un facteur N1 de M = N0N1N2

et vérifier que N1 est un atome. Pour s’assurer que l’automate devine un
facteur, chaque événement e de M est associé à un nombre k ∈ {0, 1, 2},
signifiant si e ∈ N0 (k = 0), e ∈ N1 (k = 1) ou e ∈ N2 (k = 2) De plus, nous
testons si Ni est bien un MSC et non un CMSC. L’automate A(G) générera
uniquement les événements qui ont été devinés être dans N1.

Le partie la plus dure est que A(G) doit tester si M est un atome. La
proposition 58 page 160 nous donne un algorithme pour tester si N1 est
atomique en calculant si son graphe atomique Ga(M) est fortement connexe.

Cependant, nous devons tester cette propriété à la volée avec un automate
fini. Or le graphe Ga(M) n’a aucun raison d’être borné, ni son nombre de
composantes connexes intermédiaires. Nous changeons donc cette propriété
légèrement :

Nous disons qu’un événement e de M voit un autre événement f si
et seulement si il existe un chemin de e à f dans Ga(M). La proposi-
tion 58 page 160 se traduit donc par M est un atome si et seulement si
tout les événements de M voit tous les événements de M . Cependant, nous
savons d’office que tout élément voit les éléments de son futur sur le même
processus. Ainsi, nous pouvons affaiblir un peu la proposition 58 page 160.

Proposition 60 Soit un MSC M . Alors M est un atome ssi pour chaque
paire de processus p, q, le dernier événement de p voit le premier événement
de q.
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Ainsi, pour tout processus p, nous allons conserver en mémoire son dernier
événement lastp de type k = 1 (c’est à dire dans N1). De plus, nous devons
conserver les envois solitaires pour reconstruire l’ordre associé à Ga(M). Nous
savons qu’il existe des représentants de G tels que l’ensemble S des envois
solitaires est borné puisque G est sûr.

Soit X = {lastp | 1 ≤ p ≤ ℘}∪S. A chaque paire (x, p) ∈ X×{1, . . . , ℘},
nous associons un entier T (x, p) ∈ {0, 1, 2} qui indique

– T (x, p) = 2 : x voit le premier événement de N1 sur p.
– T (x, p) = 1 : x voit un événement de N1 sur p (mais pas le premier).
– T (x, p) = 0 : x ne voit aucun événement de N1 sur p.
Ainsi, A(G) utilise une fonction de vision T : x, p ∈ X × P 7→ T (x, p),

et une fonction S : x ∈ X 7→ S(x) où S(x) ⊆ S est l’ensemble des envois
solitaires vus par x.

D’après la proposition 60 page précédente, calculer la fonction de vision
de chaque événement lastp suffit pour décider si N1 est atomique.

Proposition 61 Soit G un CMSC-graphe sûr. Alors nous pouvons construire
un automate A(G) acceptant des représentants de Gen(G).

Preuve. Soit B = (V,→, I, F ) un automate acceptant L(G), de taille
linéaire en G. Nous définissons maintenant l’automate A(G). Chaque état de
A(G) est de la forme [v, T, S, k,X], où v est un état de B, X = {lastp | 1 ≤
p ≤ ℘} ∪S est l’ensemble défini plus haut (il est au plus de taille ℘+ bG), et
T, S, k sont les fonctions de vision, d’envois solitaires et de type. Quand x voit
pour la première fois y, nous mettons à jour T ′, S ′ en appelant Update(x, y),
qui fixe S ′(x) = S ′(x)∪ S ′(y) et T ′(x, p) = max((T ′(y, p), T ′(x, p)) pour tout
p.

Nous avons [v, T, S, k,X]
ℓ

−→ [v′, T ′, S ′, k′, X ′], si il existe e avec v
e

−→ v′

et p = P (e), et que X ′, S ′, k′, T ′ sont obtenus par l’algorithme suivant.

1. Recopier T dans T ′, X dans X ′, k dans k′ et S dans S ′,

2. Si e est un envoi, le rajouter à S ′.

3. Si e est une réception, enlever l’envoi correspondant de S ′.

4. Nous devinons une valeur k′(lastp) ≥ k(lastp). Si k′(lastp) = 1, alors
e ∈ N1, et donc la transition est étiquetée par ℓ = e. Sinon ℓ = ǫ et
l’algorithme s’achève pour cette transition.

5. lastp = x.
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6. Nous définissons T ′(lastp, q) = 0 pour q 6= p, et S ′(lastp) = ∅. Alors, on
pose T ′(lastp, p) = 2 si k(lastp) = 0 (e est le premier événement dans
N1 sur le processus p). Sinon T ′(lastp, p) = 1.

7. Si e est une réception, on pose s ∈ S l’envoi solitaire associé.

(a) Tester si k′(lastp) = k(s).

(b) Update(e, s).

(c) Pour chaque x ∈ X tel que soit T ′(x, p) 6= 0 soit s ∈ S ′(x) (c’est
à dire que x voit e ou s), Update(x, e) .

Un état [v, T, S, k,X] est initial si v ∈ I, k(x) = T (x, p) = 0 pour tout
x ∈ X, p ∈ P et si S = ∅. Un état [v, T, S, k,X] est final si S = ∅ (il ne
reste plus d’envoi solitaire) et T (lastp, q) = 2 pour tout p, q ∈ P (le dernier
événement sur p voit le premier élément sur q pour tout p, q).

2

On pose M = N0N1N2 un MSC et ρ un chemin d’étiquette M . Montrons
par induction sur le nombre d’événements de M que

Lemme 13 T (x, i) = 1 ssi x peut atteindre lasti, T (x, i) = 2 ssi x peut
atteindre le premier événement sur le processus i dans Ga(M), et s ∈ S(x)
ssi x peut atteindre l’envoi solitaire s dans Ga(M).

Preuve. L’initialisation est triviale. Supposons que la propriété soit vraie
pour M , et montrons la pour Mx.

Supposons que x peut atteindre lastp dans Ga(Me) après n événements
lus du MSC. Si c’est un élément de p, alors la propriété est vérifiée. Sinon,
si x est un envoi, il est solitaire puisque la réception arrivera plus tard, et
l’événement ne voit rien, ce qui n’est pas vrai. Donc x doit être une réception.
La seule transition qui sort de x dans Ga(Me) mène à l’envoi associé s ∈ S.
Dans Ga(Me), s doit voir lastp (qui n’est pas x). Donc il doit aussi le voir
dans Ga(M). Nous appliquons ainsi l’hypothèse de récurrence pour avoir
T ′(x, p) = 1.

Soit un événement e 6= x. Si e voit lastp dans Ga(M), nous appliquons
l’hypothèse de récurrence, et obtenons T (x, p) = 1. Sinon, c’est que x est
utile à e pour voir lastp. Si x est un envoi, rien ne se passe. Donc x est une
réception, d’envoi associé s. Soit e voit s dans Ga(M), et alors quand x arrive,
e voit juste x en plus de ce qu’il voyait avant. Donc x est sur le processus
p, et T ′(e, p) = 1 d’après la règle 5c) et la définition de update. Sinon, x ne
voyait pas s dans Ga(M), et s voyait un événement sur p dans Ga(M). Par
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hypothèse d’induction, T (s, p) = 1. De plus, comme e voit x dans Ga(Me) et
qu’il ne voyait pas s dans Ga(M), c’est qu’il voyait un événement sur P (x)
dans Ga(M). Par hypothèse d’induction, T (e, P (x)) 6= 0. D’après la règle
5c), et Update(e, x), ′T (e, p) = max(T (e, p), max(T (s, p), T ′(x, p)) = 1.

Nous laissons en exercice pour le lecteur les autres cas (premier événement
et envoi solitaire).

Réciproquement, supposons que s ∈ S ′(x), avec P (s) = p. Si x est l’évé-
nement s, alors x voit l’envoi s. Sinon, x est une réception associée à u′,
satisfaisant s ∈ S(u). Remarquons que s 6= u puisque u /∈ S ′. En appliquant
l’hypothèse de récurrence à M , comme s ∈ S(u), l’événement u voit s. Donc
sa réception associée x aussi, et la propriété est vérifiée.

Supposons que s ∈ S ′(e), avec P (s) = p et e 6= x. Si s ∈ S(e), alors
l’hypothèse de récurrence dit que e voyait s dans Ga(M), et donc toujours
dans Ga(Mx). Sinon, x sert à e pour que s ∈ S ′(e). La seule solution est que
x soit une réception associée à un envoi u avec s ∈ S(u) et T (e, P (x)) 6= 0.
C’est à dire par hypothèse de récurrence que e voit x, qui voit u qui voit s,
donc e voit s. 2

Ainsi, si A ∈ Gen(G), alors il existe une linéarisation x de A telle que
x ∈ L(A(G)). De même, si x ∈ L(A(G)), alors x est une linéarisation d’un
atome, et il existe y, z avec yxz ∼ v et v ∈ L(G). Ainsi, x est la linéarisation
d’un atome A ∈ Gen(G). C’est le cas si et seulement si les atomes de Gen(G)
sont de taille non bornée. Il n’y a pas de boucle accessible et coaccessible
si et seulement si les atomes sont de taille bornée. Si c’est le cas, alors leur
taille est bornée par |A(G)|.

Remarque 11 Cette construction n’est applicable que si nous avons une
borne existentielle.

Ainsi, en utilisant l’automate construit dans la proposition 61 page 164,
nous pouvons tester si un CMSC-graphe sûr est équivalent à un MSC-graphe
en PSPACE.

Proposition 62 Soit G un CMSC-graphe sûr ∃-b-borné. On peut tester en
PSPACE en b et ℘ si Gen(G) est fini. De plus, ce problème est co-NP-dur. Si
Gen(G) est fini, alors la taille du plus grand atome est au plus exponentielle
en b et ℘.

Preuve. Pour la preuve de co-NP-dureté, nous donnons une réduction
du complémentaire du problème du chemin hamiltonien. Soit G = (V,E)
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Fig. 5.3 – Une projection d’un MSC-graphe difficile à décrire en MSC-graphe.

un graphe à n noeuds. Le graphe G n’a pas de chemin hamiltonien ssi tout
chemin de longueur n contient un noeud deux fois.

Pour générer les chemins de longueur n, nous utilisons n copies de G,
avec n2 noeuds (vj

i ). La fonction de transition est vj
i → vj′

i′ ssi vi →G vi′ et
j′ = j + 1.

Nous construisons le MSC-graphe H comme sur la figure 5.3, avec des
noeuds vj

i étiquetés par des MSC Mi décrit dans la figure 5.3. Nous projette-
rons H sur les processeurs {A,D}. Nous pourrions également coder le même
système, mais avec un CMSC-graphe sûr (non projeté).

Nous avons besoin d’un noeud initial Deb et d’un noeud final Test, avec
vj

i → Test ssi j = n et Test → vj
i ssi j = 1. De plus, Deb → vj

i ssi j = 1
La figure 5.3 décrit les MSC étiquetant les noeuds de H . L’idée est de

créer un ordre entre les processus A et D seulement si un noeud vi a été vu
deux fois, comme le montre les figures 5.4 page suivante, 5.5 page suivante
ci-dessous (v1 y est vu deux fois).

Ainsi, s’il y a un chemin hamiltonien dans G, en itérant la boucle corres-
pondant à ce chemin, nous obtenons un atome de Gen(π(L(H))) arbitraire-
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n1C CA B D A D

V1

Test

Deb

Fig. 5.4 – Aucun noeud n’est vu deux fois.

n1C CA B D A D

V1

V1

Test

Deb

Fig. 5.5 – v1 est vu deux fois.

ment grand (voir figure 5.4). Si il n’y a pas de chemin hamiltonien dans G, les
atomes de π(L(H)) sont tous des messages entre A to D, ou deux messages
se croisant entre A et D (voir figure 5.5). C’est à dire que Gen(π(L(H))) est
fini.

2

Théorème 17 Soit G un CMSC-graphe sûr et ∃-b-borné. G est équivalent
à un MSC-graphe si et seulement si Gen(G) est fini. On peut faire le test en
PSPACE en b et ℘. Si le test est positif, alors on peut construire un MSC-
graphe équivalent de taille au plus exponentielle en la taille de G et du plus
grand atome de Gen(G), c’est à dire au plus doublement exponentiel dans ℘
et b.

Ainsi, nous pouvons décrire dans le diagramme 5.6 page suivante par des
flèches rouges les algorithmes de test décidables, pour savoir si un CMSC-
graphe d’une classe possède une écriture en un CMSC-graphe équivalent
d’une autre classe (nous utilisons l’algorithme que nous venons de présenter,
plus les algorithmes pour les (C)MSC-graphes à choix local). En fait, le dia-
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gramme 5.6 est complet, car nous savons que les autres tests non triviaux
sont indécidables.

Control

global

local

Channel
Bound

FG

CFM

deadlock-free   CFM

MSG

CFM

CMSGCMSG
safe

CFM

CMSG
regular gc CMSG

loop
connect

local
choice lc-MSG lc CMSG

?

?
?

Fig. 5.6 – Tests d’appartenance décidables.

5.2 Compression et Hiérarchie

Plusieurs formalismes utilisent la hiérarchie dans la formulation des sys-
tèmes, comme les statecharts et les diagrammes en UML. La norme Z.120
[itu96] inclue elle aussi les MSC-graphes sous forme hiérarchique (appelés
alors HMSC). Le fait est que les algorithmes oublient souvent ce formalisme
pour ne s’appliquer qu’aux MSC-graphes. Si la décidabilité n’est pas remise
en question car il est toujours possible de déplier un HMSC en un MSC-
graphe plus gros, la complexité peut changer (le dépliage peut être exponen-
tiel). S’il est parfois impossible de faire mieux que de déplier la structure
hiérarchique (problème d’appartenance), il existe de nombreux cas intéres-
sants où cela apporte un vrai gain en terme de complexité (reconnaissance
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de motif). Notons que de nombreux autres algorithmes concernant les MSC
hiérarchiques ont été étudiés dans [GM02].

5.2.1 Syntaxe et Sémantique des nested MSC.

Puisque les HMSC désignent des graphes, nous préférerons l’appellation
nMSC (pour nested MSC) pour désigner les MSC décrits de manière hiérar-
chique, alors que les nMSC-graphes désigneront les graphes de MSC décrits
de manière hiérarchique.

La norme ITU Z120 [itu96] permet la réutilisation d’un MSC déjà décrit
sans avoir besoin de le redéfinir. La définition que nous donnons est faite de
telle sorte qu’elle préserve le caractère visuel des MSC (voir la figure 5.7 page
suivante). En fait, la définition est la même que celle des templates MSC, sauf
qu’ici, le contenu de chaque boîte est entièrement défini par la donnée d’un
MSC hiérarchique.

Définition 51 Un nMSC M = (Mq)
n
q=1 est une suite finie de macros de la

forme Mq = (Pq, Eq, Bq, ϕqC, λq, mq, <q)
Chaque macro Mq est composé de :
– Un ensemble fini d’événements Eq.
– Un ensemble fini de processus Pq.
– Un ensemble fini de références Bq (boîtes) utilisées par Mq.
– Une fonction ϕq qui associe chaque référence b ∈ Bq avec un indice

1 ≤ ϕq(b) ≤ q.
Ainsi, une référence b sera constitué du MSC représenté par Mϕq(b).
Notons que B1 = ∅. Nous demandons de plus que Pϕq(b) ⊆ Pq.

– Une fonction de type λq : Eq −→ T , qui associe chaque événement avec
un type i!j, i?j ou i(a), avec i, j ∈ Pq, i 6= j et a ∈ C.

– La fonction de message mq : Sq −→ Rq qui associe chaque envoie de
type i!j avec une réception j?i, pour tout i 6= j.

– La relation acyclique <q sur l’ensemble des événements et références
Eq ∪ Bq, formée de :
– Pour chaque processus k ∈ Pq, la relation <q est un ordre total sur

l’ensemble Eq,k des événements de k et l’ensemble des références b ∈
Bq avec k ∈ Pϕq(b).

– e <q f quand mq(e) = f dans Mq.
La profondeur de M est le plus grand d tel qu’il existe une suite q1 > · · · >
qd+1 avec ϕqj

(b) = qj+1 pour un certain b ∈ Bqj
, pour tout 1 ≤ j ≤ d.
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Fig. 5.7 – Un nMSC P utilisant deux références, S et M .

Exemple 49 Considérons le nMSC P de la Figure 5.7. Il utilise trois ré-
férences, BP = {b1, b2, b3} qui correspondent à ϕP (b1) = ϕP (b3) = S et
ϕP (b2) = M . La profondeur de P est 2. L’ordre visuel <P de P impose sur
le processeur 1 l’ordre b1 <P e <P b2 <P b3.

La sémantique d’un nMSC est le MSC défini en remplaçant chaque réfé-
rence de M par son MSC correspondant. Récursivement, il suffit de définir
la sémantique des nMSC de profondeur 1. Soit M = (Mq)

n
q=1 un nMSC de

profondeur 1, avec Mq = (Pq, Eq, Bq, ϕq, C, λq, mq, <q). Pous simplifier les
notations, nous notons ci dessous b à la place de ϕn(b).

Le MSC 〈P, E, C, λ,m,<〉 associé à M = (Mq)
n
q=1 est donné par P = Pn,

E = ⊎b∈Bn
Eb ⊎ En, λ = ∪n

q=1λq et m = ∪n
q=1mq. L’ordre visuel < est défini

par e < f si et seulement si soit m(e) = f , soit P (e) = P (f) et une des
conditions suivantes :

– e, f ∈ En et e <n f ,
– e, f ∈ Eb et e <b f ,
– e ∈ E1, f ∈ b et e <n b,
– e ∈ Eb, f ∈ E1 et b <n f ,
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– e ∈ Eb, f ∈ Eb′ et b <n b
′,

où b, b′ ∈ Bn. Pour simplifier la notation, nous notons le MSC associé à
M = (Mq)

n
q=1 par M .

Exemple 50 Dans la figure 5.7 page précédente, la partie inférieure droite
représente le MSC associé au nMSC S de profondeur 1. Notons que l’événe-
ment g ∈ EM apparaît deux fois dans S. Si nous voulons distinguer ces deux
instances, nous pouvons les indexer par la boîte dont elles sont issues.

Notons aussi que la syntaxe des nMSC impose que b1 <1 e, mais cela
ne signifie pas que tous les événements de S = ϕP (b1) doivent arriver avant
e ∈ EP . Par exemple, la première occurrence de g dans S précède e dans P ,
mais pas la seconde occurrence de g.

Il est également possible qu’un nMSC M syntaxiquement correct ne dé-
finisse pas un MSC à cause de l’ordre FIFO. Par exemple, le message (e, f)
de P violerait la condition FIFO si M contenait un message du processus
1 au processus 3. Néanmoins, il peut être vérifié en temps polynomial si un
nMSC satisfait la condition FIFO.

Taille d’un nMSC. La taille d’une référence est égale au nombre de ses
processus. La taille d’un nMSC M = (Mq) = (Pq, Eq, Bq, ϕqC, λq, mq, <q)
est |M | =

∑
p(|Ep| +

∑
b∈Bq

|b|). La longueur d’un nMSC M est le nombre

d’événements du MSC qu’il représente. La longueur est notée ||M ||. Notons
qu’on peut calculer la longueur d’un nMSC en temps linéaire en la taille du
nMSC. Ce simple calcul constitue notre premier algorithme qui bénéficie de
la hiérarchie.

Définition 52 Un nMSC-graphe est une suite finie G = (Gq)
n
q=1, où chaque

Gq est soit un graphe étiqueté soit un nMSC. Un graphe étiqueté Gq est un
quintuplet (Vq,→q, ϕq, V

0
q , V

f
q ) avec :

– Un graphe dirigé (Vq,→q),
– Un ensemble de noeuds initiaux V 0

q et finaux V f
q ,

– Une fonction ϕq qui associe chaque noeud v avec une référence 1 ≤
ϕq(v) < q, représentant Gϕq(v).

Ainsi, un noeud d’un nMSC-graphe peut être associé soit avec un graphe,
soit avec un nMSC. Cette définition étend les automates hiérarchiques [AY98]
et les nMSC. En fait, les automates hiérarchiques de [AY98] correspondent
exactement au cas où il n’y a qu’un seul processus.
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La sémantique d’un nMSC-graphe G = (Gq)
n
q=1 est l’ensemble (possible-

ment infini) des MSC L(G) défini récursivement comme suit. Si Gq est un
nMSC, alors L(Gq) est le MSC singleton défini par Gq. Si Gq est un graphe
étiqueté, alors L(Gq) est l’ensemble des MSC associé à un chemin acceptant
de Gq. A un chemin v1, . . . , vn de Gq, nous associons l’ensemble des MSC
M1 · · ·Mn, où Mi ∈ L(Gϕq(vi)) pour tout 1 ≤ i ≤ n. Enfin, L(G) = L(Gn).

a b

Gi

Gi

Fig. 5.8 – Un nMSC-graphe Gi+1 générant (a+ b)2i

avec G1 = ǫ.

5.2.2 Reconnaissance de Motifs

Nous commençons en donnant un algorithme assez représentatif de la ma-
nière d’utiliser la hiérarchie pour ne pas recalculer plusieurs fois les mêmes
choses, et donc pour baisser le temps de calcul. Notons qu’il n’était pas donné
dans [GM02]. En fait, une idée qui fonctionne bien avec la hiérarchie est qu’il
faut généralement utiliser un algorithme de programmation dynamique. Par-
fois, il faut également avoir recours à des arguments arithmétiques [GM02].

Définition 53 Un nMSC M est un motif d’un nMSC N si et seulement si
il existe deux CMSC S, T tels que N = SMT .

Nous commençons par montrer que la reconnaissance d’un nMSC motif
M dans un nMSC N est en temps polynomial dans le cas particulier où
||M || = ||N ||. Dans ce cas, la reconnaissance de motif se réduit à tester
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l’égalité de deux nMSC. Souvenons nous que tout comme les traces, l’égalité
de MSC se teste facilement en testant si les projection sur chaque processeur p
se correspondent, c’est à dire si M |p = N |p (voir la remarque 6 page 51). Nous
allons procéder de cette manière. La projection d’un nMSC sur un processus
correspond exactement à un mot compressé par straight line program (SLP).

Définition 54 Un SLP sur l’alphabet A est une grammaire hors contexte
avec des non terminaux V = {X1, . . . , Xn}, un non terminal initial Xn et
des règles de V ×(V ∪A)+. Pour tout non terminal il y a exactement une règle
ayant ce non terminal pour règle gauche. De plus, pour toute règle Xi −→ α,
tous les Xj de α satisfont i < j.

Les contraintes sur les règles imposent que chaque variable Xi génère un
unique mot. Par simplicité, nous exprimons le mot généré par un non terminal
Xi aussi par Xi. La longueur d’un non terminal Xi est la longueur du mot
généré par Xi et est noté par ||Xi||. Notons que ||Xi|| peut être exponentiel
dans le nombre de règles. La taille d’un SLP est la somme des tailles des
règles.

Un nMSC M peut être identifié à ℘ SLP L1, . . . , L℘. Le SLP Lp génère
la projection M |p de M sur le processus p ∈ P. Nous notons les variables
utilisées par Lp par X|p, où X est la référence utilisé par le nMSC M =
(Mq)

n
q=1. La variable initiale de chaque Lp est Mn|p.

Exemple 51 Dans la figure 5.7 page 171, la projection sur le processus 1
du nMSC P est représentée par P |1 → S|1eM |1S|1, S|1 → M |1hM |1 et
M |1 → k.

Nous pouvons ainsi utiliser le théorème suivant qui prouve que l’égalité
des SLP (donc des nMSC) est décidable en temps polynomial.

Proposition 63 ([Pla94]) Soit P un SLP, et A,B deux non terminaux de
P . Nous pouvons déterminer si A et B génèrent le même mot en temps
O(|P |5 log(|P |)).

Ainsi, nous pouvons tester en temps O((|M | + |N |)5 log(|M | + |N |)) si
deux nMSC N,M sont égaux. Nous pouvons néanmoins utiliser un meilleur
algorithme, qui résout la reconnaissant d’un SLP motif dans un SLP.

Contrairement à l’égalité, la recherche d’un MSC motif dans un MSC ne
peut pas se réduire à la recherche de chaque projection. Bien entendu, il est
nécessaire que pour tout p, M |p soir un motif de N |p.
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Proposition 64 Soit M,N deux MSC. Nous pouvons tester en temps li-
néaire si M est un motif de N .

Preuve. L’idée vient de la reconnaissance de motif pour les traces de
Mazurkiewicz [LWZ90]. Nous appliquons l’algorithme de Knuth-Morris-Pratt
pour déterminer en temps linéaire toutes les occurrences de M |p dans N |p,
pour tout p ∈ P. Alors nous cherchons des ℘-uplets d’occurrences (M |0p)p∈P

qui forment un facteurM . Ainsi, nous recherchons une configuration de N qui
a M |p comme suffixe pour tout processus p. Cela est fait en se remémorant
l’ensemble J des processus i satisfaisant cette condition. Si J = P, alors
nous avons trouvé un motif. Sinon, nous progressons sur un processus i /∈ J
jusqu’à la prochaine occurrence du motif M |i. Pour chaque processus p ∈ P,
nous calculons l’événement fp maximal sur le processus p telle que fp < e.
Nous mettons à jour la configuration courante sur chaque processus avec le
maximum entre fp et la configuration précédente. Comme chaque élément de
N n’est traité qu’une seule fois, la complexité est linéaire. 2

Exemple 52 Reprenons la figure 4.6. L’algorithme de recherche de motif de
P dans M commence au début de M . Puis il avance à la première occurrence
A, et il est toujours au début sur les processus 2 et 3. Nous avons J = {1}.

Puis il avance sur le processus 2 jusqu’à l’occurrence B. Il doit donc
avancer sur le processus 3 d’une réception et d’un envoi. Alors J = {1, 2}.
On n’avance sur le processus 3 jusqu’à D. Ca oblige d’avancer sur le processus
2 jusqu’à C, et sur le processus 1 jusqu’à la fin. Comme un processus a été
fini sans qu’il n’y ait d’occurrence sur lui, nous savons qu’il n’y a pas de motif
P dans M .

De la même manière que la reconnaissance de motif pour les MSC, la
stratégie pour la recherche de motif des nMSC utilise dans un premier temps
une représentation implicite de toutes les positions où le SLP M |p apparaît
en tant que motif du SLP N |p [MST97] (voir aussi [Pla94]). Ensuite, nous
calculons les positions où un ℘-uplet de projections (M |p)p∈P forme un facteur
de M .

Nous notons une occurrence particulière d’une projectionM |p parM |0p,M |1p
etc. Nous dirons qu’un ℘-uplet d’occurrences (M |0p)p∈P forme un facteur de
N si il existe une occurrence M0 de M dans N telle que pour tout p ∈ P,
M0|p = M |0p.

Proposition 65 ([MST97]) Soit P un SLP et A,B deux non terminaux
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de P . Il est possible de calculer une représentation implicite de toutes les
occurrences de A dans B en temps O(|A|2|B|2).

V
Y u u u

X X

i V i+1

progression arithmétique occ(X, Y, V i)

L’idée derrière l’algorithme de [MST97] vient de [Pla94] et de la combina-
toire des mots. Soit X un non terminal de A et supposons que le mot défini
par X est un facteur du mot défini par B. Supposons que X n’est facteur
d’aucun non terminal Y sur le plus bas niveau de hiérarchie, c’est à dire dont
la règle associée est Y → α ∈ A∗. On choisit alors une règle Y −→ V 1 · · ·V k,
et i ≤ k − 1 tels que X apparaît dans Y (on appelle X0 cette occurrence de
X) et V i est le premier non terminal parmi V 1 · · ·V k que X0 rencontre sans
être totalement inclus dans V i (voir la figure ci dessus). En particulier, Y est
le plus petit non terminal qui contient X0. On pose occ(X, Y, V i) l’ensemble
des positions de Y à partir desquelles une occurrence X0 de X commence,
commence à l’intérieur de V i et finit strictement après V i. On pose également
occ(X, Y ) =

⋃
i occ(X, Y, V

i).
En utilisant un argument combinatoire (le lemme de Fine et Wilf), il peut

être montré que occ(X, Y, V i) est une progression arithmétique qui peut être
calculée par un algorithme de programmation dynamique en temps polyno-
mial. Par exemple, considérons les mots Y = aaabababababb et X = ababab.
Il y a trois occurrences de X dans Y , la première commençant à partir de la
troisième lettre de Y , puis la cinquième lettre, puis la septième lettre.

Remarque 12 En utilisant l’algorithme de [MST97], nous obtenons immé-
diatement un algorithme pour l’égalité de deux SLPs M,N . Cet algorithme
est en temps O(|M |2|N |2).

Nous allons expliquer ici comment rechercher un nMSC motif M dans un
nMSC N lorsqu’il n’y a pas de communication à l’intérieur de M . Pour le
cas où les processus communiquent entre eux, il faut utiliser un algorithme
très différent utilisant de manière cruciale l’arithmétique, comme décrit dans
[GM02]. En réunissant les deux cas, nous obtenons :

Théorème 18 Soit M,N deux nMSC. Savoir si le MSC décrit par M est un
motif du MSC décrit pas N peut se résoudre en temps O(|CM |2|M |2|N |2) ≤
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O(℘2|M |2|N |2), où CM est le nombre de composantes connexes dans le graphe
de communication de M .

Tout d’abord, nous allons supposer que tous les processus de N appa-
raissent dans M . Si ça n’est pas le cas, nous pouvons modifier légèrement M
et N en ajoutant à chaque référence Y de N un événement local locp entre
chaque événement ou boîte de chaque processus p ∈ P (N) \ P (M).

Soit M,N deux nMSC. Pour chaque référence X de M ou N , nous sa-
vons calculer en temps O(|M |2|N |2) une représentation compacte de toutes
les occurrence de M |p dans N pour tous les processus p ∈ P. On rappelle
maintenant le sous cas du lemme qui a servit pour les algorithmes sur les
templates MSC avec deux boîtes (qui correspondent aux MSC contenant un
certain motif). Ce sous-cas correspond au fait que les processus de M ne
communiquent pas.

Définition 55 Soit a ∈ occ(M |p, Y ), b ∈ occ(M |q, Y ) deux occurrences de
projections de M sur les processus p 6= q. Alors a, b sont compatibles si et
seulement s’il n’y a pas de message depuis le processus p vers le processus q
envoyé après a et reçu avant b (ou l’inverse).

Lemme 14 Soit ap ∈ occ(M |p, Y ), pour tout p ∈ P. Alors (ap)p∈P est une
occurrence de M dans Y ssi ap, aq sont compatibles pour tout couple de pro-
cessus p 6= q.

Ainsi, on voit facilement que b est compatible avec une occurrence de
occ(M |p, Y, V

i) si et seulement si il est compatible avec la première occur-
rence de occ(M |p, Y, V i), puisque qu’il ne peut pas y avoir de mauvais mes-
sage séparant les occurrences de occ(M |p, Y, V i) (toutes les occurrences se
rencontrent en le dernier événement de V i, et n’envoient pas de message).
Ainsi, nous pouvons supposer sans restriction que occ(M |p, Y, V i) est un sin-
gleton. Soit p ∈ P. Notons que les occurrences deM |p dans Y sont totalement
ordonnées par l’ordre total sur le processus p de Y . Nous comprendrons les
fonctions min et max par rapport à ces ordres totaux.

Proposition 66 Soit a = (ap)p∈P , b = (bp)p∈P ∈ (occ(M |p, Y ))p∈P deux oc-
currences de M dans Y . Alors (min(ap, bp))p∈P et (max(ap, bp))p∈P sont aussi
des occurrences de M dans Y .

Preuve. En appliquant le lemme 14, il suffit de vérifier que min(ap, bp),
min(aq, bq) sont compatibles pour tout p 6= q. Le seul cas à vérifier est quand
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min(ap, bp) = ap < bp et min(aq, bq) = bq < aq. Supposons par l’absurde
qu’il y ait un message de p à q envoyé après ap et reçu avant bq. Alors ap et
aq > bq ne seraient pas compatibles. Le cas du message d’en l’autre direction
est symétrique. Nous avons donc une contradiction.

2

Si M apparaît en tant que motif de N , la proposition 66 page précédente
assure qu’il y a une unique occurrence minimale de M dans N , où mini-
male se comprend en prenant l’ordre partiel par composante sur les ℘-uplets
de (occ(M |p, N))p∈P . Afin de trouver l’occurrence minimale de M dans une
référence X de N , nous allons construire l’occurrence minimale compatible
dans chaque référence Y ∈ X. Si Y ne contient pas complètement le MSC
représenté par M , alors nous aurons besoin de plus d’information concernant
les composantes à l’extérieur de Y qui sont compatibles avec un composant
à l’intérieur de Y . Comme il peut y avoir de nombreuses références X qui
contiennent dans un certain niveau de hiérarchie le non terminal Y , nous co-
dons cette information par des occurrences imaginaires notées ↓p et ↑p, pour
chaque processus p ∈ P. L’occurrence ↓p signifie une occurrence de M |C
après Y , alors que ↑p signifie une occurrence de M |p avant Y . Ainsi, nous
étendons l’ordre à ↑p< ap <↓p pour tout ap ∈ occ(M |p, Y ). Pour p 6= q, nous
disons que ↑p, aq ∈ occ(M |q, Y ) sont compatibles si il n’y a pas de message
de p à q avant aq dans Y (et symétriquement pour ↓).

Définition 56 Soit Y une référence de N . Soit E ⊆ {6=↑C,=↓C | C ∈ CM}
un ensemble de contraintes. Nous définissons UpY

E = (ap)p∈P le ℘-uplet mi-
nimal qui satisfait :

1. Pour tout p ∈ P, ap ∈ occ(M |p, Y ) ∪ {↑p, ↓p}.

2. Les occurrences (ap)p∈P sont compatibles deux à deux.

3. (ap)p∈P satisfait les contraintes de E, c’est à dire que (ap)p∈P satisfait
( 6=↑q) ∈ E si aq 6=↑q et (=↓q) ∈ E si aq =↓q.

Notons que l’existence d’une occurrence dans la définition précédente est
assurée par le ℘-uplet (ap)p∈P avec ap =↓p pour tout processus p. En d’autres
termes, nous pouvons toujours espérer trouver une occurrence de M après
Y .

Exemple 53 Les deux conditions extrêmes correspondent à Up∅ = (↑p)p∈P

et Up(=↓p)p∈P
= (↓p)p∈P .

Dans la figure 5.9 page ci-contre, nous avons :
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– Up{6=↑1} = (a, ↑2, e, ↑4, ↑5) = Up{6=↑1, 6=↑3}.
– Up{=↓2} = (b, ↓2, e, ↑4, ↑5).
– Up{6=↑4,=↓5} = (↑1, ↑2, ↑3, g, ↓5).

Le lemme suivant montre qu’il suffit de calculer récursivement les ℘-uplets
UpY

E pour des contraintes E bien choisies.

Lemme 15 Soit (bp)p∈P = UpN
(6=↑p)p∈P

. Alors M est un motif de N ssi
bp 6=↓p, pour tout p ∈ P.

Le problème est que nous pouvons avoir besoin de ℘-uplets UpY
E pour

des ensembles E de contraintes arbitraires. Or il y a un nombre exponentiel
d’ensembles E. Heureusement, nous pouvons éviter également de calculer
tous ces ensembles, en ne calculant UpY

E que pour les singletons E = {6=↑p}
et E = {↓p}, p ∈ P. Nous montrons tout d’abord que ces ℘-uplets suffisent
à calculer en temps polynomial UpY

E pour n’importe quel E.

Lemme 16 Soit E,F ⊆ {6=↑C,=↓C | C ∈ CM} deux ensembles de contraintes.
Alors UpY

E∪F = max(UpY
E , Up

Y
F ).

Preuve. Soit b = (bp)p = max(UpY
E , Up

Y
F ). Nous avons trivialement

UpY
E∪F ≥ UpY

E et UpY
E∪F ≥ UpY

F , donc UpY
E∪F ≥ b. De plus, UpY

E∪F est
le plus petit ensemble qui vérifie les trois propriétés que b vérifie aussi : le
℘-uplet (bp)p∈P est deux à deux compatibles et il satisfait les contraintes de
E ∪ F . Ainsi, b = UpY

E∪F . 2

1 5

Occ(M )
i

2 3 4

Y

a

b

c

d

e
f

h

0g

Fig. 5.9 – Exemple de contraintes et d’occurrences minimales.
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1 5

Occ(M )
i

2 3 4

Y
a

c
d

1

b

Y2

UpY 1Y 2

{6=↑5}
= (a, b, c, ↑4, d).

UpY 1

{6=↑5}
= (a, ↓2, c, ↑4, d) = UpY 1

{=↓2, 6=↑5}
.

UpY 2

{6=↑2}
= (↑1, b, ↑3, ↑4, ↑5).

Proposition 67 Considérons une référence Y de N et un processus p ∈ P.
Alors UpY

{6=↑p}
et UpY

{=↓p}
peuvent être calculés en temps O(|Y |℘2) à partir

des ℘-uplet (UpZ
{6=↑p}

)p∈P et (UpZ
{=↓p}

)p∈P , où Z apparaît à droite dans la règle
associée à Y .

Preuve. Si Y est au plus bas niveau de la hiérarchie, alors nous appliquons
la proposition 18 page 176 pour avoir la réponse en temps linéaire.

Supposons que Y = Y 1Y 2.
Nous voulons calculer l’ensemble E↓ ⊆ P composé de tous les processus

p tel que M |p n’a pas d’occurrence dans Y 1 compatible avec les contraintes.
C’est à dire que M |p doit apparaître soit dans Y 2, soit après Y . Nous com-
mençons en posant E↓ = ∅ et en augmentant E↓ jusqu’a ce qu’il existe une
paire d’occurrences a, b telle que :

– (ap)p∈P est une occurrence de M dans Y 1 avec ap =↓p ssi p ∈ E↓,
– (bp)p∈P est une occurrence de M dans Y 2 avec bp =↑p ssi p /∈ E↓.

L’algorithme pour calculer UpY
{6=↑q}

est décrit ci dessous (pour UpY
{=↓q}

, le

raisonement est similaire) :

(1) Soit E↓ = ∅
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(2) Calculer (ap) = UpY 1

E , avec E = {6=↑q} ∪ {=↓p | p ∈ E↓}
(3) Mettre à jour E↓ = { p | ap = ↓p}

(4) Calculer (bp) = UpY 2

(6=↑p)p∈E↓

(5) Mettre à jour E↓ = { p | bp 6= ↑p}.
Si E↓ a changé, goto (2).

(6) Soit dp = bp si p ∈ E↓, et dp = ap sinon.

(7) Return (dp)p∈P.

Notons que chaque fois que l’ensemble E↓ change à l’étape (5), il grossit
strictement. Ainsi, l’algorithme retourne à l’étape (2) au plus O(℘) fois.

Notant par Et
↓ la valeur de E↓ après t itérations, la t-ième itération a

besoin d’un temps ℘(|Et
↓|−|Et−1

↓ |). Ainsi, la compléxité totale de l’algorithme
est au plus de O(℘2).

Si Y a plus de deux références Y i, alors nous procédons de la même
manière, mais avec plusieurs ensembles E↓,i, un par référence Y i, i > 1. Nous
avons p ∈ E↓,i si M0|p doit apparaître après Y i. A chaque pas de la boucle,
au moins un des ensembles a changé, et donc il y a au plus ℘|Y | pas de
calcul (Y a au plus |Y | références), qui donne une complexité totale d’au
plus O(|Y |℘2).

2

En appliquant cet algorithme pour toute référence de Y et toute contrainte
↓p ou 6=↑q, nous obtenons un algorithme en temps O(℘3|N |) = O(|M |2|N |2).

5.2.3 Le Problème d’Appartenance

Néanmoins, il existe des cas où la hiérarchie ne peut pas être utilisée
efficacement. Nous présentons ici le problème de l’appartenance d’un mot
compressé dans un automate hiérarchique, qui montre en particulier qu’une
description hiérarchique ne peut pas être bénéfique en ce qui concerne l’ap-
partenance d’un nMSC dans un nMSC-graphe. Néanmoins, nous savons que
si l’automate ou le mot n’est pas compressé, alors il existe un algorithme
polynomiale pour résoudre le problème d’appartenance [GM02], voir aussi
[Ryt99].

Nous rappelons la proposition 47 page 123 : savoir si un MSC M appar-
tient au langage d’un CMSC-graphe G est NP-complet en le nombre ℘ de
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processus, et NLOGSPACE en |M |, |G|. Ainsi, si M est un nMSC et G un
nMSC-graphe, alors la taille du MSC décrit par M est O(2|M |) et la taille du
MSC-graphe décrit par G est O(2|G|). Cela nous donne donc une complexité
de PSPACE par rapport à |M | et |G|. Si on n’y prend pas garde, le saut
en complexité semble assez faible, de NP-complet à PSPACE. Néanmoins, si
nous analysons la complexité de plus près, la hiérarchie ne permet pas de ré-
duire la représentation du facteur limitant, le nombre de processus ℘. Ainsi,
la hiérarchie ne peut pas servir à réduire la complexité de tous les problèmes.

Pour que cette affirmation soit correcte, il faut démontrer qu’il n’est pas
possible d’avoir un algorithme intrinsèquement meilleur. Nous allons en fait
démontrer qu’un problème plus simple, celui de l’appartenance d’un SLP à
un automate hiérarchique [AY98], est déjà PSPACE-complet (voir le théo-
rème 19). La définition d’un automate hiérarchique découle de celle des
nMSC-graphes, puisqu’un nMSC-graphe avec un seul processus correspond
exactement à un automate hiérarchique.

Théorème 19 Soit W un mot défini par un SLP et A un automate hiérar-
chique. Alors le problème d’appartenance W ∈ L(A) est PSPACE-complet.
Si l’alphabet est unaire, alors le problème d’appartenance est NP-complet.

Remarque 13 La NP-dureté du cas unaire a été prouvée aussi dans [Ryt99].

Preuve. Nous prouvons la réduction du problème (1-in-3) SAT au pro-
blème d’appartenance unaire. Nous aurons besoin de ces idées pour le cas
non unaire.

Soit ϕ = ∧m
j=1C(αj, βj, γj) une instance de (1-in-3) SAT sur n variables

(xi)i=1,n. Ici, une clause C(αj, βj, γj) est vraie ssi exactement un des lité-
raux αj , βj, γj est vrai (voir l’exemple 9 page 27). Nous utilisons l’alphabet
unaire {a}. Remarquons que chaque mot x ∈ a∗ est uniquement défini par
sa longueur.

Nous associons à chaque clause Cj = C(αj, βj , γj) le mot wj ∈ a∗ de
longueur 4j. Ce mot peut être défini par un SLP de taille polynomial. On
pose W = w1 · · ·wm ∈ a∗, le mot de longueur

∑m

j=1 4j. L’automate A est
constitué d’une suite de n choix entre des transitions étiquetées par ti et par
fi, où ti =

∑
j∈Ri

4j et Ri = {j | xi ∈ {aj, bj , cj}}. De la même manière,

fi =
∑

j∈Si
4j et Si = {j | (¬xi) ∈ {aj , bj, cj}}.
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t

f

A t

f

1

1

n

n

Chaque chemin de A correspond à une valuation σ où chaque variable
xi est vraie si le chemin passe par ti, et fausse si le chemin passe par fi. On
pose nj le nombre de littéraux de Cj qui sont vrai dans σ. Souvenons nous
que σ satisfait la formule ϕ ssi nj = 1 pour tout j. Il est facile de voir que
ρ est étiqueté par le mot L ∈ a∗ de longueur

∑m

j=1 nj4
j. Remarquons que

comme chaque clause possède trois littéraux, nj ∈ {0, 1, 2, 3} pour tout j. La
longueur de L en base 4 est alors (nmnm−1 . . . n10)4. Nous avons donc W = L
ssi (11 . . . 10)4 = (nmnm−1 . . . n10)4, c’est à dire ssi nj = 1 pour tout j. Ainsi,
il y a un chemin de A étiqueté par W ssi il existe une valuation satisfaisant
ϕ.

Dans un second temps, nous réduisons le problème (1-in-3) QBF (one-in-
three quantified boolean formula) au problème d’appartenance hiérarchique.
Soit ϕ une instance de (1-in-3) QBF de la forme ϕ = Qnxn · · ·Q1x1ψ, où
Qi ∈ {∃, ∀} et la formule ψ est de la forme ∧m

j=1C(αj, βj , γj). Comme pré-
cédemment, une clause C(αj, βj , γj) est vraie ssi un littéral au moins est
vrai.

L’idée est de faire correspondre un arbre de valuation des variables aux
chemins d’un automate hiérarchique (Ai)i=0,n, et de valider ces choix par un
SLP (Wi)i=0,n. Nous définissons l’automate Ai et les SLP Wi par récurrence
sur i = 0, . . . , n. Ici, nous utilisons un alphabet binaire {a, b}. La lettre a
aura la même signification que dans le cas unaire, et la lettre b sera utilisée
comme symbole délimiteur.

Nous définissons les mots wj, ti, fi ∈ a∗ par rapport à ψ comme précé-
demment. C’est à dire que chaque wj est associé à la clause Cj et ti, fi sont
associés aux variables xi. De plus, nous associons chaque variable xi à un
mot wi+m ∈ a∗ de longueur 4i+m. On pose W0 = w1 · · ·wn+m le mot de a∗ de
longueur

∑n+m
j=1 4j , et A0 l’automate constitué d’une ǫ-transition de son état

initial à son état final. On pose aussi S0 l’automate constitué d’une transition
étiquetée par b (c’est même le seul automate où b apparaît explicitement).
Les mots (Wi)i=1,n compressés par SLP sont définis par :

– Wi −→Wi−1, si Qi = ∃,
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– Wi −→ Wi−1 bWi−1, si Qi = ∀.

Ai

A i-1

xt i

xfi

Ai xt i

Ai-1

xf i

Sn-i

n-i-1S n-i-1S

xt i+1

xf i+1

b b

i-1A

b Sn-i

La définition récursive des automates (Ai)i=1,n et (Si)i=0,n−1 est illustrée
par la figure ci dessous. Les transitions sont soit étiquetées par ǫ, soit par
xti = ti wi+m, soit par xfi = fi wi+m. L’automate de gauche définit Ai lorsque
Qi = ∀. L’automate du milieu définit Ai lorsque Qi = ∃. Enfin, l’automate de
droite défini Si. Dans la figure, nous avons rappelé la position des délimiteurs
b.

L’idée est la suivante : les valeurs de xi+1, . . . , xn sont déjà choisies (par
les niveaux de hiérarchie >i) lorsque l’automate appelle Ai. L’automate Ai

à gauche fixe xi à vrai, puis utilise Sn−i pour régénérer les valeurs fixées de
xi+1, . . . xn, et finalement fixe xi à faux. L’automate Ai au milieu devine si
xi est vrai (en prenant ou non la transition étiquetée par xti) ou faux (en
prenant la transition étiquetée par xfi). Si il choisit les deux transitions,
étiquetées par xti et xfi ou aucune d’elles, alors le mot étiquetant le chemin
ne pourra pas égaler Wn, parce que Wn contient exactement une occurrence
de wi+m entre chaque occurrence de b.

Pour illustrer la manière dont Sn−i régénère les valeurs de xi+1, . . . , xn,
nous montrons Sn−i pour n = 9, i = 7 dans la figure ci dessous.
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S
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xf
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bb

xf
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xt
8

xf 8
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b b

xt
8
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1 S
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Nous illustrons la manière dont Ai travaille dans deux exemples ci des-
sous, qui montre le dépliage de l’automate A2 pour ϕ = ∀x2∀x1ψ à gauche
et pour ϕ = ∃x2∀x1ψ à droite.

A
2

xt
2

xf 2

bb

xt
2

xf 2

b

xt
1

xf
1

A
1

xt
2

xf 2

bb

xt
1

xf
1

A
1

xt
2

xf 2

bb

xt
1

xf
1

A
1

A
2

xt 2

xf2

S
1

Les automates Ai et Si sont définis de telle manière que chaque chemin
de Ai est étiqueté par au plus un xti et au plus un xfi entre chaque b, et
pour chaque i (nous supposons que chaque automate commence et fini par

185



5.2. COMPRESSION CHAPITRE 5. HEURISTIQUES

une occurrence fictive de b). C’est à dire que le chemin peut être étiqueté par
xti et xfi, mais jamais par deux xfi ou deux xti. Par l’absurde, supposons
qu’il y ait deux occurrences de b dans Ai entre lesquelles il y a un chemin de
l’un à l’autre étiqueté par deux xti (le cas xfi est symétrique). Nous prenons
l’automate Ai minimal qui a cette propriété. Par minimalité de Ai, Soit la
première transition xti de Ai est prise, ou bien cela arrive entre Sn−i et une
des deux occurrences de Ai−1, inclues. Examinons les définitions de (Ai) et
(Si) de plus près :

1. Avant le b de Sn−i, aucun xtj ne peut être vus.

2. Après le b de Sn−i, un xtj au plus peut être vu si j > i, et aucun xtj si
j ≤ i.

3. Avant le premier b de Ai, un xtj peut être vu si j ≤ i, mais aucun xtj
si j > i.

4. Après le dernier b de Ai, un xtj au plus peut être vus.

Il suffit de combiner ces remarques pour chaque cas. Entre le début de
Ai et le premier b, nous appliquons 3. Entre le dernier b de Ai−1 et le b de
Sn−i, nous appliquons 4 et 2. Les deux autres cas sont symétriques, prouvés
en appliquant 1 et 3 et 4.

Prouvons que Wn ∈ L(An) ssi il existe un arbre de valuation V T satis-
faisant ϕ. En utilisant la propriété que nous venons juste de montrer, nous
savons qu’entre chaque b de tout chemin de An, il y a au plus trois wj et
deux wi+m pour tout 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n. Ainsi, notre codage en base 4
est toujours valable. Ainsi, un chemin ρ de An est étiqueté par Wn ssi pour
tout 1 ≤ k ≤ n+m, il y a exactement un wk entre chaque b.

Supposons que V T est un arbre de valuation satisfaisant ϕ. La racine de
V T est étiquetée par xn et tous les nœuds du niveau l sont étiquetés par
xn−l. Les feuilles (sur le niveu n + 1) ne sont pas étiquetées. Un nœud v
étiqueté par xi correspond à une valuation σ(v) des variables xi+1, . . . , xn.
Une valuation σ(v) définit deux mots T (v), F (v) comme suit : le mot T (v) est
la concaténation de tous les xtj pour lesquels j > i et xj est vrai dans σ(v).
Le mot F (v) est la concaténation de tous les xfj pour lesquels j > i et xj

est faux dans σ(v). Soit v un nœud de V T étiqueté par xi. Nous définissons
le mot ρ(v) = T−1(v)WiF

−1(v). Rappelons que T (v), F (v) sont des mots de
a∗. Ainsi, ρ(v) = T−1(v)WiF

−1(v) est obtenu après avoir effacé |T (v)| fois la
lettre a à gauche de Wi, et avoir effacé |F (v)| fois la lettre a à droite de Wi.

Nous montrons par récurrence sur le niveau i que ρ(v) est dans L(Ai)
pour chaque nœud v de V T sur le niveau i.
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CHAPITRE 5. HEURISTIQUES 5.2. COMPRESSION

Si v est une feuille de V T , alors elle définit une valuation acceptante pour
ψ, et donc T (v)F (v) = W0 en utilisant le même argumentaire que dans le
cas unaire. Ainsi, ρ(v) = W0W

−1
0 = ǫ ∈ L(A0).

Considérons un nœud interne v de V T , étiqueté par xi avec Qi = ∀.
Soit v1, v2 les fils de v, avec v1 correspondant à xi vrai, et v2 à xi faux. Par
hypothèse d’induction, ρ(v1) et ρ(v2) sont dans L(Ai−1). Ainsi,

ρ(v) = T−1(v)WiF
−1(v) = T−1(v)Wi−1bWi−1F

−1(v)

= T−1(v)T (v1)ρ(v1)F (v1)bT (v2)ρ(v2)F (v2)F
−1(v)

= xtiρ(v1)F (v1)bT (v2)ρ(v2)xfi

Nous avons utilisé les équations T−1(v)T (v1) = xti pour le fils ’posi-
tif’ v1 de v et F−1(v)F (v2) = xfi pour le fils ’négatif’ v2 de v. De plus,
F (v1)bT (v2) = F (v)bT (v) ∈ L(Sn−i) puisque les indices des variables fausse
de σ(v1) et des variables vrais de σ(v2) forment une partition de {i+1, . . . , n}.
Cela montre que ρ(v) ∈ L(Ai).

Considérons un nœud interne v étiqueté par xi avec Qi = ∃. Supposons
par symétrie que v1 est le fils de v dans V T (c’est à dire que xi est vrai).
Par hypothèse de récurrence, nous savons que ρ(v1) est dans L(Ai−1). Il est
facile de montrer que ρ(v) ∈ L(Ai) en utilisant :

ρ(v) = T−1(v)WiF
−1(v) = T−1(v)Wi−1F

−1(v)

= T−1(v)T (v1)ρ(v1)F (v1)F
−1(v)

= xtiρ(v1)

Cela termine la récurrence.

Pour la réciproque, les arguments sont les mêmes Un mot W = Wn de
A = An défini des sous mots ρ(v) de L(Ai) comme ci dessus, étiquetés
par T−1(v)WiF

−1(v). Pour chaque feuille v, cela signifie que σ(v) satisfait
exactement un littéral par clause. 2

Le théorème 19 page 182 montre facilement que le problème est également
PSPACE-complet dans le cas de nMSC et de nMSC-graphe. Des arguments
similaires peuvent être utilisés pour le cas où G est un MSC-graphe et non
un nMSC-graphe, en utilisant un nombre polynomial de processus [GM02].
Le tableau complet de la complexité de l’appartenance est donné ci dessous.
Notons que les algorithmes polynomiaux proviennent d’algorithmes de pro-
grammation dynamique.
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5.3. VOIR PLUS LOIN? CHAPITRE 5. HEURISTIQUES

M G mot MSC

Plat Nested P NP-complet
Plat Nested P NP-complet
Nested Plat P PSPACE-complet
Nested Nested PSPACE-complet PSPACE-complet

Fig. 5.10 – Complexité du problème d’acceptance.

5.3 Voir plus loin ?

Ainsi, nous avons expliqué comment réduire la taille des MSC-graphes
avec deux techniques générales, et donné des algorithmes de vérification pour
ces cas, que ce soit la projection ou la compression.

Néanmoins, comme nous l’avons remarqué plus tôt, il faudrait également
réduire la représentation régulière pour les CFM, qui ont pourtant un fort
potentiel d’avoir une représentation plus compacte que l’automate des exé-
cutions. En effet, cet automate contient toutes les linéarisations b-bornées
acceptées par le CFM, alors que des représentants suffiraient. C’est ainsi vers
les réductions d’ordre partiel [Pel98] qu’il faudrait se tourner pour calcu-
ler des représentations plus compactes. Cumulé avec une borne existentielle
sur les canaux (pour laquelle il faudrait disposer d’un algorithme de calcul
approché), cela pourrait donner de bons résultats.
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Conclusion et Perspectives

Nous concluons cette thèse en simplifiant le diagramme de comparaison
des MSC-graphes avec les automates communicants aux classes vraiment
intéressantes (MSG et CFM n’étant là qu’en tant que bornes), voir la fi-
gure 5.11.

CFM

deadlock-free CFM

MSG safe CMSG

CFM = gc CMSG

local choice 
    CMSG

test

Fig. 5.11 – Les systèmes existentiellement bornés

Si le théorème 5 page 84 donne une information théorique très importante
-l’equivalence de formalismes de communication par messages-, il est difficile
à utiliser en pratique dû à la complexité des algorithmes sous-jacents. En
pratique, pour avoir des algorithmes d’une complexité raisonnable, il faut
travailler avec une représentation abstraite du système (voir Chapitre 5).
L’abstraction via projection semble à ce propos beaucoup plus utilisable que



la compression, qui peut mener à des algorithmes rapides, mais nettement
plus compliqués à écrire. Ainsi, le théorème 18 page 176 -un algorithme qua-
dratique de recherche de motif pour les MSCs compressés- possède une preuve
aussi compliquée à obtenir que celle du théorème 5, mais le résultat est net-
tement moins joli, mathématiquement parlant. Enfin, l’utilisation d’un for-
malisme de logique temporelle (template MSC) pourrait amener à des outils
aussi répandus que ceux de la logique LTL pour les mots.

Le théorème 11 page 129 -algorithme quadratique de model-checking né-
gatif des MSC-graphes à choix local- est la troisième grosse difficulté de cette
thèse, et contrairement au théorème 18, donne un résultat très pratique. Cela
assure les MSC-graphes à choix local de la praticabilité des algorithmes, qui
s’approchent beaucoup de ceux pour les automates finis. De plus, la projec-
tion et la compression sont orthogonales et peuvent être combinées.

Concernant les perspectives, nous avons déjà mentionnées celles en rap-
port avec chaque chaptitre dans les sections ’voir plus loin ?’. Nous donnons
ici des perspectives plus générales.

Le plus gros travail à faire est d’implémenter les résultats les plus promet-
teurs, pour expérimenter la complexité réelle de ces algorithmes (c’est ce qui
commence à être fait avec les templates MSCs). De plus, il semble clair que
les automates communicants sans blocage sont plus proches de la pratique
que les automates communicants généraux. A ce titre, ils sont très loin de
nous avoir révéler tous leurs secrets. Par exemple, nous ne savons toujours
par quelle classe de CMSC-graphes correspond à cette classe d’automate
communicant existentiellement borné, malgré de nombreuses tentatives. En
regardant encore plus loin, nous connaissons encore moins de résultats concer-
nant les systèmes ouverts, systèmes généralement analysables sous forme de
jeux.
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Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’expressivité et la vérification de di-
verses structures communicantes par passage de messages. Ces structures génèrent
des exécutions sous forme de diagrammes de séquence (Message Sequence Charts
MSC). Ce sont les automates communicants, les (C)MSC-graphes et les formules
MSO. Les questions de vérification qui nous intéressent sont le model-checking,
ainsi que l’implémentation des structures à choix globaux en automates communi-
cants (choix locaux). Les contributions de cette thèse sont les suivantes :

1- Nous exhibons une restriction assez expressive qui empêche l’indécidabilité de
nombreux problèmes. Plus précisément, dés que les communications d’un langage
peuvent être réordonner pour qu’il y ait toujours au plus k messages en transit,
nous montrons comment représenter ce langage par un ensemble régulier.

2- Sous cette restriction, nous montrons que les automates communicants,
les CMSC-graphes globalement coopératifs et les formules MSO sont expressive-
ment équivalents. Cela permet également une algorithmique unifiée pour le model-
checking de ces problèmes.

3- Nous proposons d’autres méthodes plus rapides dans des sous cas.

Mots clés : Message Sequence Charts, Concurrence, Scénario, Model-checking,
Implementation, Automates, Hiérarchie, Complexité.


