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1 L’opérateur densité &

1.1 Définition, propriétés et évolution temporelle

L’opérateur densité généralise la description d’un état quantique aux cas ot I'on a pas une information
compléte sur le systéme : on ne peut pas associer au systeme un vecteur d’état.

Exemple :

— Le systéme n’est pas isolé. C’est une partie d’un systeme plus grand avec lequel il est en interaction.

— Systeme isolé mais son état n’est pas completement déterminé. Soit parce que I'on n’a pas mesuré
sur un ECOC, soit la mesure est incompleéte.

On s’intéresse plus particulierement au cas d’'un systeme de beaucoup de particules a ’équilibre
thermique. On considére deux sous systémes z et y d’un systéme total z + y décrit par |¢).

B) = cijlpi)al05)y
i,

Calculons la moyenne d’un opérateur A agissant sur x :

<"/)|A® ]IW Z Cljc’ i’ (Pz |A‘<Pl 0 ‘0 Z clj 901 |A|‘Pz>

©,7,4" .7’ i, ,7

On introduit & opérateur dans x tel que :

(pl ‘0-|§01 ZCU
o= ijlw><%|
i

On a alors :

(VA ® T|y) = Try[6A] (1)

car
WA M) =D (aile;)pil Al =Y (eilAle;)
1 4,7 ©,J

Remarque : dans le cas ofl z est le systéme entier, on a & = [1))(1)] et on a bien (1h|A|1h) = Tr,[6A].

1.1.1 Propriétés de &

— 0 est hermitien

—|Tr[e] =1
En effet : Tr[6] = >, 0u =), cxcy, =1
— Ecrivons ¢ dans sa base propre : & = Y. p;|@;) (]

Les points précédents donnent que p; € R et Zj p; = L.
De plus, si on prend A = [;) (|, on a :
Tr6A] = pi = (W1 Y 10i)ols)yy Bileleil ) = D W12 l6)I = 0
J

J

Ce qui implique : ‘ch, (p|G)e) > O‘

En effet : (p|&l) = 32, (plwi)(@ile)pi = 32, [{@lwi]?pi = 0.
Remarques :
— On interpréte les p; comme la probabilité que le systéme z soit dans 1'état |p;).

(A) = Tr[6A] = (@il Alei)ps
i
— S’il existe ¢ tel que p; = 1, alors Vj # 4, p; = 0 : c’est un état pur. Sinon, on parle de mélange
statistique.



1.1.2 Evolution temporelle

Ona =3 ;pjle;) (el

i d(e;|
2 o+ oo |

dit

— Systeéme isolé pendant son évolution :
On peut écrire I’équation de Schr”dinger pour les |p;) :

i — Hp,), dou
do
'Lhi sz {H\%><%| - “pl><¢z|H}

D’ou I’équation de Liouville quantique

— Systeme non isolé pendant son évolution

On part du systéme total régit par ’équation : ih%ST [H O’T} et avec des approximations, on
obtient I’équation "pilote" pour &

NB : On remarque une similitude avec I’équation de Liouville classique
des phase dont I’évolution est régie par

0

p(q, D, t) densité dans 1’espace
o+ Hy =0

Avec les crochets de Poisson

3N
_ dp OH Op OH
{p, H} B ; L{)Qi Op; Op; Oq;

On est tenté de considérer & comme un équivalent quantique de p (cf Wigner)

1.2 Opérateur densité pour un systeme a 1’équilibre thermodynamique
Nous voulons 'opérateur 6 pour un systeme a ’équilibre thermodynamique sous différentes conditions
Pour cela, on introduit I'entropie statistique associée & & =Y. pj|¢;)(¢;]

—kp Zpi Inp; = —kgTr[61n 6]

S(6) caractérise I'information "manquante" sur le systéme

(3)
Pour un systéeme dans un état pur, S = —kgllnl =0 = S,,;,. Le mélange maximal est donné par
Vi, pi = g avec 2 la dimension de I'espace. Dans ce cas, S = kpIn§) = Spae
Nous allons trouver ¢ a I’équilibre pour les différents ensembles de la physique statistique en maximisant
S, éventuellement sous contrainte :
Tr[6] = 1 et Tr[6 A}
Ou les A

= (4)
sont des variables internes du systéme fixées en valeur moyenne

présence d’'un réservoir

Pour chaque ensemble, certains parametres extérieurs sont fixés (V, N
des états accessibles, d’autres variables peuvent fluctuer mais sont fixées en moyenne, ce qui dérive de la

) et restreignent l'espace

Le fait de maximiser S est une reformulation du postulat fondamental de la physique statistique
tous les micro-états accessibles sont équiprobables en ’absence de contrainte (S = Syqz)

On trouve les extréma de la fonctionnelle

Flo] =

—kpTr[61Iné] — a (Tr[d]



Lorsque 'on remplace & par 6 + 66, F' devient F + 6 F avec

OF =Tr {5& [—kB(ln& +1)—a— ) bid;

}

On veut 0F = 0 V6 donc : .
kplng = —kp —a—» b4

7

b;
6=exp<—1—kc;—zk;z4i>

bi 7 et \; sont déterminés pour satisfaire aux

Notons Z = e%/k5+1 1 fonction de partition et \; = -
contraintes.
.1 A -
6=~ exp (— Z)\ZAZ) et | Z =Tr |exp (— Z )\iAi> (4)
On a aussi :
0 1 A « L
o (InZ) = ETT —A, exp (—Xi:)\iAz> = —Tr[6 A;]
O (n2)=—(4) 5)
o\ N !
0? AN PO

InZ) = (A; Ar) — (A;) (A 6

S 2) = (A = (A)(A) )

1.2.1 Ensemble micro-canonique
Le systéme est isolé : F € [E, E + §E] paramétre extérieur. S = Sp,q,. D’oll
. 1
o= Y gl (7)
|1y, E<E,<E+E
1.2.2 Ensemble canonique
Le systeme échange de 1’énergie avec un réservoir donc <I:I ) = E fixée.
1
(8)

1 N N
&C:Ee*ﬁH avec | Z = Tr[e PH] |on | B = T

Car d’apres 5, %(ln Z)=—E.

On retrouve les propriétés habituelles
— Notons H|l) = Ej|l) la base propre de H et 6. On a

Z = Ze‘ﬂEl et pp = Tr[6|)){l]] = Ze_'@El
]

- S = —kB Elpl lnpl = —k‘B lel(—hlZ — ﬁEl) = k'Ban+ %
D’ou en multipliant par T' : T'S = kgT'In Z + E. Soit ’ F = —kpTIn Z |énergie libre. F = E =TS

1.2.3 Ensemble grand-canonique
Le systeme échange de 1’énergie et des particules avec un réservoir. Le volume V est fixé. L’énergie et

. (H) = E et (N) = N. On a alors
9)

le nombre de particule sont fixés en moyenne

—

E= Tr[e‘ﬂH—aN}

—,@I:I—aN et

(&

occ =<

On calcule la trace dans un espace somme directe des espaces de Hilbert a N particules, avec des N

différents (espace de Fock). |Ej, N;) états propres de H,Neté
]fI‘El,Nl> = E1|E1,Nl> et N‘EZ,N1> = Nl|El;Nl>



On introduit la fugacité . On a alors :

0 0 0z 0 0 0
=——=—z2—¢et —InE=-Nd —In=Z=N

Ja 0z Oa “o2 ¢ da one m

9 _ 2% _ 47 ? donelkprl mE=N

da @% - ou ou
On peut finalement écrire :
1 N
bae = ge P (10)
On a alors :
1 - . F N
p= Eefﬁ(E’ﬂ‘Nl) et S=—kp Zl:pz(*ln: — BE, + BuN;) = kpIn= + T #7

Soit alors le grand potentiel ‘ J=—kpTlh= ‘, on a ‘ J=FE-TS—uN ‘

1.3 Lien avec la physique classique : distribution de Wigner
On a vu que % = —% {6, H } ressemble a 1’équation classique d’évolution de la densité dans ’espace

des phases % = —{p, H}. Jusqu’a quel point peut-on considérer & comme une densité dans I’espace des

phases 7

1. Existe t-il une fonction f(r,p,t) telle que : P(7) = [ f(7,p)d*p et P(p) = [ f(7,p)d®F et si possible
(A(7,p)) = [ A(F,p)f (7. p)d*Fd’p ?
Remarque : A = Zp ne fonctionne pas car (2p) # (p).

2. Equation du mouvement de f ?

2
3. En physique classique, & I'équilibre, P(Z,p) x e #F or E =", 2 4+ V (21, ..., 2n) donc P(Z,p) =

P,(p)Py(Z). Ce qui est faux en mécanique quantique car ’énergie cinétique et le potentiel ne
commutent pas. Mais peut-on effectuer un développement en puissance de i dont le terme d’ordre 0

serait le terme classique ?

1.3.1 Transformation de Wigner

Considérons le cas d’une seule particule. On introduit W[é] = W (7, p) la transformée de Wigner de &

définie par :
. 1 I T
W(T,@_W’/<T2|U|r+2>e p/ d u (11)
Ou bien :
W) = s [5- Lol + Demiarag (12)
’ (2rh)? 2 2

Montrons que les radicaux donnent P(7) et P(p) :
[wnws= s [[@= Sielis Demhasaats = wisln
’ (2nh)? 2 2
car [ e"*du = 2rd(x). Et :
PE) =T (6] = [0 ETel s = (7l

On en déduit alors :

P(7) = / W (7, 5)d%F | et de méme | P(5) = / W (F, )& (13)

En général :

(A0) = 1{As] = [ Al er = [[ AW Eperes



B@) = / / BHW (7. )ty
Or (3p) # (pz) et [apW (z,p) = [ pzW (z,p).

Wigner donne les moyennes symétrisées :

/xpW(ac,p)dxdp = M (14)

Démonstration a une dimension :
Calculons la transformée de Wigner de 6 = § {#,6} ou {#,6} = 26 + 62 est Panticommutateur de & et &.

11 . U U U U
s L L iup/h PSS u U u
WIa] 597 | ¢ [(as 5 |26 |z + 2> + (z 5 |62|z + 2)} du
11 ) u Uu U u
- iup/h v el A w
297h ) ¢ [(I 5) Tt 2)} (o= 5lole +5)du
|/~|/ :;L“/'/

De plus, on sait que l'intégrale sur  de W donne la distribution en impulsions. Appliquons cela a

@) = [ [ 9@ pdodp = [ [ e pidody

1 1 2p
(p) = Tx[po) = 5 Tx[pis + pod] = S Txlpis + ipo] = (2p)

létat 6 :

Et d’autre part :

D’ou le résultat.

1.3.2 Equation du mouvement de W (z,p,t) en temps réel

Calculons la transformée de Wigner de ’équation de Liouville :
dé R )
i = [Ha} - B,&] +[V(#),6]

de¢ m
dé dw
ih— | = ih——
W{Z dt] A
A2 N 2 N\ 2 - -
A I . B A N S > 4= 9y —igi/hgs
wlael] = o [ (7 8) - (74 8) |- Bots oo
R h
ZE'VFW*.
m )

w[[5]) = g él
R

On retrouve alors Liouville classique :
ow 7 - - .
T L QW+ FoVW =0avec F = -7
ot m

En général, pour un potentiel V' quelconque on développe autour de la position & :
U i =

—

U
VIZ+ =
<$—|—2

v(3)

- -~ h
WIV(&),6]] = =V,V - VPVV; + dérivées d’ordres impairs supérieurs de W

)=V

| ey

V(m;) — i VLV

On en déduit alors :

Remarque : On peut montrer que W est réel mais peut étre négatif. La négativité de W est lie a la

non classicité de 1’état.



1.3.3 Equation du mouvement de W(z,p,t) en temps imaginaire
On a montré qu’a I’équilibre, & « e=BH donc & obéit & I’équation :

P U U U - U D
%HUQ{H,U}Q{%,U}{V(SC),U}

car 6 et H commutent. Calculons la transformée de Wigner de cette équation :

N )

(7= 31615+ Jhe T

Ny

>eiﬁ.ﬁ/hd3ﬁ

1 1 U a a
V(#),6}] = - v(z-2 P+ 2| @ - 2|z
WHV(2),6}] 2 @nh)? /[ <x 2) +V <x+ 2)} (@ 2|a\x+
= V(X)W + h x (dérivée seconde de W)

2

A Tordre 0 en £ (ie : limite i — 0) : %—Vg =— (% + V(x)) W donc W o e #(5m+V (@) On retrouve

la distribution classique.

2 Statistiques quantique

2.1 Utilité de ’ensemble grand-canonique. Fonction de partition

Nous avons établi ’expression de 'opérateur densité dans ’ensemble grand-canonique a I’équilibre

thermodynamique :

—_

bac = :e_ﬂ(ﬁ_“m oll E = Tr[e_ﬁ(ﬁ_“m]

Introduisons les valeurs et vecteurs propres communs aux opérateurs H Neté :
I:.”El, Nl> = E1|El, Nl> et N‘El, Nl> = NllEl, Nl>

La grande fonction de partition s’écrit alors :
— Z e~ B(Ei—plN)
1

Nous allons traiter un ensemble de particules indiscernables et sans interaction. Notons {|A)} les états

propres du hamiltonien a une particule h :

RN = ex|\) et H = Zh(i)

(1]

Les états propres de H sont des états ot chaque particule est dans un état |\;) correctement symétrisé
(selon que l'on traite des bosons ou des fermions).

Il convient de caractériser les états microscopiques |I) par une série de nombre d’occupation des états
propres a une particule : |l) =|{Ny}). Nx compte les particules qui sont dans I’état |A).

N:ZN)\ ;I:I:ZG)\N)\
A A

On peut donc écrire 'opérateur densité sous la forme :
. 1 A
Gao=zexp [ =B Na(er—p)
A

Et la fonction de partition peut s’écrire sous la forme :

= Z H e PNA(ex—n) — H Z e BNx(ex—p) — H Cr
Nx A

A Ny A

avec () = Ze*ﬁN*(“*“)
N

[a]]

[1]

La fonction de partition est factorisée.
Dans (), N, prend toutes les valeurs permises par la statistique :



— BOSE : Ny =0,1,2,... et () est donnée par :

1
1— e_ﬁ(ek_#)

o=
— FERMI : Ny =0,1 et () est donnée par :

<>\ =1+ e*ﬁ(ekfﬂ)

2.2 Nombres d’occupation moyens

On a montré que :

E=Tr |exp(— ZNAAA) avec Ay = Bex — )
A
On a donc :
0 N N A
A In= = ETr —N) exp(— ZNAAA) = —(Ny)
Fermions :
==TI(1+eem) =TT +e )
Y A
In== Zln(l + e )
A
D’ou A
A —e~ A 1
N = =
(N 14+e 4 eAr 41
Bosons_:

[1]

1 — _
:Hm donc In= = 72111(176 )
A A

» 1
(M)s =

On en déduit :

On peut utiliser la formule de (N ) faisant intervenir la fugacité vue précédemment :
0
z=eM i N=z2—In=E

0z

Fermions :

In== ZIHC/\ = Zln(l + ze7P)
A

—Bex

0
N—z%1n~221+ze Bex Z A>\+1:¥

2.2.1 Fluctuations des nombres d’occupation

avec Ay = fB(ex — 1)

}+:Tr

E="Tr [exp(—ZNAAA)
A

—_

N)\Z exp <_ZN>‘A>‘>
A




Fermions :
o P >y A
ANA:TA%\ )\ 1n(1+e >\)

AN? — 0 —e~ M _—eh B —e=A \?
AT0A, 14+ —e A [T 14 —eAx 14+ —e=4x

ANE? = (Ny) = (N)?

Donc
Bosons_ :

AN52 = (N)) + (Na)?

2.2.2 Limite T — 0

Fermions :

1

(Nx) = eBlex—p) 4+ 1

— p € R donc (Ny) € [0,1]
— a f et p fixés, (Ny) est une fonction décroissante de €.

— Pour ey = u, (N)) =1/2.

Pour T — 0, cest-adire, § = 00, (Ny) = { s T

1 sinon

On appelle énergie de Fermi er 1’énergie du dernier état occupé. On a alors (T — 0) = €.

Bosons_:

1

(Nx) = eBlex—n) — 1

(Ny) >0 donc e?(*=#) > 1. D’ott p €] — 00, €.
SiT — 0,8 — 400 or VA, ex > €¢g > u donc (Ny) — 0.
D’autre part, on peut avoir u — ¢y donc (Ny) — 400

Remarque : méme si kT >> Ae, différence d’énergie entre deux états, on peut avoir un nombre
macroscopique de particules dans |¢g) : condensat de Bose-Einstein.

En présence d'un condensat : AN? =3, AN? ~ N2
2.3 Limite classique et statistique de Boltzmann
Onavuque : (N\)pp = m

La limite classique est donnée par e#(*=#) >> 1 donc (Ny)r g << 1 VA. Pour pu négatif, grand en
valeur absolue, e ## >>1 :

(Nx)F,B =~ e~ Plex—n) [1 Fe Blex—m 4 .. }

A Tordre le plus bas : (Na)rp ~ e Plex—m) : statistique de Boltzmann quantique.

(N) =3 (Ny) = ey e Per
A by

On en déduit donc :

e—Bex

(Ny) = <N>W

Cela décrit bien les gaz a température ambiante.
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2.3.1 Conditions de ’approximation classique

(V)

A<l e

Pour une particule dans une boOte avec conditions aux limites périodiques dans la limite thermodyna-
mique, la petite fonction de partition s’écrit

VvV
_ E —Bex _
z = (& =
Nip
A

Avec \gp = jg;? la longueur d’onde de De Broglie. I’approximation classique est alors valable pour :
)\3
(V)57 <<1 (15)

A densité fixée, si la température augmente, on va entrer dans le régime classique.

2.3.2 Fonction de partition a la limite classique

Nous avons vu que : = =[], ¢\ avec :

1

F_ Br—ex) B _
¢ 1+e et ¢ 1 — eBr—ex)

Si eflh=en) << 1, In¢f ~ In¢f ~ P~ Done :

In= = Zeﬁ(#%,\) — P Ze,ﬁ)\
A )

On reconnaOt la petite fonction de partition. D’ot :

=01 = exp(zeﬁ“)

Pour cette limite, on veut lier = avec la fonction de partition canonique Z :

== Z e B(Ei—pNy) JFZOO Z e~ B(Ei—plN)
=

)
Ny =N

+oo
E=) Nz
N=0

Or nous avons établi que :
+o00 N
=01 = Y N Z
N!
N=0

On en déduit alors ’expression de la fonction de partition canonique :

N

cr_ ~
4 NI

Nous pouvons trouver directement ce résultat en écrivant :

N
A Z e PE avec e PP = He‘ﬂ”i
1) '
N =N
On peut alors remplacer cette somme sur |l) par une somme sur tous les états possibles de A1,..., An.
Mais il y a plusieurs états identiques pour des permutations de {A1,..., Any} car les particules sont

indiscernables. Dans I'approximation classique, tous les A; sont différents, il y a donc N! apparitions du
méme N-uplet. On retrouve alors I’expression précédente.

NB : pour des particules discernables, Z45¢ = 2V,

11



2.3.3 Quantités thermodynamiques pour la statistique de Boltzmann

On s’intéresse a un gaz parfait de particules de spin s dans ’ensemble canonique. On se place dans
une boOte avec des conditions aux limites périodiques. Un état |\) est caractérisé par {k, s, ms}.

La fonction de partition s’écrit alors :

P

25+ DNVN (mkpT\*N?
N! 2mh?

Energie Libre : F' = —k,TInZ
La formule de Stirling donne N! ~ v/27 N (%)N, donc :

3 kgT
F =—NkgT [an—i—ln(Zs—l—l)—&—ln (m B )—lnN—i—l]

2 2mh?
v 3 mkgT
F =—NkgT {ln <N) +1In(2s+1) + gln ( 512 >}

Energie : E = 78—8[3 InZ

3.0 3

Pression : P = —g—‘lj = NkBT% InV

On obtient alors ’équation d’état : PV = NkgT

Potentiel chimique : p = 2%

=9 ) = 2 CkyTN(nz — N+ 1)] P

on = 8]\] B n = 8N B nz n car = N'
z

u:—k:BTm(N)

Pour une boOte : Vo1 N
w=—kgTIn (> =kgTIn </\3 )
A, N v 7dB

Or ¥A3; << 1donc : e~ HA3, — 0.

3 Gaz quantique de particules

On considérera un gaz de particules massives non relativistes. Le terme cinétique du hamiltonien
A2
s’écrira alors 2.
m

3.1 Notation et densité d’états

On considére un gaz parfait de particules dans une boOte aux conditions aux limites périodiques. Les
fonctions propres sont de la forme :

- o2 . .
e avec k = — (gt + nyj +n.k) pour n; € Z

‘Pﬁzﬁ 17

h2 k>

Les énergies propres associées sont € = 5.

A la limite thermodynamique, N — oo et V' — oo avec % = cte. On peut alors remplacer les sommes sur
les états ou sur 7 par des intégrales :

Y=Y @i [0

12



Si la fonction a intégrer ne dépend que de ||E||7 on peut passer en sphériques :

Vv ar V[T,
=— k
@) /d k 22 |, k=d

K2 k>

On peut exprimer cette intégrale comme une intégrale sur € en utilisant la relation : e = %>

B2 , m \/7 m3/2\/2
de = Ekdk donc k*dk = o 3 Vede

A la limite thermodynamique, on a alors :

gl/n13/2
fﬂ'zh?’ \[de

Avec g = 2s + 1 si les particules ont un degré de liberté de spin.

_ gm®/?

= Jamapa On 2 donc :

Notons

Z—>AV/ Vede
A 0

27h?
mkgT "

X ()3” [ Vit = 2 [ i

On introduit aussi la densité d’états p(e) telle que p(e)de correspond au nombre d’états dans [e, e+de].

On peut alors écrire :
> fe) = [ pafiede
A

. . . .
On introduit aussi : x = T et \gp =

Ici dans la boOte 4 3D on a p(e) = AV /€ ou bien avec la variable z = —5~ : p(z) = 4 —2=+/.
knT X VT

3.2 Grand potentiel a la limite thermodynamique

Le grand potentiel est donné par la relation suivante :

J=—kpTInE=—kpT» +In(1+e’ )
A

Les signes 4+ sont pour les bosons et les — pour les fermions.
J= q:kBTAV/ n(1+ e#1=9)/ede

On integre par parties cette expression :

) * 9 B(u—e)
J = FkpgTAV { |:363/2 In(1+ 66(“_6))] —3 / 3/2Wde}
0 0

1+ eB(u—e)

2 oo ¢3/2 2

—ZAV ——  de=-ZF
3 /0 Blu—ag 1 3

2
—J=|lPVv==2E
J % 3

C’est une relation générale valable pour des fermions, bosons, gaz classique, ...

3.3 Gaz de Fermi et de Bose dans la limite de faible dégénérescence

Dans la limite de faible dégénérescence, la fugacité z = e## << 1, ce qui équivaut a g)\gB << 1lou
encore (N)) << 1. Une forme utile de In = fait intervenir les fonctions de Bose g, et de Fermi f,,

1 1 zeV
f“(z)_r(a)/o e

1 1 zeY
W(z2) = —— et ——d
9a(2) F(a)/o Yool e

13



Ou T est la fonction Gamma d’Euler définie par :

F(x)z/ t*le~tdt
0

On rappelle que Vn € N, T'(n 4+ 1) = n! ainsi que F(%) =

= vm T(§) = F et T(§) = 2.

[\el[S3

—%%: )\EIVB%/O Vrin(l + ze~®)dz avec z = e et 2 = Be

On integre par parties :
vV 22 [* -
In== 5 7—/ 2322 4y
Ao VT3 Jo 1+ze®

)\g f3(z) Fermions
aB

vV .
mgg(z) Bosons

Fermi : InZ = &~ fs(2)
dB = 2

On développe en série 'expression de f, pour |z| <1 :

I
=1
On en déduit :
dfa _,
dz a—1
On peut alors calculer le nombre moyen de particules
o, - gV
N = zaln: = gf%(z)
L’énergie moyenne est :
3 3 3 gV
EF=——-J=—-kpTlhz = kT
o7 = gkpTIE = SkpT 5 f5 (%)

On peut alors 'exprimer en fonction de N :

A TDordre le plus bas, on a alors :

Et pour I'énergie :

A~ (m50) () >4

On peut écrire la premiere correction quantique a ’équation d’état

3 NA3, 1 1
E—2NkBT(1+ T

Bosons_:

On procede de méme avec g, et on obtient :

3 NXg1 1
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3.4 Fermions fortement dégénérés : développement a basse température des
grandeurs thermodynamiques

3.4.1 Relation entre la densité d’états et I’énergie de Fermi e

A T =0, tous les états d’énergie inférieure ou égale & ep sont occupés par g particules, donc :

|4 br Vg k}
N=——g4 2dk = —-F
anpdim | Fdk=55

On en déduit 'expression du vecteur d’onde de Fermi :

2 1/3
hp — (fiﬂN)
g V

L’énergie de Fermi est alors :

k2 K2 [6x2N\Y?
L)

2m  2m \ g V

On définit la température de Fermi par :

€
Tr = —
F kB

3/2
. s . _ gm
On peut exprimer la densité en fonction de la constante A = VT

2 3/
§A6F/

N_
> =

3.4.2 Equation d’état 4 T =0
Nous avons vu que lorsque T — 0, u = €p.

B gV kr h2k2
gV R

2w22m 5

gV K2k2 K

272 2m 5

gV 16m2 N
TS,V

E(T =0) = E k*dk

3
EO = 5N€F

NB : £ ~ep

3

NB : Méme a T = 0, P # 0 a cause du principe d’exclusion de Pauli. Cette équation d’états de
gaz parfait est valable non seulement a T' = 0 mais aussi pour T" << TF ou %)\f’l 5 << 1 c’est-a-dire

2 2
PV = §E donc | PV = - Ej

kpT << 2 (X)2/3 « ¢p (gaz fortement dégénéré).
3.4.3 Développement a basse température et chaleur spécifique d’un gaz de Fermions
dégénéré
On a établi 'expression : InZ = /\gg—vf% (2) avec z = ePh.
dB

On pourrait utiliser des développement asymptotiques des fonctions f pour z — oo mais nous allons
utiliser une approche moins formelle.

_ 2 < fle)de _ .3/2
J = —§AV/O m avec f(G) = €

15



Notons « = (e — u) et assimilons T" & kgT, on a alors Tz = € — p.

I:/oo f’”T"’”
0 eﬁ(6 ) —|—1 e’ +1
0
Tx) Tzx)
I— flp+ de > flu+Tx)
ez eT41 er 4+ 1
T
Dans la premiere intégrale, on effectue le changement de variable '’ = —x :
f,u+Tx / fu TJC do = T %f(N—Tx)dx
e* +1 e e+l
Et on remarque que *”+1 zl—em+1 donc :
T
IT/fu Txdx—/f d+T T e T
et 41

Dans la deuxiéme intégrale, on approxime % par 400 car =T << Tr et il y a une exponentielle au
dénominateur de 'intégrale.
Dans la premiére intégrale, on effectue le changement de variable 2’ = y— Tz et on obtient alors fou f(z)da.

I—/ fle de—i—T/ f“+T$€m+fl(“_Tx)dx

On développe alors f autour de p :

Iz * xdx 1 < 2ida
I= de + 272 f/ A /
| sederarir o [ S g [

On obtient finalement :

Tt
T p4rB3)
g0l () +

a 7T2 2 p/
I:/O Fle)de+ T () +

Pour calculer .J, on prend f(e) = €*/? donc f'(e) = %61/2 et fO“ f= %65/2.

4 2
J= - AV - %(k;BT)QAV\/ﬁ—i— o(T?)
On peut ensuite calculer 'entropie :

aJ 2,
-~ T2 AV T + O(T?
S or|,, " 3 kp AV \/uT + O(T")

Ainsi que I'énergie :

) 2
E-= —%J = SAVE? 4 T (ke T)AV Vi + O(T)

Il nous faut maintenant avoir 'expression de p(7T') & densité fixée.

NZ<NA>AV/+OOP(6><N>deAV T e
A

— 00 0 eﬁ(#—e) +1

Tci f(e) _ 61/27 f’(e) _ 2\1/g et foﬂ 3,u3/2

v 2 T a2
N =AV SM + 12(kBT) M +

N 2 2 N 2
S AL (kT 2 V= = — 2482
% {3” kBT Vi, 3°°F
On en déduit alors :
3
W2 13T ey 4 =L

212
On écrit p sous la forme :
p=ep(l+al +bT%*+--)
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Et on remplace dans ’expression précédente :

3
3/2<1+ 2aT + bT2+72T2 m

_ 3/2
Q0T+ 5 (ks T)26F2+~-~>=6F/

On trouve alors a =0 et b = f’ﬁ— donc :

12 €
2 [ T\?
= 1—— _
p=er i 71 (Tp)

On réinjecte cette expression dans celle de F

5T 2 pa2
1-2= kpT
212<TF> tager kel +

Or en exprimant Fj en fonction de A et V' :

2
= gAVEi—‘/Q

3 3 N
By = Nep = Ve = 7V A63/2

—|—i7r2 i 2+...
12 Tr

%AVG;/Q

On peut alors exprimer F avec Fy :

E=E

On peut exprimer Cy

10F OF 5 T 3 5 T k
Cy = NA &E 292 :ﬂ Nep | 2n2 B
ndT N oT N 12 TF N \5 6 TF €R
2
T
C —R**
v 2 Tr

L’équation d’état s’écrit :

2 2 572 (T2
PV=E=E |1+ (=
3 O[‘Lm (TF)

3.5 Bosons tres dégénérés et condensation de Bose-Einstein

On considere une particule dans une boOte tridimensionnelle aux conditions aux limites périodiques.
On rappelle que les énergies propres sont de la forme :

h2k?

k="
€n = avec k= —n
L

L’énergie du fondamental est ¢g = 0 et la différence d’énergie avec le premier état excité est :

K227
mL?

La condensation se produit a une température T telle que kg1 >> de.

de=¢€1 — €y =

3.5.1 Saturation de la population des états excités

On a vu précédemment que (N,) = m. Or la condition (Ny) > 0 impose e®(x=#) > 1.

Donc p €] — 00, ex[. Orici g = 0 donc p €] — 00, 0[. Ce qui impose pour la fugacité z = e## < 1.
Nous allons augmenter N & T et V fixés. Soit N’ le nombre de particules dans tous les états excités.

—T

N/ _ <Nﬁ> limite thermo /
ﬁzﬂ) )\3 /T 1 —ze ®

Ou l'on a noté z = ¢/kpT. Or en utilisant la relation :

dx

1

R
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11 vient
/ —lx _ u
Aigfg / Vrze dr = —— 13/2/ Vue~

Ou P'on a utilisé le changement de variable © = {z. On reconnaOt alors 'expression de I’ (%) Et on
retrouve le développement de la fonction de Bose g 3

|4
N'= .93 (2)
dB

Dans [0,1[, gz est croissante (voir figure 1).

2,59

0,54

0,2 0,4 0,6 0,8 1

FIGURE 1 — Fonction de Bose g3

+oo

1= 5z =<(3)

=0

Avec ( la fonction de Riemann. Comme 0 < z < 1

\%
Nl < ernaz - )\3 g%<1)
dB

Si N > N/ .., les particules excédantes vont s’accumuler dans 1’état fondamental ¢g.
Pour N’ = N}, ... nombre critique de particules N¢

N

VC A3 = 2,612

On peut de méme définir la température critique dans le cas ou IV est fixé et T varie :

N
V)\dB(Tc)3 =2,612

e T >>Tc (ou N << N¢) : notons la densité n = 3. On a alors A3, << 1.
L’équation N = )\BL g3 (z) que l'on a obtenu en passant a la limite thermodynamique a une solution pour
dB

z dans [0,1] : nA3p = 93 (z) = z pour z << 1.

e T <Tc (ou N > Ng) & nX\ip > 2,612. L’équation précédente n’a pas de solution pour z dans [0, 1].
Il faut traiter a part ’état fondamental.

NB : Dans la substitution de la somme par une intégrale, on fait I’hypothese que la fonction a sommer

varie peu quand n passe & n + 1. Ce qui n’est pas le cas en présence d’un condensat : (Np) est trés grand
devant (N7) méme si de — 0.
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3.5.2 Fraction condensée
Pour T' << T¢ (ou N >> N¢), N = Ny + N/, ... car pour mettre beaucoup de particules dans I’état
fondamental il faut que z — 1 donc N’ — N/, .. On rappelle en effet que :

1 oz
efleo—m) — 1 1—2

(No) =

Donc on en déduit Ng = N — N/ . Or nous avons établi que :

\% \%
N e =———gs(1) et N= ———gs(1
maz )\dB(T)ggg( ) e )\dB(TC)gg%( )

On en déduit alors la fraction de particules dans I’état fondamental :

&:1_%:1_ M ’
N N M (T)

&_1_ 1 3/2
N To

NO/N

FIGURE 2 — Représentation de la fraction condensée selon la température

3.5.3 Occupation des états et statistique de Boltzmann

Nous allons comparer kgTc a de = €1 — ¢y pour déterminer si la condensation est un effet thermique
décrit par la statistique de Boltzmann ou un effet purement quantique.

h22r 2rh? \ %/
e =T tn( T > = 2,612

mL2 ¢ kaTC
. 1 2,612\** m
onc =
kBTC n 2mh?
5 2,612\ %? 1 (13\*?
cC _ (% T _ e (2 —CN“23 <<
kgTc n L L2\ N
Regardons le rapport %—é et comparons a la statistique de Boltzmann.

On considere z tel que (No) = 5.

: —g:%z—iNﬂ —l—z—i—o 1
1—2z 2 ~1+N/2 N N

ze~Be z 1-2/N
<N1> = 7ﬁ = ~
1—zePer  eBa —z " 14 B¢ —(1-2/N)

1 ,
Ni) &~ — ~ N?/3
(N1) Be

On en déduit alors :
<N1> N2/3

(No) N

=N <<
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Or la statistique de Boltzmann donne :

& — 6756/k‘BT ~ 1 _ 1
Ny N2/3

Exemple : Pour N = 106, on trouve % ~ 1072 alors que Boltzmann donne %—; =1-10"*

La condensation n’est pas un effet thermlque7 mais de statistique quantique.
Résumé :
o T >T¢ :N:%g%(z)
.T:Tb:NZEﬁﬁwgn
.T<%:N:%+gﬁwgn
3.5.4 Calcul de grandeurs thermodynamiques
Nous allons déterminer les grandeurs thermodynamiques et établir ’équation d’état d'un gaz de Bose.
e Grand Potentiel :InZ= -, In(1 — ze %)

En présence d’'un condensat on traite a part 1’état fondamental et pour le reste on prend la limite
thermodynamique.

h=E=-In(l-2)—

- / VzIn(l — ze *)dx
/\dB

Or ze™® < 1, donc on peut développer le logarithme en série :

& l 7lz

In(1—ze™™) Z

InZ=—1In(1- / Vze " dx
AiBIZ

Or en effectuant le changement de variable u = Iz, il vient :

%0 3 1 J7
lx = —u _ v
/0 Ve tdr = 53/2/ Ve " du 13/2 ( )_ 1372 2

On reconnaOt alors Iexpression de la fonction de Bose 93

— |4
In= = —ln(l—z)—l—)\ng(z) (16)

Et on peut alors exprimer le grand potentiel :

|J = —kpTInE] (17)

Remarque : Il est parfois utile d’utiliser z, 8 et V comme variables indépendantes plutUt que w, B et
V car dans ce cas les dérivées sont indépendantes :

0
N = Z&IHE(AB,V) (18)
0
19 _
P = BW]IIH(Z,ﬁ,V) (20)

Alors qu’avec p, les dérivées se mélangent :

1 0] K

° M E = —%IHE. Or A\gp = A/ donc X, = /\;7;
Vv AdB
g (@ﬁ

EF=3———gs
Nip 2
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3 Vv
E = chT)\3 gs( ) (21)

NB : Le fondamental ne contribue pas a I’énergie. Ce que est normal car son énergie est ¢g = 0. Pour
les autres états, on est passé a la limite thermodynamique, donc E = —3.J.

T << T¢ :z%ldoncN:/\ang(l)

T>>Tc 12— 0

3 gs(2) 3 .3
EZ*N]CBT 2( )%*NkBTetCV—)*NkJB
2 g9s(z) 2 2
T="T¢
~ 151,341 3
= ——kpN ~ 1,9NEk Nk
VT 42,6128 B> B

On peut montrer que Cy est continue mais oGy

57 est discontinue en Tc.

Cv

TC
FIGURE 3 — Capacité calorifique en fonction de la température

e Pression :

On rappelle que pour un gaz dans un enceinte avec piston mobile :

dH = —Fdx = —PSdz = —PdV

Théoreme d’Hellmann Feynman : Soit H (A) un hamiltonien dépendant d’un parameétre A, qui a pour

état propre () avec 'énergie E(A\), on a :

OF ) |
o= [ Ee)

Démonstration.
8E_ oY, ~
OF _ (%% gy + (1122 + (o1 2 )
OF aﬁ

o EO\)&(WW + <¢|a|¢>

Or (yp|1p) = 1, donc on obtient le résultat énoncé.
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Calculons la dérivée du logarithme de la fonction de partition par rapport a V' et utilisons le théoréme

d’Hellmann Feynman :
10 _ T
- n==—-=Tr|—e¢
B oV = 1%
10 1 OH J
= —InE==Tr|-——=e A -p
gov ST ET|Tav©
On peut donc calculer la pression
10 11
P=-—In= V)= —-—gs
Bav n (Z767 ) ﬁ )\(31895(2)
Remarque : On trouve F = %PV que on avait déja établi (3.2 page 13).
T << T¢ : On obtient ’équation d’état d’'un gaz de Bose dégénéré
1 1
P=-——9¢gs(1 22
5t 2

La pression ne dépend que de la température et P oc T°/2

Imaginons avoir N particules dans un volume V tel que nA35 << 1 initialement (pas dégénéré) et
pour T >> T¢ puis V atteint Vi tel que nA3 5 = 2,612 donc T devient

réduisons V' a T fixée. P = w
supérieur a T donc P reste constante.

FIGURE 4 — Diagramme P-V du gaz de Bose avec deux isothermes

2/3 3
. _ 2nh? n _ NXxap(D)
Rappel : kpTc = = (2,612) donc Vg = %.

3.6 Condensation dans un piége harmonique

3.6.1 Critere de condensation
Les états propres de hamiltonien & une particule h; sont tels que

3
A 1
hpa = €apq avec €, = h E Wi (nZ + 2)
1

Ou l'on a noté a = (n1,n9,n3) € N?
L’énergie de ’état fondamental n’est plus nulle et vaut : ey = %(wl + wa + ws)
On calcule comme précédemment
kpT\?
- (%5 @
N’ et les particules

max

N .. =
max hw

On montre aussi que le nombre N’ de particules dans les états excités est majoré par

"excédentaires" vont s’accumuler dans 1’état fondamental.
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3.6.2 Densité spatiale

Pour un systéme homogene, on a vu qu’il y a condensation dans ’espace des k (E = 0). Pour un
systéme piégé, il y a aussi condensation dans I’espace réel. Pour le voir, calculons la densité spatiale p(7) :

N
p(7) = <Z |7 ) ()

Notons A(i) = |7:4)(7: i| et A=) A(i) somme d’observables a un corps.
Exprimons p en fonction des nombres d’occupation des états propres de by : hy|A) = ex|A)

() = Trlvacd] = = 3 ({Nade ™ ZaleamM gy

TN
= 2 3 IR IR AN
TNy}
Or ({NaHAKNAY) = ({3 D AG N =Y N(AAIR)
( A

<A> — Zé Z e*ﬁz)\(exfﬂ)NxNS\<5\|A‘5\>

X {Nx}
(A) =D (NA)(AA]N)
A

Ici, on a A = |7) (7], donc on en déduit :

p(F) =Y (NN ea(P)? (23)
X

Chaque fonction d’onde contribue a p avec sa population.

v
r/ag

FIGURE 5 — Densité dans le piege harmonique pour des nombres de particules différents. La densité
augmente avec le nombre de particules

On peut introduire une pseudo-fugacité z = e#(#=<0) Or y — ¢, = Z — 1. Donc dans la somme, le
terme d ° a I’état fondamental diverge quand p — €5
Z
1-2

|00 ()] — +o0
L’état fondamental est moins étendu que les autres, le condensat forme donc un pic de densité.

3.6.3 Approximation semi-classique et critére de condensation dans le piége

Pour un systéme homogene, nous avons établit un critére de condensation : pA35 >> 1. Nous allons
voir que 'on retrouve le méme critére si 'on considere la densité au centre du piege.
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On introduit 'opérateur densité & un corps :

1 5 h? 1 h?
= - ——A r2=——A
P ey avec hy = oAt 2m oAt U(r)
On a la propriété suivante :
(7pM|7) = p(7) (24)
Démonstration.
(FpVIR =D (Fea) (eal e ) (x|
AN
= Z<NA>|@>\(F)‘2
T
O
Et aussi :

) = [ @150 = N
Développons p(!) en série :

+oo R
PV =3 gl
=1

Prenons la transformée de Wigner de p(!)

8

—Blhy

) = 3200 |

=1

Avec Z(1B) = (etPhe/2 — (3*”3"“"/2)_3 la fonction de partition de N particules dans un oscillateur harmo-

nique. On a vu que :
3
_ 1 e—r2/2Ax2e—p2/2Ap2
2w AxAp

=Bl

Z(pl)

et Ap=+Vh

[ h 1
Avec Ax =/ —
mw,/?tanh(zggT 1/2tanh h“’

On s’intéresse a la densité des particules non condensées (dans les états excités) pour lesquelles on peut se
placer & la limite classique (%% h“’ — 0).

/ k T
A:USC = o B

2kBT

Apsc =/ mkgT

Remarque : Ce sont les largeurs données par 1’équipartition :

—Bhy

WsC | Zray

3
_ w e—T2/2Aw%Ce—p2/2Ap§C
27T'/€BT

T ksT\®
et de plus Zg¢o = <B>

k
AzsoApso = ~2 e

On a donc finalement :
oo

> 1
Wse[pV] Z 2L ol /2m+U(r) _ Z S L o~ lB(?/2m+U (r))
=1 =1
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Pso(® = (PR = / Wsc [0 ]d%

o 3/2
_ %Z <k31;2m> /efﬁdgﬁefﬁlU(F)Zl

=0

3/2 oo 1
_ (k8T S 2
onhz ) L B2

On en déduit : 1

Psc(r) = 393 (ze M)
dB
Au centre du piege (au minimum de U), on a :
Psc(0)Agp = g93(2) (25)

En prenant la valeur maximale de gs,ona :

Psc (00N = g3 (1)

4 Comparaison des ensembles grand-canoniques et canoniques

Les ensembles micro-canoniques, canoniques et grand-canoniques sont en général équivalents si les
fluctuations (de E, N) sont petites. Nous verrons un contre exemple dans la limite 7' — 0 pour un gaz de
bosons a densité % constante. Nous allons passer en revue les différentes limites grand-canoniques de

(Ny) et AN ou l'on fixe la densité ou le potentiel chimique g pour 7' — 0 ou T — +o0.

4.1 Nombres d’occupation moyen et fluctuations dans différents cas limites

On rappelle que les nombres d’occupations et leurs variances sont donnés par :

(Na) = et AN = (Na)(1 £ (Ny))

eﬂ(ek_ﬂ) +1
4.1.1 Limite "gaz dégénéré"
On prend la limite 7' — 0 a @ constante.

Bose : (Nxx0) = 0 et (No) = N : condensat dans I’état .
A la limite thermodynamique, N — oo et u — eo. ANZ ~ (Ny)? ~ N2. Dans ce cas, 'ensemble grand-
canonique n’est pas équivalent & I’ensemble canonique.

. 6)\<6F:><N)\>:1
F :
— M_>€F7{€)\>€F:><N)\>O
Les ensembles grand-canonique et canonique sont équivalents.

Donc ANE\ =0.

4.1.2 Limite "vide"

On étudie la limite T — 0 a p fixé.

Bose : VA, u<ey= (Ny)—0
dae — 0)(0], N 5 0 et ANZ =0.

Fermi : Pour p < ¢, W) 50 et pour p > €g, on a une mer de Fermi avec @ telle que ep = p. Dans

1%
tous les cas AN; =0.

On a équivalence des ensembles canonique et grand canonique.
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4.1.3 Limite "gaz de Boltzmann"

Il s’agit de la limite 7" — +o00 avec @ constante. On peut traiter les bosons et les fermions ensembles
n)\zB << 1, ePt << 1, up — —oo. Nous avons montré que p ~ kBTln(n/\f’iB)
(Ny) << 1et AN? = (N,) ce sont des fluctuations poissoniennes.

1/2 1/2
o) b5
A

A

— 0
VN N—+oco
L’ensemble grand-canonique est approximativement équivalent a ’ensemble canonique pour N assez grand

4.1.4 Limite "champ classique"

On s’intéresse a la limite 7' — 400 & u constant.

Bose : u < €g, (Ny) ~ XL

et (Ny) >>1et AN? >>1
Les ensembles grand-canoniques et canoniques ne sont pas équivalents.

L’approximation de champ classique est utile pour décrire des modes bosoniques trés peuplés (de basse
énergie). Considérons un champ classique ¥ (z).

E:/w*hwet /¢*¢:1

Développons 9 sur les états propres de h

P = Zak%@k
k

En canonique, on peut exprimer les nombres d’occupation

(i) fooone_'gmkdn 1
ng) —

— n —,Bek.n = 1
= e + =
Jo e Prerdn [T emFrendn { [ Ber

o0
—Bekn
e dn
0 Be /0 }

(i) = kgT

€k
Dans I’ensemble grand-canonique, la probabilité P(E, N) o« e #(F=#N) ayec N = Sy =3, ng. On
obtient de méme :

(ni) = ~2T

€L — U

4.2 Fluctuations de N en présence d’un condensat de Bose-Einstein
4.2.1 Probléeme de ’ensemble grand-canonique

On considére un gaz parfait dans ’ensemble grand-canonique, V', 8 et y sont fixés.

1 A
oo = :e—B(H—MN)

[1

On note @y, les états propres d’énergie ¢; de ’hamiltonien a une particule hy. Un micro-état [ est caractérisé
par 'ensemble des nombres d’occupation {ny}.

H = E Gkﬁk 3 N = E TALk
k k
On peut alors réécrire 'opérateur densité

. 1
oGgec =

(1]

exp (—ﬁ D e - u)f%) -2
k

Or la grande fonction de partition peut se factoriser

[11]

[T exp (=Ber — i)
k

(1]

— H i e Bler—pny HCk

k ’I’Lk:O k
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L’opérateur densité grand-canonique est alors factorisé :

e—Blexr—p)n

| P
. Zn 706 ﬂ(ﬁk M)nk .

k=

Notons P(ng) la probabilité d’avoir un nombre d’occupation ny pour le mode .

) - ) e Blex—mms
P(ny) = T [oxln) {nl] = Y (ilérlni) (nelin) = <50
k=0 an:(Je

P(nk)

FIGURE 6 — Probabilité P(ny). Le nombre d’occupation le plus probable est zéro pour chaque mode

Remarque : (ng) = > _onpP(nk) =

eBleg—n)

Les variances sont données par Ani = (n;)((ny) + 1). En présence d'un condensat An} ~ N2. Ces
fluctuations sont pathologiques. De plus P(ng) est maximal en ny = 0 alors que I'on s’attendrait plutUt &
une distribution de la forme :

P(no)

<ng>

Pour décrire la situation expérimentale, il faut utiliser I’ensemble canonique.

4.2.2 Fluctuations de N dans I’ensemble canonique

Nous allons effectuer un calcul approché mais tres précis dans la limite T' << T. On caractérise un
micro-état [ par un ensemble de nombres d’occupation {n;} avec ), np = N. L'opérateur densité s’écrit

A~

. P
¢ = 7N exp (—B % eknk>
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¢ n’est pas factorisé a cause de Py projecteur sur un état a N particules.
Pour T' << T nous allons "éliminer" le condensat en ne considérant que les particules non condensées :

ng=N — an i U {nktrzo et an<N
k0

L’opérateur densité peut s’écrire sous la forme :

O'C'— N an exp — ZGkﬁk+€0 N—Zﬁk

k+£0 k0 k£0

1siz>0
0 sinon
On se place dans 'approximation du condensat jamais vide (qui est justifiée si T << T¢)

Avec O(x) =

oc=Nexp [=B (ex — o)

k#0

Formellement, on retrouve I’ensemble grand-canonique pour les particules non condensées. Le "réservoir"

est le condensat et 1 = € (car pour le condensat, S = 0 donc p = a—F = gf, = €0).

Calcul de An?

ng=N-—-N| etNJ_:Zk#Onk donc An3 = AN? d’on :

ANT = (ni)((me) + 1)

k0

Nous pouvons effectuer un calcul explicite dans une boOte 3D avec conditions aux limites périodiques.

R2E? 27
ou ko = fna, o=,z

1
<nk> = W avec € =

On peut alors calculer
() (e + 1) = o .
ng)((nk) + = =
Ber — 1)2 2
(P —1) [QSinh (ﬁ%)}

Si 'on remplace les sommes sur k& par des intégrales, il y a une divergence en 0 car la fonction a
intégrer est en ﬁ x k% et le jacobien est en k2. La somme est dominée par les termes e, << 1 donc

on linéarise le sinus hyperbolique :
2 2
1 }i 2r Z n?| = 1 Fi 2r |72
kBT 2m L « kBT 2m L
On en déduit alors :

kgT Z kgT h?
2 ~ B = B = —
Ang ~ <h2/ 2mL? ) |n|4 ( ) x 16,53 avec oc 2mL?

Nous avions vu que pour T’ = T¢, 2L ~ N?/3 donc An2 ~ N*/3. La variance est superpoissonienne mais
n’est pas en N2.

(ne) ((n) +1) ~

Any N2/3 1 0
(no) N N3 Noieo

4.2.3 Calcul de P(ny = 0) pour un oscillateur harmonique unidimensionnel

On peut calculer exactement la probabilité P(ny = 0) dans 'ensemble canonique en utilisant la
régularité du spectre de l'oscillateur harmonique unidimensionnel. Les niveaux d’énergie sont espacés de
hw. On peut alors voir les états excités comme états propres d’un oscillateur harmonique décalé de hw.
Pour une particule ’hamiltonien s’écrit A’ = h + fw donc ’hamiltonien total est H' = H + Nhw. Donc la
fonction de partition se met sous la forme :

A Tr[e*ﬂH/] = Ze ANhw
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On en déduit alors

1 .
P(ng =0) =Tr[6¢c|no = 0){no = 0|] avec 6¢ = Z¢ B exm o Zﬁk =N
k

1 zZ'
P(no =0) = 7 Z exp —ﬂZ@cnk Ongo = - = e~ PN
{nr} k>1
nk=N

5 (Gaz de photons et gaz de phonons

5.1 Gaz de photons a I’équilibre thermique

On considere des bosons sans masse a 1’équilibre dans une enceinte a température T fixée. Ce cas
présente des différences importantes par rapport au gaz de particules : N est variable et (N) n’est
pas imposée par un réservoir, contrairement au cas grand-canonique. Pour trouver 'opérateur densité du
systéme a 1’équilibre, il ne faut pas fixer (V)

1 N
6=—ePH

Z

Mais ce cas est différent du cas canonique car N n’est pas fixé. La fonction de partition est alors factorisée

(oo}
ZRN = Z exp <—ﬁZN,\€,\> = H Z e~ e — H TP elfgﬂ
by b

{Nx} A Ny=0

Ou les N, sont les nombres d’occupation des différents modes propres occupés par les photons.

1 . .
(Ny) = e distribution de Planck
Ce cas est formellement équivalent au grand-canonique avec p = 0. p s’ajuste pour minimiser I’énergie
libre du systeme : g—ﬁ =u=0,aT etV fixés.

5.1.1 Modes du champ et relation de dispersion

Les modes propres sont les solutions des équations de Maxwell dans une boOte aux conditions limites
périodiques :
ei(EF—wt) . o
Y(T,t) = TGE avec k = fn ol 7 = Ng€y + Ny€y + n.€,
Dans le cas étudié ici, on a la relation ¢ = c ou c est la vitesse de la lumiere dans le vide. En multipliant
cette relation par ik, on en déduit la relation de dispersion :

€e=cp (26)
€z = chk est I'énergie d’un photon dans le mode k.

5.1.2 Densité d’énergie par unité de volume et de fréquence, énergie totale

Notons F ’énergie totale contenue dans le volume V. On peut 'exprimer en fonction des énergies de

chaque état :
E 1 €7
Z —9_ _n
14 v Z efen — 1

n

Le facteur 2 est d ° aux fait que chaque mode posseéde deux polarisations indépendantes. On peut remplacer
cette somme par une intégrale :
E 2 / * k2chkdk

Vo @np )y Pk —1

Cette expression peut étre réécrite en terme de fréquence v avec chk = hv et k = 2”7”

£ i/oo hv(2m)® v¥dv  8mh /°° vidv
14 7T2 0 0

= 3 e,@’hl/ -1 - 3 eﬁhl/ -1
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On en déduit finalement la densité d’énergie par unité de volume et de fréquence p(v) :

8th v3dv
Py = =5 27)

Il s’agit de la loi de Planck.

L’énergie totale se calcule en intégrant cette loi. Effectuons le changement de variable x = k};—VT

Do Smh (BT [ an S (T
Vo3 h o er—1 ¢3 h 15

On obtient alors la loi de Stefan-Boltzmann :

E 4 8ok -8 Wn—2K—4
7 = o7 [avec 0 = (gl & 5,67 107" W *K (28)

La densité d’énergie par unité de volume et de fréquence est donnée par une loi universelle :

3

x
e —1

hv 8th (kT
h

4
=T ; p(v)dy = = ) fl@)dz , avec f(x) =

Le maximum de f est atteint pour x = X,,, ~ 2, 82.

P

FIGURE 7 — Densité d’énergie p pour différentes températures : 7T, 27T et 3T

La position du maximum est donné par la loi de déplacement de Wien :

Amax = XmksT (29)

5.1.3 Physique classique et physique quantique

Au lieu de considérer un gaz de photons, on aborde le probléme en terme d’oscillateurs harmoniques
indépendants et discernables. Chaque mode du champ est équivalent & un oscillateur harmonique. Calculons

30



d’abord le nombre de modes entre v et v 4+ dv par unité de volume. On peut remplacer la somme sur 77
par une intégrale :

v 9 V 83 9
[

On peut alors exprimer la densité de modes :

82

N)dv = dv (30)

3

Remarque : on aurait pu extraire A'(v) de la loi de Planck :

_ hv
T efhv

p(v)dv = (e, )N (v) N(v)

En physique classique :
A Déquilibre thermodynamique, chaque oscillateur a une énergie moyenne (¢,)c; = kT

Remarque : Dans le point de vue "photon', (e,)¢; correspond a lapproximation de champ classique
pour les nombres d’occupation moyens.

On obtient alors la formule de Rayleigh-Jeans :

2
CULARY (31)

poi(v)dv = kgT =3

Rayleigh-Jeans

Planck

NB : Pour les modes de basse énergie, Shv << 1, p(v) = pci(v).
Pour phv >> 1, c’est la "catastrophe ultraviolette".

En physique quantique : On considére un ensemble d’oscillateurs quantiques indiscernables.

(e) = Znzg e Y S e "
ZOO —Bnhv Z‘X’

—nz
n=0 € n=0 €

= kBT(—:E)% In <Z enac) — kBTx% In(l — e~®)

n=0

e "
= kgT = kgT
B l1—e* B et —1

On retrouve alors la loi de Planck : (e,) = —/%—
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5.1.4 Calcul de grandeurs thermodynamiques

Nous avons vu que la fonction de partition du gaz de photons s’écrit :

1
ZRN = 1:[ R

On peut alors calculer I’énergie libre du systeme :

c3 h3

Calculons cette derniere intégrale avec une intégration par parties :

0o 1 o0 ool e—;c 17T4
Inl—e®)dr = |=2%In(l —e® —/ —t———dr = — - —
/0 2°In(l — e *)dx 3% n(l—e )0 ; i pp— 315

On exprime finalement 1’énergie libre :

o0 T 4 o0
F=—kpTlnZpy = k:BTSZ,Y / V(1 — e P dy = StV (kpT) / 22In(1 — e~ %)da
0 0

87V (kpT)* 1 m4

F=———-—
c? h3 315
Fe—viop (32)
B 3c
Avec ce résultat, les autres grandeurs thermodynamiques s’expriment simplement
F 1
S=- or _ 109y
o' |y n 3c
4
E=F+T8=-2vr*
c
OF 160
Cyv=—| =—VT°
VT oor v c
__OF) Ao
OV, 3¢
On peut alors en déduire ’équation d’état du gaz de photons :
1
PV = §E (33)

On remarque que cette équation est différente de I’équation d’état générale que ’on avait obtenue pour
des bosons massiques.

5.1.5 Radiation émise par un corps noir

Un corps noir absorbe toute la radiation incidente, il n’y a pas de diffusion ou de réflexion.

Exemple : Une boOte percée d’un petit trou forme un bon corps noir : un photon entrant a une
probabilité quasi-nulle de ressortir.
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Nous voulons calculer la puissance totale P. émise par le corps noir. Notons P.(v, E) la puissance émise
par unité de fréquence autour de v et d’angle solide autour de la direction de propagation k.

[/

ds

Calculons d’abord N (v, E)dek le nombre de modes de fréquence v, se propageant selon k dans le
volume V' :

. %
Qdk = 2-—dQk?
N (v, £)dQdk gy 1k

Le nombre de photons correspondant est alors

L . 1 v (2n)?
Ny(v R) = (NN (v, R)dQk = —— Y

De ces photons, seule une fraction f va frapper dS pendant le temps dt :

cdtdsS cos 0

f=

ds

Chaque photon compte pour une puissance k’;”T

- hv

Po(v,F) dScdt cos 0 1 ¢ 8th v3cosh _c

2V

= —— " dwidv =—————=—p(v)cosb
ePhv —1 ¢3 1% dSdtdQdr  4m 3 efhv —1 47Tp( )

Pour calculer la puissance totale émise par le corps noir, on intégre cette expression sur toutes les fréquences

et les angles de sortie :

> z E_ (! 4
Pe = i/@ p(y)du/o 2w sin @ cos 0df = iv%'/o ydy = iEGT‘lW

On obtient alors la loi de Stefan-Boltzmann :

o

On appelle P, l'excitance énergétique du corps noir.

5.2 Gaz de phonons et chaleur spécifique des solides cristallins
5.2.1 Théorie d’Einstein

Un solide est constitué de 3N oscillateurs indépendants. Chaque atome oscille autour de sa position
d’équilibre.
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On se place dans I’ensemble canonique. La fonction de partition est factorisée sous la forme : Z = 23V

donc InZ = 3N Inz avec : 1
—nBhw __
= Ze =1 ¢Bhw

Donc In Z = —3N In(1 — e~#h)

e Energie :

0 hwe Bhw hw

e Chaleur spécifique :

10E 1 hweP
o =sar =% () ()

hw >2 ePhw
(

k‘BT eﬂhw _ 1)2 (35)

oy =3n(

Pour T'— oo, Cy — 3R : résultat classique.
Pour T'— 0, Cy — 0 exponentiellement.

5.2.2 Théorie de Debye

On améliore la théorie d’Einstein en prenant 3N modes, chacun a sa fréquence propre.

3N
Z = sz s InZ = Z—ln(l — e Phwiy
i i=1

e Energie : E = ZZ 1 eﬁgfj
Il nous faut les w; ou la dlstrlbutlon p(v)dv. Pour les perturbations avec A >> dar, on peut traiter le
cristal comme un corps élastique dont les excitations sont des ondes sonores :

— transverses : w = c:k avec k = 2;;”

2y
(&)

— longitudinales : w = ¢;k avec k =

Calculons p(v)dv dans une boOte avec conditions aux limites périodiques :
Les ondes transverses ont deux polarisations indépendantes :

v 9 2V (2m)® 5
Z:—mwzm/k dk = (271_)347T/ v

t

Les ondes longitudinales n’en ont qu’une :
v
g — —gdm / vidy
c
p 1

Donc I’énergie s’écrit sous la forme :

2 1 Vmax hy3
E=47V (5 + = —d
i (*)/ v 1%

NB : Nous pouvons interpréter cette formule en terme de "phonons" avec des nombres d’occupation

donnés par :
1

efhv — 1

Ce sont des bosons, avec une relation de dispersion linéaire et dont le nombre n’est pas conservé (car p = 0).

<Nl/> =

Contrairement au cas des photons, il y a ici une coupure en v car :
— Iy a 3N modes
— la relation de dispersion linéaire est valable seulement pour les modes de basse énergie.

hv

FoT on peut réécrire ’énergie sous la forme :

4 Tmazx 3
E—3N_> (kBT)/ T Az
0

En introduisant x =

v3 h3

max
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On introduit alors la température de Debye :

hv,
9 _ max 36
o (36)
3Tt (O 3
E =3Nkp— d
GE /0 e —10"
En dérivant cette expression par rapport a T', on en déduit la capacité calorifique :
T\? [0/ 43 O 3T (0/T)3 S)
= 12 = de — — —%—+—"— 7 = D=
cveonfn(B) [ e SO o (3)]

Ou D est une fonction "universelle" qui ne dépend pas du matériau. Regardons les limites de cette fonction.

o' =0 : 5
(@) T a4
D(T>~12<e> 5

Ce qui donne une limite en 72 qui correspond plus & la réalité que la variation exponentielle donnée par
le modele d’Einstein.
T — 0 :Notonsy:%—>0

T

~N — ~ =

y3 3y?

v z3d 3
o(2) 2fy 2 1205

O est déduit expérimentalement & partir de la vitesse du son : soit C% = %C% + %i i%ci’ =3
s t
_ hes (3 N\1/3
done © = 7% (3 7)

Approximations utilisées :

e Relation de dispersion des modes propres de vibration.
On considére une chaOne de N atomes de masse M avec conditions aux limites périodiques. Ces atomes
sont reliés par des ressorts de constante de raideur K et de longueur a vide a. On note L = Na la longueur
de la chaOne. On cherche des solutions sous forme d’ondes planes :
Le déplacement de I'atome n est ii(na,t) oc e!Fna—wt)
Le fait que le réseau soit discret impose une limite k0. 8 k : kK — k + 27“ ne change rien.

=— meZ=me |-—,=

S Bl

La relation de dispersion est :

Notre approche est correcte car a basse température seuls les modes de basse énergie sont peuplés
et la relation de dispersion est bien linéaire, et & haute énergie le modele classique est valable (équipartition).

e Densité de modes
Nous avons pris des ondes planes dans un cube aux conditions aux limites périodiques :

127V
e =c¢ = pv)dv = 7; v2dv coupé A Vpmag
c
Exemple : Pour I'aluminium, © =400 K = hwkTw donc Wynes = 5,4 - 10" rad.s .
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6 Perturbations dépendantes du temps

6.1 Position du probleme
On considére un hamiltonien que 'on décompose sous la forme :
H=Hy+ H,
On suppose connus les états et énergies propres de Hy :

Holn) = Enln)

Typiquement, on cherche des taux de transition entre états propres de Hy. At= 0, on considere un état

propre de Hy : [1(0)) = |n) et on veut calculer la probabilité Prom(t) = [(ma(t)))?
A chaque instant, on peut développer |¢)(t)) sur la base propre de Hy :

Zc n) = [9(t) Zv e~ Ent/ M)

NB :Silffl:O,onaVn,vnzc?1

Equation de Schr”dinger :

ZhZ(%— nvn> ety = 3" e Bty + Hy)|n)
n

Or les états |n) sont états propres de H, donc :

i3 e ) = 3 ey

n

En projetant sur un état |k), on obtient :

ihyy = Z Ape " En =B R (L F |n)

6.2 Résolution perturbative

On s’intéresse au cas ol on peut traiter H; comme une perturbation de Hy. On note alors H; = A\W;

avec A petit. On fait de plus I’hypotheése que les fonctions 7, sont des fonctions analytiques de A :
Z ,y(p)

On identifie alors ordre par ordre dans (38) :

iy (£) =0

i (1) = 30, A (£)e En=BR (|1 |n)

i P (1) = 30, 78D (1) e BBk Wy )

On en déduit alors 7,(60) (t) = 7120)(0) = ¢} et les suivants par itération.

6.2.1 Approximation de Born

Cette approximation consiste a se limiter au premier ordre du développement en A. Soit |(0))

un état propre de Hy. On a alors 'yk = ;1 €t pour f #£ i :

iy (t) = e~ B BN £ )
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Donc en écrivant le développement vy = ’y}(co) + )\'yj(cl) + ---, on a au premier ordre :

t
i (t) = / BBV /0 £ B i) de (39)

:%0

On peut alors écrire la probabilité de transition entre les états |i) et |f) :

Pip(t) = (@)

valable seulement si P, ; << 1.

6.2.2 Perturbation constante

On applique une perturbation constante pendant un temps 7.

H

Notons hwy = Ef — E;.
1,4 T
Born - iwot /
t>T)=—(f|H ot dt
e T) = Sl [ e
Calculons alors cette intégrale :

T iwoT s (woT
I e -1 . 2sin (2=
/ ezwot dt/ — : ezon/Q ( 2 )
0

1Wo wo

On en déduit alors la probabilité de transition :

Pyt > T) = g |(FIE 10 Py, T) (40)

Ou l'on a introduit la fonction :

T2

Etudions les propriétés de la fonction y :

+o0 +oo :.2
/ y(w, t)dw = 2T/ s1n2xdx =27T
x

— 0o — 00
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ICIED)

li = 2md(w)
T—o0
6.2.3 Perturbation sinusoidale
On considére une perturbation sinusoidale :
() = Hye™ ™t + Hiet  pour t € [0,T]
0 sinon

Pour ¢t > T, on obtient :
1 T . / A . / A
20(t) = V (0=t (1] Hgli) + et (£ A1) dtl]
0

Habituellement, seul un des deux termes de l'intégrale est non nul ou résonnant. Supposons qu’il s’agit du
premier, on a donc :

1, -
Piyp(t>T) = §|<f|H2|i>lzy(w —wo, T) (42)

6.3 Cas d’un état discret couplé a un continuum d’états

Revenons au cas ott H; est constant. On veut calculer la probabilité par unité de temps que le systéeme
quitte I’état |¢) pour aller vers un continuum d’états. On considére le cas d’un grand nombre d’états et on
passe ensuite a la limite continue.

1 N
Pi= 3 sl ) Py(eo, )
1f)

Pour passer a la limite d’un spectre continu, on peut introduire la densité d’états p. Les états finaux sont
caractérisés par leur énergie E; et éventuellement d’autres parametres €2 (direction, ...)

6.3.1 Regle d’or de Fermi

On s’intéresse au cas ot |(f|H;i)|? est indépendant de 2. On peut alors remplacer la somme sur les
états par une intégrale :
> [ oty
1f)

La probabilité de quitter I’état |i) est alors donnée par :
1 A E; - FE;
P= g [l Ey (2 ) ay

y(w, t) est une fonction piquée de w, de largeur % Comme fonction de Ey, elle est piquée autour de E;

% Et on a de plus :

avec la largeur 3

y(Ef_Et) ~ 2nthd(E; — E;)

h t—o0
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On en déduit alors la régle d’or de Fermi

P= 2 LBt (43)

Ef:Ei

Elle permet de calculer un taux de transition vers le continuum :

r=-— (44)

Conditions de validité :
e y — & valable si p(E})|(f|H1i)|* comme fonction de Ej varie peu sur une largeur % donc t doit étre
assez grand.
e P, << 1 impose que t doit étre "assez court"

Cas ot |(f|H1li)| dépend de Q :
C’est, par exemple le cas pour ’émission spontanée, la diffusion et 2 correspond alors & une direction.
Q € R? et les états associés sont alors :

zk:r

|f7) = N

dans une boOte avec conditions aux limites périodiques.
En raisonnant comme dans le cas précédent, on obtient :

_1 Vv 2 sz, [ Er— Ei
P ey [ 40 [ Barsl iy (2

On peut permuter les intégrales :

E;—E;
P= et [ Bk [ EraimlPy (255

On effectue alors le changement de variable ky — Ef :

1 an o (Ef—E
P= g [ otEna [ Cioimiey (25

Or [42(f, Q|H,i)|? est indépendant de Q donc on en déduit

2m dQ PR
P= T o [ s eimpe) (15)

Cas ou 'on s’intéresse a un petit domaine d€2 des états du continuum :

On considére un petit domaine dQ autour de Q :

dq’ N
/ VL) = [(f, Q1 HL i)
dQ

<

NB : dans cette formulation de la régle d’or de Fermi, on introduit une densité d’¢tats p(E) dans une
boOte fictive de volume V et p(E) o V. Le résultat final est indépendant de V' car (Hy) o &

Enoncé pratique de la régle d’or de Fermi :
On introduit un taux élémentaire de transition entre |i) et |f) du continuum :

Liny = *|<f|H1| )[20(Ey — E;) (46)

a intégrer sur le domaine d’états finaux considérés.
NB _: cette expression ne fait pas intervenir de densité d’états, ni de boOte fictive.

Exemple : [f) = |fz) avec k € R®
On intégre (46) directement sur d3k sur un domaine :

h2k? 5(k — k;)

o b 0(Ey — Ei)

Et on utilise les états du continuum :

39



6.3.2 Conditions de validité
On considere le taux de transition vers un domaine D d’'un continuum donné par la regle d’or de Fermi

Pisp _ 27

Ii(B) = —

d3k|<k|H1| )26 (Ey, — E;)

On peut aussi exprimer la probabilité de transition de la faAon suivante :

- E;
HD—/dEh2/d3k\ E|H i)y ( - ,t)é(Ek—Ei)
E — E;
/dEth< 7 ,t)

La fonction y ( ,t) est étroite, de largeur 0FE ~ % autour de F;.
Or on doit avoir t < ( - Donc la largeur minimale est £ ~ KT (E;).

On en déduit que T; doit varier peu autour de E; sur F donc :

—E;

IT;(E; £ hl;(E;)) — Ti(E;)|
Li(E;)

<<1

On en déduit alors la condition pour qu’il y ait des temps pour lesquels T';(E;) = £ =B

dr
dE |,

<<1 (47)

Exemple : Emission spontanée :
On considére un systéme a deux niveaux séparés de fuv,,.

On considere le couplage du champ extérieur avec le dlpUle formé par 1’électron de valence d’un atome
monovalent. Ce dipUle est représenté par opérateur D= g7 ou 7 est 'opérateur position de I’électron de
valence. Le calcul du taux de transition donne :

3

T = 0 |(ilqf| )

3meghcd
On note E, = hw,, on a alors Al'(E) « E2 donc :

dL(E) _ h0(E) _, T

dE E E/h~ w
Or on peut écrire : I' = %%a%wg (car hw, = FEy = %2—2) donc :
0
r e? e2\?
3— ~ —(2hwaa0)’ = [ — ) =’ << 1
Wq h3c3( ato) (hc) “

Ol o & 1/137 est la constante de structure fine.

6.4 Couplage entre deux états discrets

Nous allons étudier le couplage entre deux états discrets que I'on peut résoudre exactement et comparer
le résultat a ’approche perturbative.
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6.4.1 Oscillations de Rabi
On considére un systéme & deux états (|4) et |—)) avec un couplage H; donné par :

N hw .
(|- = el

Calculons alors la probabilité de transition de I'état |—) d’énergie —242 et I'état [+) d’énergie 22 . Dans

la base (|+), |—)), le hamiltonien s’écrit

i h wo wrewt
- ) wlezwt —wo

On note [¢(t)) = ay|+) + a_|-), solution de ’équation de Schr”dinger ihd;|¢)) = H|tp) On a alors :

iy = Lay + GeWa_
i = —%Pa_+ Selay
Notons alors by, = e™/2a, et b_ = e~™/2q_, le systéme précédent se réécrit

iby = 5b, 4+ b
b = 7(*)_2&)0 a_ + %b.ﬁ.

En redérivant les équations précédentes et en les combinant, on obtient alors la méme équation pour b

. O 2
by + (2> by =0 avec Q% = (w — wp)? + w?

On a de plus les conditions initiales suivantes :

b (0)=0 bi(0) = —i%
{ by=1 { b (0) =i

On en déduit alors les expressions de by

Ot Qt — 947
bi(t) = —i% Sin7 et b_(t) = cos 5 + inQ “ sin o)
On obtient la probabilité de transition P__, = |ay|? = b4 | :
2
Wi .o Ot
P7*>+ = @ sin 7 (48)

Oscillations de Rabi & résonance :
On se place a w = wg donc Q = wy.

w1

A certains instants, on a une probabilité égale & un d’avoir une transition.

Oscillations de Rabi hors résonance :
On se place loin de la résonance : |wp —wi| >>wy = Q >> w;y
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2m ¢
Q

L’amplitude des oscillations est beaucoup plus faible qu’a résonance et leur fréquence est plus élevée.

6.4.2 Comparaisons entre la solution exacte et la solution perturbative

On a <f|ﬁ1|z) = %e_m, or au premier ordre, on a :

~ . . (W—L«Jo)t
) IW%MFM( 2)

i—f 2 w—wp \2
f (25*)
On en déduit alors la probabilité de transition au premier ordre :
2
W __wr o (W —wo)t
P——>+ - (OJ _ UJO)2 S1n 9 (49)

Les résultats sont proches si :
A ~ exact ~o (1)
e hors résonance, |wy — w| &~ Q >> w; et alors P3G ~ P27, | Vt. ,
<, 1
e & résonance, aux temps courts : 2 << 1 donc Q & wy et alors P&t ~ (421)° ~ pY

6.5 Spin . dans un champ magnétique tournant

[ NJ

Les électrons, protons, neutrons, ...ont un spin % et un moment magnétique associé i :
- g q "
i =S avec v = 95~ le rapport gyromagnétique
m

Pour les particules citées ci-dessus, les rapports gyromagnétiques sont

q q q
/76%7|‘ ,P)/p%2a79|‘ ;777,z71791||
Me Me Me
On rappelle que pour un spin %, l'opérateur de spin est donné par S = %5’ avec les matrices de Pauli :

(0 1\ . (0 =i\ . (1 0
= (o) =0 0) = (0 ) &

On rappelle également la propriété [S'gz, S’y] = ihS..
Notons {|+),|-)} la base des états propres de S.. Dans un champ magnétique B = Byé., I'énergie
potentielle du spin s’écrit
H=—ji-B=—p.B (51)
el

Le spin précesse autour de I'axe z a la fréquence de Larmor wyg = —yBj

U0 i n )

On rajoute alors un champ tournant dans le plan zy :

B, = B (coswt €y + sinwt &)

On introduit alors la pulsation wy = —vyB;. Le hamiltonien s’écrit ;
- hwo . Thwy .
By = 206, + 2 feoswt (14)(~] + =) (+]) — dsimwt(+)(~] ~ |-} (+])]
~ hwo

hw —iw iw
= 50+ [ {=le™ 4 =) (]

C’est le méme hamiltonien que celui que nous avons considéré précédemment, on obtient donc des
oscillations de Rabi.
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6.6 Atome a deux niveaux dans un champ lumineux

On considére un champ électrique E (7, t) =& cos(E -7 — wt)é€. On cherche les probabilités d’absorption
et d’émission induite.
On considere un atome monovalent. On introduit le moment dipolaire D= qr. On note Ry la position de
I’atome et 7 la position de 1’électron par rapport au noyau. L’interaction dipolaire électrique s’écrit alors :

—

Hy = -D-E(Ro,t) (52)

Ot l'on a considéré le champ au centre de Patome car A > 10%(r) et donc kr << 1.
H, est le terme dominant de 'interaction d’un champ électromagnétique avec la distribution de charges et
de courant de l'atome (premier terme du développement multipolaire).

Absorption : I'électron passe d’un état |i) = |1) & un état d’énergie supérieure |f) = |2). On note
h(x}o = Ef _Ei = E2 - El- On prend R'O =0.

H =-D-E o D=qiet E = & cos(wt)é

A Eo ~ ) )
= H, = —QTOF- e 4 et

Au premier ordre, on a donc :

i(wo—w)t _ 1 ei(w0+w)t -1

)y _ L0 o
W) = 3 Ll dy

Wy — w wo +w
1) (2)
Il y a résonance pour w & wy et alors (1) o ¢ et (2) o - = Lo avec Ty ~ 107 dans le visible. Pour
t>> 1y
PEF | 1o 2
Prosa(t) ~ L5027 1) Py - wo.) 63)

La probabilité d’absorption varie de faAon résonante autour de w = wy avec une largeur de 'ordre de %

P

1/t

Wo

NB : Ce résultat est valable pour :
oV <<1
e { << 7 temps caractéristique de I’émission spontanée qui donne une largeur naturelle a la raie.
ot >> T

Emission induite : I’électron passe d'un état |i) = |2) vers un état d’énergie plus faible |f) = [1). On
a alors hwg = F1 — E3 < 0 c’est donc le deuxiéme terme qui peut étre résonnant pour w =~ —wp et on
arrive aux mémes conclusions.
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6.7 Transitions de dipdle électrique et regles de sélection

L’élément de matrice (f |ﬁ1|z) qui intervient dans la régle d’or de Fermi peut &tre nul, ce qui interdit
alors la transition de |7) vers |f). On obtient alors des regles de sélection sur les transitions.

Exemple : on consideére les transitions dipolaires électriques d’un atome monovalent soumis a une
onde électromagnétique. Le hamiltonien d’interaction s’écrit :

Hy=—D-E avec D = g et E = Ey&cos(wt)

Notons |1) et |2) des états propres de 'hamiltonien non perturbé Hy. On est amené & calculer des éléments
de matrice du type (2|7 - €1).

6.7.1 Atome a un électron sans spin

Les fonctions d’onde des états propres non perturbés d’un atome hydrogénoOde sont données par :

unlm(ra 0; SD) = ynlr(r) YEM(aa SD) (54)

Avecn e N*, 0 <[l <n-—1et —I <m <. Les énergies propres associées sont F, = % Les fonctions
Y}, sont les harmoniques sphériques qui vérifient

[A/Z}/lm = hQZ(l + l)i/lm et f/z}/lm = mhYin, (55)

Avec L = ?/\ﬁl’opéra‘ceur moment cinétique orbital. On sait de plus que L.,= fih%. On peut alors en
déduire la dépendance en ¢ des Yj,,

Yim (0, ) = F(0)e™?

L’expression compléte des harmoniques sphériques fait intervenir les polynUmes de Legendre Pllm‘ qui
vérifient les propriétés suivantes :

e relation de récurrence : a:Pllml(x) = a}m‘Pllinll (x) + Bl‘mlplm‘(w)

I+1
e orthogonalité : f_ll Pll,m‘ (x)Pllml(a?)dx = ryllm‘éll,

Les harmoniques sphériques s’écrivent alors :

Yim (0, ¢) = Nim P (cos )™ (56)

On veut alors calculer des éléments de matrice du type (ng,ly, ma|7ny, i1, mq)
Exprimons les coordonnées cartésiennes en fonction des coordonnées sphériques :

+imep

{ z=rcost

x + iy = rsinfe
Et de plus, on a la relation :

27
/ ei(m,_m)"odgo = 270/
0

Calculons par exemple I’élément de matrice faisant intervenir I'opérateur Z = rcos@ :

oo 1 2
(na,la, ma|2|n1, 11, mq) :N/O y;‘LzbrymmldT/1xPl|:n2‘(:17)Pl|1"“‘(z)dx/0 el(mrml)“"dcp

En utilisant la relation de récurrence des polynUmes de Legendre et leur orthogonalité, on en déduit
(n2,lz, ma|2|n1, 11, m1) = Omym, (A, 1y 11 + By 1,-1)
On procede de méme pour Z et § et on en déduit que les seuls éléments de matrice non nuls sont
(n', 1+ 1,m|zn,l,m) ; (0,1 £ 1,m+1|&|n,l,m) et (n',1+1,m=+1|g|n,l,m) (57)

On obtient alors les régles de sélection qui donnent les transitions possibles :

Am =0,+1|et | Al = +1 (58)
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6.7.2 En présence de couplage spin-orbite

On introduit le spin de I’électron qui donne un nouveau terme dans le hamiltonien : le couplage spin
orbite donné par

a 62 [:: . § S5 2 q2
Wso = 53E 3 &(r)L - S avec e = Ireo (59)

On consideére alors le moment cinétique total J =L+ S. Le bon ECOC est alors H,J2 J. L2, 52,

A A2
On considére un électron, donc s = %, et on note |n, 1, j,m;) les états propres de Hy = 3— 4+ U(7) On
peut réécrire le terme de couplage spin-orbite sous la forme :

J2—12- 52

Wso = &(r) 5

(60)

Rappel : composition de moments cinétiques : J=J1+ Js
On note {|a, j1, j2,m1,m2)} les vecteurs propres de A, j12’ j22, Jiz,Ja- : base non couplée. Dans chaque
sous-espace de dimension (251 + 1)(2j2 + 1) ou «, j1 et jo sont fixés on exprime les vecteur propres de J?
et J, : clest la base couplée. On peut exprimer les nouveaux vecteurs de base en fonction des anciens :

|, jv, jas 4, my) = Z |av, jiv, 2, ma, ma) (1, J2; ma, malj, my) (61)

my,ma

Avec (j1,j2; m1, ma|j,m;) les coefficients de Clebsh-Gordan qui vérifient :

‘<j1,j2;m17m2\j7mj> #F0e mi+me=mjet |j1 —jo| <j<hn +j2‘ (62)

Pour trouver les nouvelles régles de sélection, nous allons utiliser un résultat général, le théoreme de
Wigner-Eckart, qui donne les éléments de matrice d’un opérateur vectoriel dans une base "standard" (base
des états propres du moment cinétique total).

e On définit un opérateur vectoriel V' comme un opérateur qui vérifie les relations de commutations
suivantes :

[jz,f/y] —inV, {jy,f/;} —ihV, ; {J},f/x = ih¥, (63)

[A—

e Introduisons les opérateurs :

V+1:,L(Vm+ﬂ7y> Vo=V V= (7 - %)

V2 V2
On a alors le théoréeme de Wigner-Eckart
(o Vil gomg) = (@, 1V s )G Ly, ml ) | (64)

= (/, j'|[V|a, j) est I'élément de matrice réduit. Il est indépendant de m, de m; et m/,

= (4, L;my,m[j",m}) est un coefficient de Clebsh-Gordan indépendant de 'opérateur considéré

Utilisons alors ces résultats pour déterminer les regles de sélection du dipUle électrique. On considére
lopérateur vectoriel #. On introduit
. 1. NP
7’12—5(584-%1/) ; fo=2%2; fo=
Notons les polarisations circulaires de la lumiere :
. 1 1 .
1:*5 ﬁ(ex*wy)

On a &, - 7 = 7,,,. Notons alors une polarisation € = e, €} + e_€_1 + €y€p, on a donc :

—

(€x+i€y) 5 0=¢€,; €_1=

A
- S

€-T=€4f1 +e_T_1+ €
Le théoreme de Wigner-Eckart donne alors :

n', U5, m;-|€°~7%|n7 Lj,my) = (n'l'j'||#lInlj) [eo(d, 1;my, 05", mf) + €4 (4, Limy, 1|5, mf) + e (4, 1;my, —1]5', m})]
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Ce terme est non nul dans les cas suivants :
— Lumiére € : polarisation 7. On a donc m; = m/,
— Lumiére e+ : polarisation ¢+ ou 0~. On a m; = m/ + 1.
On en déduit Am; =0, %1
Et on doit aussi avoir |j — 1] < 5/ < j+ 1 donc Aj = 0,+1.

On obtient donc les régles de sélection

Al=+1| [Aj=0,41| |Am; =0,+1

6.7.3 Clivage Zeeman du doublet jaune du sodium

Pour voir expérimentalement les transitions avec Am; = 0,41, il faut appliquer un champ magnétique
extérieur. Le hamiltonien s’écrit alors :

A2 A A ~ ~

A p N jan jan ,U'B — jan 5

H=""+4U#@+ L+EB . (L+2
S+ UM) £ L+ B2 (L +29)

Ho

Hp
Ou lon a introduit le magnéton de Bohr up = % Nous allons traiter Hg comme une perturbation
Introduisons les états propres de Hy :

ﬁ0|n7 1,7, mj> = Egl|n7 l7j7mj>
On considere un champ B = Byé, donc Hy

= HTBBO(jz + S’z)
Au premier ordre, le décalage en énergie est :
1

n,l,j,m;

_ uBBo
h

(mjﬁ—l— (n,1,5,m;|S.|n,1, 7, m]>)
Le théoreme de Wigner-Eckart donne
(n,l,7, mj\§k|n, l,j,m;) =1(n,l,j, mj|jk|n, l,j,m;)
On en déduit que les restrictions des opérateurs vectoriels au sous-espace j fixé sont proportionnelles.

Pour calculer 7, introduisons P; le projecteur sur le sous-espace a j fixé. On a

>

<
91
>

~

3 = TP JF;

On a aussi [j: 15]} = 0 donc en prenant le produit scalaire avec J on obtient

A

U
kll)

Pj . j:ijjQ
De plus 2= (f_§

>

J

2 N N N 55 o N ”
) :J2+S2—2J-SdoncJ-S:%(J2+52—L2) On en déduit donc

1 (;+1)—l(l+1)>=7.7'(j+1)

3 (j(j +1) +
46
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On peut alors exprimer la correction en énergie au premier ordre

B GGG +1) =10+ 1) +3/4
EW = £BZ0, -<1
A 255G + 1)

g

Ou g est le facteur de Landé.

Le doublet jaune du sodium correspond a des transitions entre les états 3sal=0et 3pal=1.

e En champ nul, on a une différence d’énergie entre les états 3p; /o et 3ps/o a cause de I'interaction
spin-orbite.

i 3p3/2
A 3p1/2
589,6 nm
589 nm
\ 4 \ 4 381/2

e En champ non nul mais faible (pour utiliser le résultat du calcul perturbatif)

m; gm; mj gy
- 12 13 i 3/2 2
5 5 \ \ 1/2 2/3
P1/2 D1/2 . . _1/2 ,2/3
A Y —1/2 —-1/3 \ —3/2 -2
m |0 o
olm |7 & o
u
ol
\ A 1/2 1 LAA 1/2 1
351/2 381/2
Yy -i/2 -1 vy -1/2 1
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7 Théorie de la diffusion

7.1 Amplitude de diffusion et section efficace

On envoie un faisceau de particules sur une cible. On mesure 1’énergie et la direction des particules
diffusées. Le but est d’étudier les interactions entre les particules incidentes et celles de la cible. On ne
considere que des collisions élastiques : la quantité de mouvement des particules est conservée en norme.
Nous allons caractériser la collision par une amplitude et une section efficace de diffusion.

faisceau incident

\

cible

La diffusion se fait par un potentiel d’interaction V qui a un rayon d’action rg. On définit le flux
incident F; comme le nombre de particules incidentes par unité de temps et de surface. On note dn le
nombre de particules détectées dans d) par unité de temps. dn est proportionnel au flux incident F; et a
I’angle solide du détecteur d2 :

\dn = 0(0, p)F,dQ \ (66)

O le coefficient de proportionnalité o (8, ) est la section efficace différentielle de diffusion, qui a les
dimensions d’une surface.
On introduit aussi la section efficace totale de diffusion :

S / (6, £)d0 (67)

On cherche alors une expression microscopique de ces sections efficaces. Considérons la collision d’une
particule incidente avec une particule cible. Il faut résoudre une équation de Schr”dinger a deux corps qui
interagissent avec un potentiel V' de courte portée :

N ]3% pg " N
H=— + "= 4+ V(] — T
2mq 2moy (r = 73) (68)

Pour résoudre ce probleme, on introduit les variables du mouvement relatif et du centre de masse :

- N N D mi71+mar-
{’l s T (69)
po= p(f—r2) 7 = Pi+pa=MR
ou l'on a introduit la masse totale M = mj; + mo et la masse réduite u = %
Le hamiltonien s’écrit alors : R
R 162 P2
Le probléme est séparable, on cherche les solutions sous la forme :
(71, 72) = p(P)e PR
Avec @ solution de ’équation
R2A - .
—S2 V)| o) = Bel
I
On cherche de plus des états de diffusion, donc £ > 0. On pose alors
h2k? hU
E= et V(F) = RU(r)
2u 2u
L’équation se réécrit alors :
[A+ K U] =0 (71)




On cherche des solutions de cette équation avec des conditions aux limites qui décrivent un processus de
diffusion. Pour une onde plane incidente de vecteur d’onde k, des solutions particuliéres sont les états
stationnaires de diffusion :

eikr

(72)

diff k-7
v e 00—

ikr

Ot eih 7 correspond & 'onde incidente et f;(0,0)%— a I'onde diffusée. f7(0,¢) est 'amplitude de
diffusion dans la direction (6, ¢). Calculons la section efficace & partir de 'amplitude de diffusion.

On prend dans la suite k= ke,. Pour calculer les flux de particules, introduisons les courants de
probabilité :
e Onde incidente : la fonction d’onde est ¢; = e***. Le courant de probabilité est alors :

hk
i = erV; + %V%} . —e

QZ,u

—

On en déduit le flux incident en introduisant une surface S; = S;€,

F; = J: : gi = @
S; 1%
e Onde diffusée : 94 = f;(0,¢) ei:T expression du gradient en coordonnées sphériques :
- 0 10 1 9
V=—1iu+ 7 U

or 90" + rsin@%uw
On regarde ce qui se passe pour r — co. Le terme dominant du gradient vient donc de la dérivation de
I’exponentielle par rapport a r :
- hk 1 9 1
Ja = er‘fk( )| U7+0<r2)
Le nombre de particules qui traversent la surface S = r2dQi, s’écrit done :
- hk
dng = Jg - S = Jgr?dQ = — | fz(6, ¢)|?
1

dnd
F,dQ

On peut alors en déduire la section efficace différentielle o(6, ) =

(0, ) = |f(0,0)” (73)

Dans la suite, nous résoudrons 1’équation de Schr dinger (A + k?)p = Uy et calculerons Jz- On
introduit la fonction de Green G(7) solution de

(A +K)G(F) = 6(7) (74)

La solution générale s’écrit :

(i) = po(F) + | G(F = U () p(r)d*r (75)

Avec g solution de I’équation homogene (A + k?)po = 0. Les fonction

1 eiikr
G4 () = (76)

Am

sont solutions de I'équation (74). Donc la solution générale de 1’équation (71) s’écrit :

k

o) = 4 [ G - U (77)

Remarque : Dans cette expression, on a utilisé G, pour que vi‘

ff satisfasse aux conditions limites :
Soit rg la portée du potentiel, on prend U(r > r9) = 0 (portée finie), donc dans Uintégrale r’ est limité
par |r'| < rg. Pour r >>rg, on a :

I =~ —
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2
Donc on peut exprimer G4 en négligeant la phase en k:—g

. 1 ik|F—r7| 1 eikr -
Go(i—r)y=—m e n L ik
47 |7 — 77| T r

On en déduit alors la forme asymptotique de vgiff :

. o 1 eikr Lo o P
v‘ilﬂ(?) ~ kT /e*“““"” U(r’)vglﬂ( ’)d3r’

k r—00 47 7

C’est la bonne forme asymptotique avec 'amplitude de diffusion :

F100) = 5 [ TUE ) (78)

7.2 Approximation de Born

Notons I;d = ki, le vecteur d’onde diffusé et I_ﬂ'2 =k le vecteur d’onde de I'onde incidente. On peut
réinjecter I’expression de vgiﬂ dans l'intégrale, et par itération on obtient le développement de Born :

VI = T / G (7 — P U ()™ a3 + / &G (7= U () / &Gy (v — U (7)ol (77

Si U(7) est faible, on peut tronquer le développement. En tronquant au premier ordre en U, on obtient
P’approximation de Born :

dlff(,':»‘) _ e7k R /G+ ’F 7 (,',,/)67;%7‘,~7:7d37:; (79)

On en déduit 'amplitude de diffusion & l'infini :

0.0 =5 [ B RTuE (50
Avec Ed — 15} le vecteur d’onde transféré.
On peut alors exprimer la section efficace différentielle en fonction du potentiel V' :
B(Q )= 47ﬂ2 1 *i(Ed*’;i)'F’V( 7)d3 7 ’ (81)
o (0.0) = 57 1.2 e rh)d°r

7.3 Collisions a basse énergie et longueur de diffusion en onde s

Pour un potentiel & portée finie, 'amplitude de diffusion s’écrit :

fE :77\/ 7zku7rU )dlff( ) 7“'

Avec 1, la direction (6, ) du vecteur d’onde diffusé. Pour une collision a basse énergie, on a | krg << 1

donc e~ *@r 7 ~ 1. La dépendance angulaire disparaOt de I'amplitude de diffusion. On introduit alors la
limite :

T [(6,¢) = —a (82)

Avec a la longueur de diffusion en ondes s. Dans 'approximation de Born, cette longueur s’écrit :

_ 1 Ag3e_ M A3
a= U(r)d r—47rh2/V(r)d T

Revenons sur la condition de basse énergie. On a M ~ kgT donc k ~ “kh%T. Or on rappelle
I’expression de la longueur d’onde thermique de de Broghe P A\dB = 51375’?;“’ donc k ~ ﬁ donc la

condition de basse énergie se réécrit :
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7.4 Collisions entre deux particules identiques

On exprime les positions et impulsions dans le référentiel du centre de masse :

71— T Ty — T
S S P

_CM cm Moz 5 S . CM -
D1 :mﬂc :5(1—7’2):10%1)2 =D

Dans le référentiel de centre de masse, les deux situations suivantes sont possibles :

Ce qui donne en mouvement relatif :

Le premier cas correspond a une amplitude de diffusion f;(0,¢) et le deuxieme a fz(m — 6, ¢ + 7) car
6 € [0,7] et ¢ € [0,2x]. Si les particules sont indiscernables, ces deux configurations correspondent au
méme état final.
Notons Pj5 I'opérateur de permutation des particules 1 et 2. Soit ik 'impulsion relative initiale : k{™ = k
et k§™ = —k. On veut estimer la probabilité qu’apres la collision les particules aient les vecteurs d’onde
ESM = ki et k™M = —kii. Les états doivent étre symétriques ou antisymétriques, donc :
i) = = (1% Pro)[F, )
)= —= 12) R, —
V2
1

|f) = ﬁ(l + Pro)|kit, — ki)

Notons U (t) Popérateur d’évolution temporelle. Calculons :
U B PN o
A= (fIU@) = 5k, —kit|(1 £ Pr2)U () (1 £ Pr2)lk, k)
Oron a [ﬁ, ]312} =0et ]5122 = 1 donc (1 + [512)2 =2(1+ 1512). De plus :
(14 Pro)|kft, —kit) = |k, — ki) + | — ki, k)

On a alors : L L
A = (kil, —kn|U|k, —k) £ (—kfi, k@d|U |k, —k)

51



Ot les (kit, —kii|U|k, —k) sont reliés aux amplitudes de diffusion. On en déduit la probabilité P de détecter
une particule dans la direction (6, ¢)

P o |fz(0,9) £ fr(m — 0,0 +m)?

Avec le signe + pour les bosons et — pour les fermions.

NB : Quand on calcule la section efficace totale, on ne doit intégrer que sur un demi-espace :

27 5
or = / d(p/ sin 0d0|f(0, ) = fr(m — 0,0 + m)|?
0 0
Cas particulier : Collision & basse énergie (krg << 1), f — fo constante. Alors
Ugose _ 27T|2f0|2 — 87T|f()|2 et Jgermi -0
Le taux de détection est nul pour des fermions polarisée (dans le méme état).

Remarque : Le fait que [, Po] = 0 ou [H, Pj3] = 0 assure que la symétrie de I'état est conservée lors
de I’évolution temporelle :

[o(t + dt)) = <1 + dt%ﬁ) [ (t))

On suppose que Pyo|ih(t)) = £[t(t)), on a alors
Pafute+ ) = (1 +QtPra L) [0(0) = £Ho(0-+ a0)

Le fait que les particules soient indiscernables impose que H soit symétrique par I’échange de 1 et 2. Donc
[H, P12] == 0

8 Théorie de champ moyen pour un gaz dégénéré de bosons

8.1 Potentiel réel et potentiel modele

On considere un gaz dilué, la distance moyenne entre particules est alors grande. On peut alors se
limiter au régime asymptotique de ’état stationnaire de diffusion. De plus, nous avons vu qu’a basse
énergie 'amplitude de diffusion se réduit a un nombre : —a, avec a la longueur de diffusion en ondes s.
Pour décrire les propriétés collisionnelles du gaz, on choisit un potentiel modele qui a la méme longueur
de diffusion que le vrai potentiel.

Rappel
e Condition pour le régime asymptotique :

v () = et 4 / G (7= U (3 (7)) a7
1 eik\ﬂ

G4 (1) = —EW

— — = 2 . 7’ . .
| = 7 — i, -1+ %TT donc on obtient le régime asymptotique :

k

pour 7 >> 1o or r ~ n~ /3 donc la portée du potentiel.

De plus pour pouvoir négliger le terme du deuxieéme ordre dans la phase il faut n~Y3 >> kr%

e La condition de basse énergie s’écrit | krg << 1|ou Agp >> 1o

Montrons que ces conditions sont vérifiées pour un gaz dilué et dégénéré
o dilué : n=1/3 >>
e dégénéré : nA35 > 1 ce qui implique alors \gp > n~/3 >> r,
De plus, krg = (kro)ro << ro << n~1/3
Ces conditions sont donc suffisantes pour le traitement qui va suivre.

: ) 1 etkr R JN R o
,Ughff(f») _ eikz o /e—zkuTm U(T’)Uélﬁ(rl)dBTI
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8.1.1 Potentiel réel des alcalins

Prenons Iexemple du Césium 133Cs :

v, .
k,—B(f\)

c 12
*,7;6 Van der Walls

—500 A

La longueur de diffusion est mesurée expérimentalement. Typiquement, elle est du méme ordre de
grandeur que l'extension du dernier état lié (quelques nanometres).

On considére un potentiel de profondeur Vj et de largeur [ :

A
A 4

Vo

L’état fondamental est de la forme :

2,2

12

ce 1998-1999)

>

Doncl:%etk:27”:%.IlexisteunétatliésiVO<VC:%

On montre que (voir cours de Cohen-Tannoudji au College de Fra
~Vo>>Vo :la| ~1

2=

- Vo>Ve :a>0eta— oo :il existe un état lié
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- W<V :a<0eta— —o0 : pas d’état lié

- Vo << Vo o] <<
Remarque : On peut changer a avec un champ magnétique (résonances de Feschbach).

8.1.2 Potentiel modéle régularisé

Posons d’abord le potentiel :

77261
Vo) = T 5 (83)

avec a la longueur de diffusion du vrai potentiel. Dans I’approximation de Born, on a :

av, = h2 V(7 = a/5

On retrouve la méme longueur de diffusion que le potentiel réel. On introduit g = 4ni2 0 de telle sorte que
Vs(7) = g (F) Mais ce potentiel ne peut étre utilisé pour un probléme de diffusion car UEIH fait intervenir

un terme en ; dans 'intégrale. On introduit donc un potentiel régularisé V(') définit par son action
sur les fonctions d’onde :

V(i wv—gam[ uwﬁw] — V()

r=0
Si () est réguliere en r =0, on a :
0 3 = 3 o9 =¢(0) = V() =V,
)] = (v 5E) =)= V) = V(7

Si () = o (™) + X( ") avec x régulicre en 7 =0 :

e = 00) £ X (0) = V) £ Vi)

Propriétés de diffusion de V(7) :

. '77#
m  4Anh? etklr’ =71 _ —\ diff,

amhz m |r7 — 7] k

o) = o) -
Or V(ﬁ)vgﬂ(r ) & 6(r7) donc on peut en déduire :

eikr

U%iﬂ(f') — v%(f’) —a— [8(?" (r'v dlff(r/))] o

On note C = [ (r’vg‘ﬁ( "))

r’'=0

NB : L’état stationnaire de diffusion a la forme asymptotique partout car le potentiel est de portée nulle.

Déterminons la constante C' :

. , 9
diff y = __ ik T ikr _ llﬂ — 1 — g4
ropt () = re ae’™"'C = C = [8 (rof (F’))} . 1 —aikC

On en déduit I'expression de la constante C' :

1
84
1+ ika (84)
On obtient donc :
diff(—a) ik a eikr (85)
v (F) = e
k 1+ika r
L’amplitude de diffusion est alors :
a
R = T¥ika
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8.1.3 Développement de Born du potentiel régularisé

Il s’agit d’une série de Born que l'on obtient en incluant des ordres croissants en V dans I’état de

diffusion :
ikr

On injecte I'expression de vgiﬁ dans I’équation

e au premier ordre, on prend vdlff = UQ et on obtient C' = 1.

ikr . R
e au deuxieme ordre, on prend ydlﬁ — aeT et on obtient C =1 — ika

e au troisiéme ordre, on prend ’U;jlff

Au final, on a ’expression de C' :

v =1—ika + (ika)?

??‘lO ?g-l

C = Z —ika)” 1—|—zka

L’approximation de Born consiste & se limiter au premier ordre. Elle est valable pour k|a| << 1.
Cette condition est vérifiée pour des gaz froids ou des condensats de Bose-Einstein.

8.2 Approximation de Hartree-Fock pour un gaz de bosons

Nous allons dériver I’équation de Gross-Pitaevskii pour la fonction d’onde du condensat en minimisant
I’énergie a l'intérieur d’une fonctionnelle :

[¥) = 1o(1))|9(2)) - [o(N)) = [N : ¢)

Cependant, méme & T = 0, pour un systéme en interaction, |N : ¢) n’est pas le vrai état fondamental du
systéme mais le résultat d’une approximation de champ moyen que nous allons étudier ici.

8.2.1 Equation du mouvement de l’opérateur densité & un corps

Notons & I'opérateur densité du systéeme a N particules. On introduit 'opérateur densité a une particule

‘/31 = NTry3, . NG (86)

Ou Tr; correspond a la trace partielle prise sur I’espace de la particule 7. On introduit aussi les opérateurs
a un corps :

N
A — I®--- A o1
Z; Q- ® _ ® - ®

La valeur moyenne de cet opérateur s’écrit alors :
N
() =T wldo] = 3 A6 T 6]

Tous les termes de cette somme sont égaux donc :

(A) = NTr, {A(1)Tr2,,,,7N&}

(A) =Ty [A(1)7 (87)

NB : Tripr =N
De méme, on introduit les opérateurs densité a plusieurs particules :
pr2=N(N—-1)Trz . NG
On cherche maintenant 1’évolution temporelle de ces opérateurs. Pour cela nous allons partir de
I’équation de Liouville sur 6 : i

ih— = [H,6
th3y = [H,4]
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CommenAons par trouver 1’équation sur p;. Le hamiltonien s’écrit :

- 1M -
H=3 hi)+5> > Vi
=1

i=1 j#i
Prenons alors la trace partielle de ’équation de Liouville sur les espaces des particules 2,..., N et
multiplions par N :
dp a 1
. 1 2 A A
ih-gr = NTry ;[h(z), 6]+ 3 ; ;[Vij, ] (88)

e Pour le premier terme : notons {u,} la base propre de h.
Trilh(i),5) = Y ({alhblua) = (walohlua)) = 3 €a (taldftta) = (ual6]ua)) = 0
Mais pour 7 # j, on a :
Tei ([4(5),8] ) = h(i)(Tri6) = (Trio)h()

Ou Tr;6 est un opérateur qui dépend de j et qui ne commute pas forcément avec h(j). On en déduit alors

NTra, .y (ﬁ: [i}(i),a—D = Nz, [4(1),6] = [h(1), 1]
i=1
e Pour le deuxiéme terme : de méme que précédemment, si (i,j) € {2,..., N}, ce terme est nul.
1 o 1 N A N A

NTry . N 2;; [Vij,ﬂ} = éNTrz ..... N ; {VU,J} + ; {Vn,a}

Les particules sont indiscernables, donc tous les termes de la somme sont égaux, d’ou :
1 . 1 ) ) .
NTez.x | 5 ;; Vi o] | = 5NN = 0Trs v ([Vh2,6] + [Var,0] ) = T ([ V22 2] )

On en déduit alors I’équation vérifiée par p;

dhn

ih
BT

= {fz(l),m] + Tra ([Vmﬁub (89)

8.2.2 Hartree-Fock en absence de condensat

Si ’on procede comme précédemment pour obtenir I’équation d’évolution de pio, il apparaOtra un
terme en pia3, etc. Pour rompre cette chaOne d’équations, on remplace p1o dans (89) par :

R 1+p12 N N 1+p12
Py’ = 7 (P1® p1) 7

Or on sait que 'opérateur permutation vérifie ]5122 =1Tet []512, ,61} = 0, donc on peut écrire :

ﬁ{IQF:<1+p12>ﬁ1®ﬁ1:ﬁ1®ﬁ1 (1+ﬁ’12>

Pour un gaz dilué avec interaction a courte portée, p12 est un mélange statistique d’états stationnaires de
diffusion. Prendre p!" dans (89) revient & prendre les ondes planes (qui sont séparables) dans I'état de
diffusion. C’est équivalent & l’approximation de Born & l'ordre 1 dans (89).

NB : La normalisation de I’état symétrisé |ig) = %(mi, o) + |aj, o)) n’est correcte que si les deux
particules sont dans des états orthogonaux :

(Vslbs) =1 a; # a;

On éerit p1 = 37, pjlay){a;| et I'opérateur & deux particules approché

1+ P 1+ P
Pl = Zpipj ( —t/?uaiaj>> ((aiaﬂ —'\—/{2> = Zpipj|1/}5><¢s|

,] ,J

56



_ 14+P R P

Avec [1)g) = 712|Oz104j> état symétrisé.
Remarque : Dans cette expression, les termes ou ¢ = j font intervenir deux fois le méme état et ne
sont donc pas correctement symétrisés. Cependant, s’il n’y a pas de condensat, peu de particules occupent

le méme état et on peut donc négliger I'impact de ces termes.

RemplaAons maintenant pqo par pHF dans (89)

ih% - [711, ,61] + Try { [Vw, ,a{ff}} (90)

Avec pour Vlg un potentiel modele de portée nulle : \712 = g0 (7%’1 — 7%'2) Calculons alors le deuxieme
terme :

Tro { [‘712,/3{2F] } = /(FQWH(l + 1512)ﬁ1 ® pr1|FH)d> 7 — /<F2|/31 ®p1(1+ 1312)‘712|F2>d37_"2
_ /295 (%1 _ F2> (Falpr @ pu|7a)d3F — /2g<f2\p1 ® p1|72)d (%1 - FQ) a3,
=2 [ [5 (7~ 72) pliin(1) - 1 (Vp()3 (7 - 72|

Ou l'on a noté pi(1) lopérateur densité & une particule agissant sur lespace de la particule 1 et
p(72) = (| p1]72) la densité spatiale. On obtient :

Ty { [V 0157 ] } = 20 { (P01 (1) = pa(Dp() }

En réinjectant ce résultat dans (90), on trouve finalement :

ih

dr _[7*
2m

= g T U0+ 2000, ﬁ1:| (91)

Dans 'approximation de Hartree-Fock, le systéme est décrit comme un ensemble de particules indépen-
dantes dans un potentiel autoconsistant. Dans le cas ot il n’y a pas de condensat (T' > T¢) 'hamiltonien
de Hartree-Fock s’écrit

A2

BT = 2o U(F) + 29(7) (92)

8.2.3 Approximation de Hartree-Fock en présence d’un condensat

On sépare 'opérateur densité a une particule en une partie correspondant au condensat et une autre
correspondant aux états excités :

pr = (No)|é) (¢l +
(No)|#)(¢| décrit le condensat et pj les particules non condensées. On obtient :
pr @ p1 = (No)?|6, 6)(¢, ¢| + pra
Donc aussi 12 = p1 @ p1 — (No)?|¢, @) (¢, ¢|. On écrit 'opérateur a deux particules approché :

1+ Py 1+ P,
V2 TR

pra” = (No)?|d, 0) (@, ¢l +

Ce qui donne en remplaAant D12

ﬁHF:1+ﬁl2 1+P12
12 \/5 \/i

Le premier terme est le méme que dans le cas précédent, qui donne donc en prenant la trace du commutateur

(P1® p1) + (=24 1){No)?|6, 6) (¢, 9| (93)

avec ‘712, 2g [p(ri')7 ﬁd. Prenons alors la trace du commutateur de I’équation précédente avec 1712

Tea { [Viz, 877 | } = 29 [0(7), 1] — oo { [V22, (Vo)1 @10, 9] | (94)

Calculons le deuxiéme terme de cette expression :
oo { [P, (861216, 0) (6. } = 900)? [ [5 (7 = 72) [0 Piedua o] = loha(ol6 (72 — 71 ) o) ] 47
= — |9(No) o) %, (No)l )1 (@]
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Si 'on remplace alors p1 par (No)|d)(¢| + p} dans I'expression (94), on obtient pour I'équation d’évolution
de p1

S = |2 U+ 2000 1] | B U+ 200(7) — atNal o2, (el | )

On en déduit le champ moyen pour le condensat :

29p(r) — g(No)|6(7)|* = | 290’ () + gpo () (96)

Un atome du condensat interagit donc avec un autre atome du condensat via le facteur g et avec un atome
non condensé via un facteur 2g.

8.2.4 Equation de Gross-Pitaevskii dépendante du temps

On se place a T' << T¢, dans ce cas quasiment toutes les particules sont condensées : Ng ~ N donc
p' (F) << (Np)|#(7)]?. On néglige donc la partie non condensée dans I'expression de p1 = (No)|¢) (o] + p-
On obtient donc I’équation suivante :

ih% ((No)|d){(¢]) = f—m +U(F) + g(No)|o(r) %, (No)|#) (4|

. I X . . o d 2
Qui est équivalente & une équation du type zh% = hap|d) avec

52
hap = ;; + U(7) + gN|é(7)|* + constante
m

On choisit pour la constante —pu si bien que 'on obtient 1’équation de Gross-Pitaevskii dépendante
du temps :

d h?
mdif = (—QmA +U +gN|g|* - u) ¢ (97)

Les états stationnaires donnent I’équation indépendante du temps :

hQ
<—2A + U+9N|¢I2) ¢ = g
m

58



Annexes

A Trace partielle

On consideére deux spins % On se place dans la base S.1, 5. que l'on note {118, T4, T4}
Un opérateur O s’écrit dans une base {|og)} :

0= Z o) (i[Ol ) (o] = ZOUI%M%\
) i,

Ici, on a :

O =an | 1M |+ axa T |+ axs| MDA |+ awa| T |
agy| TH{M |+ -

Prenons par exemple I'opérateur S.; @ T avec S,; = | V{1 — [ L) et T= DO+ DU -

PN

Sa @T= [T+ THM = INAT =L)AL

Ce qui peut aussi s’écrire sous forme matricielle :

4 I o
Szl®]1—(0 —]I)

La trace partielle sur ’espace ¢ donne un opérateur, qui correspond a :

Tri(O) = Zi<aj|(§|aj>i (98)

Dans notre cas, la trace partielle sur ’espace du premier spin donne :

Try (S @ 1) = (1S @ T D1+ 1 [Sa @ T L1 = | Daa (P T+ Daadd [ = [ Daat =1 Dur(d |
Donc Trl(S'zl ® 1) = 0. On aurait pu trouver directement ce résultat en écrivant que
Try(S:1 ® I) = Try(S.1) @ T=0
Pour la trace sur le deuxieme espace de spin, on a :

Tra(Sa1 @ 1) =281 = [ D1t | = | Duc [+ Dt = | D |

Remarque : Sous forme matricielle, pour un opérateur O écrit sous forme de blocs

0= My Mo
My Moo

on peut déterminer les éléments de matrice de opérateur Try(O)

AN TI‘M11 T‘I‘Mlg
TTQ(O) o <TI‘M21 TI‘MQQ
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B Opérateur densité de particules indiscernables

On considére un systéme a deux particules ayant chacune deux états accessibles, notés | 1) et | 1).
L’opérateur densité & doit avoir des états bosoniques et fermioniques comme états propres :

o3 = al T |+ B LI L)+ 5 (110 + [ 40) ({04 |+ (11 ) avec at b4 =1
b= 5 (11 = ) (1] = (11 )

Ces deux opérateurs sont symétriques par échange des particules 1 et 2.

pr=Triop = al Daa(t |+ 5 (| Dao(d |+ ot ) +0 Daall |

Tradp = al Hhadt [+ 5 (| Dtk [+ Daft ) + bl Du (|

Ces deux expressions donnent le méme opérateur, mais qui agit sur des espaces différents.

Le fait que 6 soit symétrique ne garantit pas la nature fermionique ou bosonique de &. Par exemple,
considérons I'opérateur

pr=5 DT+ ID{TD

N |

. R 1

G=pn®pn=y A AT [+ TP+ TN AT T+ DD
Cet opérateur contient des états fermioniques et bosoniques. Calculons la probabilité de ’état fermionique.
Pour cela, on prend la trace sur la base singulet-triplet. L’état fermionique s’écrit |F') = %(\ ) =)
La probabilité d’avoir 1’état fermionique est donc :

Pr = TH|F){FI3] = (FI6|F) = S[1+1] = |

Pour obtenir les états recherchés, on doit symétriser a la main en ajoutant % avec Ppo Iopérateur
permutation des particules 1 et 2.
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C Effets de la dimensionnalité sur la condensation

On étudie un gaz parfait dans une boOte aux conditions limites périodiques. Les états propres sont

ikT h2k2 o 2
o\ = zd/zdenergleex— 5 ,k:%ﬁoﬁﬁeNd
m

L’état fondamental a donc pour énergie €9 = 0 et fonction d’onde ¢o = 7775

C.1 Saturation des états excités

Notons N’ la population des états excités.

1 1
r_ _
N = Z<N>‘> B Z eBlex—p) — 1 < Z eBlex—eo) — 1

A£0 A#£0 A#£0
Car le potentiel chimique est borné par €y : p €] — 00, 9[. On trouve donc que la population des états
excités est bornée par

1
!
Niax = D ey =

A£0

& la limite thermodynamique en remplaAant la somme par une intégrale

;%/mm

Avec p la densité d’états qui dépend de la dimension d

On peut calculer V]|

e A trois dimensions d = 3 :

L3 I 7
Bk = k2dk
Z - (2ﬂ>3/ 22

Avec € = 52% on en dedult k2dk = 75 2"“de et donc la densité d’états s’écrit p(e) = %% the. On
peut alors calculer N}, . en mtrodulsant T =55
Vadz 14 3
Nr/nax:)\g / _1*)\TC 5
as VT

e A deux dimensions d = 2
L? - L2 L*m

—— [ Pk=— [kdk==——= [d

zﬁ: ~ (2m)2 / 2 27 h? ¢

_L?’m ! .
5—7z et donc Ny ..

On en déduit la densité d’états p(e) =
2

L? [ dz L
Nr/nax = T/ P — = lim v ln(]. — 6_1)
AdB 0 et —1 z—0 AdB
On obtient une divergence infrarouge. Pour connaOtre le comportement de N, s ax & la limite thermodyna-
mique, calculons
L? [ dz L?
Nipax = T/ = g (1 — e/
Aap Jeijrpr €8 — 1 Nip

En remplaAant dans le logarithme et en développant en zéro, on obtient

2
e 1 ﬁ4ﬂ'2 _ _AuB
Or o7 = o7 om 17 = T 18-

L? L?
Nllnax )\2 In ()\2)
dB dB

e A une dimension d =1
L o0
/ dk pour des fonctions paires
0

L [T
— — dk = —
z ).
La densité d’états est p(e) = Lw / 3p= f et donc
N oo L1 / _ de
max >\dB \/E 0 \/E(Bx -1)
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La fonction & intégrer est équivalente & 2=3/2 en 0, on a encore une divergence infrarouge. Pour calculer
le terme divergent, on garde dans la somme que les termes de basse énergie qui sont dominants : c’est

I'approximation de champ classique ({(N,) >> 1). Pour ces modes : eﬂei_l ~ keBAT

. kpT2mL? 1 I 2.1
N ~2 o - 2 2 4
max —~ n?4r2 n?  Nigw ; n2

Ou le coefficient 2 vient de la sommation des k positifs et négatifs. Finalement, on trouve

N/ = Li[
max AgB 3
C.2 Condensation a la limite thermodynamique

Notons p/ ... la densité maximale des états excités. On peut résumer les résultats précédents :

7 7 7 d
d de?sme p(e) Nngax PmaxAdB
L° m V2me L 3
3 SR R 22 ¢ (5)
) 2 2 2
2 L™ m L In L In L
2 B2 Nie_, Nin Ain
L /o 1 L® m Lz
[ \/;\/E A2 3 Aap 3

L’état fondamental a une population macroscopique si N > N, .. ou p’ > p. ..

Remarque : A une ou deux dimensions, N/ . croOt plus vite que L% donc il n’y a pas de condensation
a la limite thermodynamique.

C.3 Fonctions de corrélation spatiales

On rappelle 'expression de la fonction de corrélation :
gD (Fr7) = (A) avec A= "Ji:7)(i: 17| =Y A(i)

qui donne la cohérence entre 7 et 7. On peut également en déduire la densité spatiale p(7) = g™ (7, 7).

Nous avons vu qu’a I’équilibre dans I’ensemble grand-canonique, on a :

(A) =D (NN AIAR) =Y (N2 @3 (Pea()

A A

Avec |\) état propre de Phamiltonien & une particule hi|A) = ex|A). On se place dans une boOte aux
conditions limites périodiques, on trouve que ¢/*) ne dépend que de 7 — 7/

gVFE— =Y 1 k- (7=1) ”
~exp B —p)] -1V

e d=3 :Pour T < T¢, le condensat donne une contribution constante & g(*)

m  _ (No) —
BEC Vv 0

Et la partie non condensée donne une contribution qui s’annule a grande distance en

. 1 kpT = S
.W’\’2mh2k2.NOt0nSx—T—r.
ex -1

2m

On se limite aux faibles k

G L2mkpT Ve 1
NCTV R (2n)33 ) k2 P

Il y a cohérence spatiale sur toute I’étendue du systeme.
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e d=1 : Nous avons vu qu’a une dimension, a la limite thermodynamique, le systéme ne peut pas
étre condensé mais il peut étre dégénéré si pAyp > 1.
Pour un systéme de taille L finie, on peut avoir pAap > pr..AdB = § )\ . Plus L est grand, plus
cette condition est difficile a réaliser. Si elle est vérifiée, le systeéme est condense et a une longueur de
corrélation [ finie.

Soit L >> A\gp et (Np) = % ~ kf—MT = kBTIT Avec 'approximation de champ classique, on obtient
A2 A
g(l)(x) = pe_‘xl/lc avec lg = PAip _ PAIB B
2w 2w

— Contrairement au cas tridimensionnel, la longueur de cohérence est finie. Donc & la limite thermody-
namique ou L — oo, ¢ < L.

— Si pAgg >> 1, lo >> A\gp qui est la longueur de cohérence d’un gaz thermique.

Pour pAdB - pmam)‘dB - g

L

De plus, si p > phaws lc >> L. On a donc la propriété :

. On en déduit que la longueur de cohérence vaut

s
3 B

‘pAdB > p:naac)‘dB = lc > L‘

La condition pour avoir un vrai condensat s’écrit (Np) ~ N >> (N7) avec :

kT kgT
~ ——et
ERRTEE
(No) >> (N}) & |u| << ST AT s Em A
0 1 I €1 N om L2 PAdB g ~ PmaxzdB

e d =2 : La densité d’états étant constante, on peut trouver explicitement le lien entre p et p a la

limite thermodynamique. On procéde comme pour le calcul de N/ .

1 o
p:—/ zdx avec x = (e — )

3
Aap J-pu € =1

pAip = —In(1 — e”*) ~ —In(—Bpu)
= _BumePhis = ¢~ Ta/T

Ou l'on a introduit la température de dégénérescence Ty telle que p)\ﬁ 5(Tq) = 1. On remarque que p # 0
a la limite thermodynamique mais est exponentiellement petit pour T' < T;. Pour trouver la longueur de
corrélation, calculons la fonction de corrélation :

E'F‘ zk:r d2E 677’/10
1) T / 2.2 2k 2.2 X
0= wprEE e o | s e <

2m

2
Avec WFZT X — it R kgTe T¢/T donc
C

[l o Aape™/?7 | (100)
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