
Étude numérique : RMS pour un potentiel de Fi-
bonacci, modèle tight-binding

Vérification de la formule φE(k) = pk(E)φE(1) pour les fonc-
tions propres

Les résulats numériques confirment que, dans le modèle du tight-binding, on peut
écrire les fonctions propres sous la forme suivante : φE(k) = pk(E)φE(1), la suite de
polynômes {pk}k vérifiant la relation de récurrence :

pk+1(E) = (2 + Vk+1 − E)pk(E)− pk−1(E)

avec conditions initiales :
{
p1(E) = 2 + V1 − E

p0(E) = 1
Le figure 1 compare les graphes de φE(k) et pk(E)φE(1), comme fonctions de E,

pour un site donné. Les deux courbes se superposent.

RMS pour un potentiel de Fibonacci
J’ai retracé la RMS (directement et avec la formule utilisant les polynômes) pour

un potentiel de Fibonacci ; la formule théorique est donc :

∆x(t)2 =
∞∑
k=1

k2|ψ(k, t)|2

=
∞∑
k=1

k2
∣∣∣∣∫
K
eiεtφ∗ε(k0)φε(k)dµ(ε)

∣∣∣∣2
=

∞∑
k=1

k2
∣∣∣∣∫
K
eiεt|φε(1)|2pk(ε)pk0(ε)

∣∣∣∣2 dµ(ε)

=
∞∑
k=1

k2|jk+k0(t)|2

On retrouve bien un comportement globalement croissant pour ∆x(t), et les
graphes théoriques et numériques coincident (cf figures 2,3).

Comparaison avec les résultats de Hiramoto
Ces résultats ne correspondent pas à ceux de l’article de Hiramoto, mais il est

possible que ce soit en raison des unités (j’ai posé ~ = 1 pour les calculs, je vais
comparer avec ce que j’obtiendrai avec des unités correctes).

RMS pour un spectre de Cantor
La formule

hk(t) = t−k−ln 2/ ln 3 ∑
m∈Z

t−2iπm/ ln 3e−iπsm,k/2rk,mΓ(sm,k) (1)
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avec hk(t) =
∫
K e

iεt|φε(1)|2εkdµ(ε), k ∈ N se vérifie bien numériquement. Il s’agis-
sait de la formule centrale pour montrer que le RMS,pour un spectre de Cantor
triadique, est de la forme :

∆x(t) =
√
t−2 ln 2/ ln 3

∑
k∈Z

k2
∑

0≤lk≤k
dlkt

−lkGlk(ln t)

La figure 4 compare les graphes de la formule théorique et du calcul direct de la
fonction hk(t) =

∫
K e

iεtεkdµ(ε) pour k = 2 ; la figure 5 montre les mêmes graphes en
échelle log.

Enfin, j’ai vérifié la formule donnée dans les notes (synthese-dynq.pdf, sur drop-
box) pour ∆x :

∆x(t) =
√
t−2 ln 2/ ln 3

∑
k∈Z

k2
∑

0≤lk≤k
dlkt

−lkGlk(ln t)

On considère l’équation de Schrodinger sans potentiel, dans le modèle du tight-
binding, que l’on résoud dans l2(N) ; les fonctions propres sont des suites (φλ(n))n
vérifiant :

−φλ(n+ 1)− φλ(n− 1) + 2uλ(n) = λφλ(n)
Pour reproduire un système régit dont le spectre est un ensemble de Cantor

triadique K, on se restreint à l’espace des fonctions engendré par les les fonctions
propres associées aux valeurs propres λ ∈ K. On vérifie que ces fonctions sont bien
orthonormales.

Suivant le même raisonnement que dans les notes, on peut voir les valeurs prises
par fonctions propres φλ en les sites n comme des polynômes en λ :

φλ(n) = pn(λ)

avec
pn(x) =

∑
jn≤n

djn,kx
jn

Les djn sont calculés numériquement grâce à la relation de récurrence qui définit les
polynômes pn(x) (cf synthese-dynq.pdf).

On construit un paquet d’onde simple :

ψ(k, t) =
∑
λ∈K

φλ(n)e−iλt

On compare maintenant numériquement les graphes du RMS calculé directment :

∆xdir(t) =
√∑

k2|ψ(k, t)|2

et théorique :

∆xth(t) = t− ln 2/ ln 3
√∑
k∈Z

k2
∑

0≤lk≤k
clkt
−lkGlk(ln t)

où les clk , issus du réarrangement des termes en monômes de même degré, sont
déterminés numériquement. Les figures 6,7 montrent les graphes issus du calcul
direct (échelle normale et échelle log) ; les figures 8,9 montrent les graphes théoriques.
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Figure 1 –

Figure 2 – RMS théorique pour un potentiel de Fibonacci, paquet d’onde initiale-
ment sur le site 1 (au bord)

3



Figure 3 – RMS pour un potentiel de Fibonacci, paquet d’onde initialement sur le
site 1 (au bord)
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Figure 4 – Graphes théorique et numérique de hk(t)

200 300150
logt

5 ´ 10-4

0.001

0.005

0.010

0.050

0.100

loghk t

Figure 5 – Graphes théorique et numérique de hk(t), échelle log
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Figure 6 – RMS pour un spectre de Cantor triadique, calculé directement

Figure 7 – RMS pour un spectre de Cantor triadique, calculé directement, échelle
log
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Figure 8 – RMS théorique pour un spectre de Cantor triadique
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Figure 9 – RMS théorique pour un spectre de Cantor triadique, échelle log
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